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1. Hipodtesis de partida y alcance

El objeto del presente Trabajo Fin de Grado es la aplicacién del método de elemen-
tos finitos a la resolucién de un problema de ingenieria: el problema de una placa de

Kirchhoff simplemente apoyada.

Dado el marcado caracter generalista y multidisciplinar del Grado en Ingenieria en
Tecnologias Industriales, no es dificil apreciar la idoneidad del método de elementos
finitos como tema de investigacion para la finalizacién de los estudios, por sus diversas

aplicaciones en diferentes campos de la ingenieria.

Mediante la ejecucion del presente trabajo, hemos aplicado los conocimientos basi-
cos adquiridos en las asignaturas de matematicas de los dos primeros cursos de grado,
profundizando en ellos y aplicindolos en mayor o menor medida a otros adquiridos
en materias de cardcter obligatorio (Resistencia de Materiales, Ciencia de Materiales,

Teoria de Estructuras, Ingenieria Térmica o Mecanica de Fluidos).

En el primer capitulo, presentamos algunas aplicaciones del método de elementos
finitos en la ingenieria. Tomamos un problema modelo para, sobre él, explicar los
fundamentos matematicos del método. A pesar de que el problema que en los sucesivos
capitulos trataremos es de 4° orden, tomaremos en primer lugar como problema modelo
uno de 2° orden. Finalmente, se presentan diferentes alternativas para la resolucién de
un problema mediante elementos finitos en MATLAB. El objetivo del trabajo no es
tanto el manejo de un software especializado como la adquisicion de los conocimientos

adecuados para realizar un programa que permita resolver los problemas considerados.

En el segundo capitulo, se presenta el problema objeto de estudio en este trabajo,
una placa de Kirchhoff. El tercer capitulo expone la equivalencia del problema con un
problema de control, lo que se tiene en cuenta para programar la resolucién del mismo.
Esta programacion, asi como los resultados obtenidos a través de ella, se recogen en
el capitulo cuarto. En el quinto capitulo presentamos las conclusiones derivadas del

trabajo y las perspectivas de trabajo en el futuro.

Paula Alvarez Lépez
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Sobre la notacion matematica en el trabajo: dada una funcién v : R® — R,
denotaremos J,,u la derivada parcial (entendida en el sentido de las distribuciones)
respecto a la variable x;. Normalmente, denotaremos z,y, z las variables espaciales y t

la variable temporal. El gradiente de una funcién escalar u es
gradu = Vu = (0,u, 0yu, 0,u).

Dado un vector n, la derivada en la direcciéon n de u es 0,u = n - Vu. La divergencia

de una funcién vectorial U : R" — R es
divU = VU = 0,U; + 0,Us + 0,Us.
El laplaciano de una funcién escalar es
AU = V(Vu) = V*u = Oppu + Oyytt + 0.

El gradiente [respectivamente el laplaciano] de una funcién vectorial es el vector for-

mado por el gradiente [resp. el laplaciano| de sus componentes.

Paula Alvarez Lépez
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1.1. ALGUNOS PROBLEMAS DE INGENIERIA SUSCEP-
TIBLES DE RESOLUCION MEDIANTE EL METODO
DE ELEMENTOS FINITOS

En este apartado presentamos problemas de diferentes ambitos de la ingenieria
(véase [14] y [12]) que se pueden modelizar en ecuaciones en derivadas parciales y que,
por tanto, son susceptibles de ser resueltos mediante el método de elementos finitos.
El objetivo es mostrar las similitudes entre las ecuaciones diferenciales que gobiernan

los distintos problemas.

1.1.1.- Problema de difusion de calor

Consideremos la conduccion de calor en un medio sélido, en ausencia de conveccion,

que es gobernada por la ecuacién de energia:
k(02,1 + 02T+ 02.T) 4+ g = pCpd,T, (1.1)

donde T' es la temperatura, ¢ es el tiempo, g es el calor generado por unidad de volu-
men, k es la conductividad térmica y C, es el calor especifico del material. Para una

conduccién constante en el tiempo, se tiene:

AT =Y, (1.2)

N

La condicién de frontera impuesta puede ser de distintos tipos. Para una frontera

térmicamente aislada, tendremos:
0, T =0, (1.3)

donde n representa la direccién normal a la superficie.

Si se tiene conveccion entre la superficie de la frontera y el ambiente, la condicion
a imponer seria:

—k0,T = h(T — Tw), (1.4)

donde h es el coeficiente de transferencia de calor por conveccién y Ty, es la temperatura

del ambiente.

Paula Alvarez Lépez
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1.1.2.- Problema de calculo del potencial eléctrico

Para calcular el potencial eléctrico V' en un dominio €2, de constante dieléctrica
relativa ¢, y densidad de carga volumétrica p, consideramos en primer lugar la conocida

descripcion del campo eléctrico F2 como el gradiente de un potencial:
E=-VV. (1.5)

Consideramos ademds la 2% Ecuacién de Maxwell (1.6) y la ecuacién constitutiva del

medio material (1.7):

VD = p, (1.6)

D =¢E, (1.7)

donde D es el campo densidad de flujo eléctrico y € = €, es el coeficiente dieléctrico

del medio.
Sustituyendo (1.5) en (1.7), obtenemos:
D =e(~VV) (1.8)

y sustituyendo nuevamente (1.8) en (1.6), obtenemos la EDP que gobierna el problema:

—V(eVV) =p. (1.9)

Las condiciones de frontera son fundamentalmente de dos tipos: imponer el potencial

(1.10) o la carga superficial en la frontera (1.11).
V =V, sobre I, (1.10)

n - (eVV) = gg sobre I'.

Esta condicién se escribe como:

0,V = 0o, (1.11)

Paula Alvarez Lépez
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1.1.3.- Modelo de elasticidad lineal en 3D

En esta subseccién introduciremos el modelo de elasticidad lineal en tres dimen-
siones. Este modelo describe las relaciones entre fuerzas, desplazamientos, tensiones y
deformaciones en un cuerpo elastico. Esta teoria es valida para materiales linealmente
elasticos, lo que implica que la relacién entre tensiones y deformaciones es lineal y que
ambas desaparecen cuando deja de aplicarse una fuerza externa. Esta relacién lineal
entre tensiones y deformaciones viene dada por (1.20). Ademads, el material ha de ser
homogéneo e isétropo, es decir, sus propiedades mecanicas son iguales en todas las

direcciones.

A continuacién presentamos las ecuaciones gobernantes en los problemas de elasti-

cidad lineal tal como se encuentran, por ejemplo, en [7, 17, 18].

1. Deformaciones

Denotando la deformacién como ¢;;, donde el subindice ¢ indica la direccién de
la deformacion y el subindice j indica la direccion del vector normal saliente a la

superficie sobre la que actia, se tiene para las deformaciones:

p

Exx = 8$U1
€yy = 8yuQ
Ezz = azuS

(1.12)
Epy = Eya = Oy + OzUs

Exz = Ezx = azul + aa:ufﬂ

| Eyz =€z = 0 us + Oyus,

donde uy, uy, ug son los desplazamientos en los ejes x, y, z, respectivamente.

2. Ecuaciones de equilibrio interno

Denotando las tensiones o;; de forma andloga a las deformaciones, tenemos las

ecuaciones de equilibrio interno:
8&00-:51’ + ayo-xy + azo-azz + X =0
Op0ye + 0y0yy + 0.0y +Y =0 (1.13)
aﬂco-zw + ayazy + azO'ZZ + 7 = O7

Paula Alvarez Lépez
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donde X,Y, Z representan fuerzas volumétricas en las direcciones x,y, z respec-

tivamente.

3. Ecuaciones de compatibilidad

Imponer la compatibilidad de tensiones y deformaciones es imponer la condi-
cién de no discontinuidad en el medio. Para que el estado de deformaciones ¢;;
sea compatible se deben cumplir seis condiciones necesarias y suficientes, que

relacionan desplazamientos con deformaciones:

8§yam + 8§x5yy = éﬁyemy (1.14)
ey + 0o e = 0 ey (1.15)
Doprs + 02600 = 02620 (1.16)
202,00 = O (Osey: + Oyfso + Do) (1.17)
2831,5% = 0y (0pey> + Oyeop + 0264y) (1.18)
28§y€zz = 0, (0y€y: + Oysz + 0.64y) - (1.19)

4. Leyes de comportamiento o ecuaciones constitutivas

Las ecuaciones constitutivas expresan la relacion entre tensiones y deformaciones,
suponiendo un material puramente elastico, y en ellas aparecen algunas de las

propiedades mecanicas méas relevantes de un material:

4
Egp = % (Opz — V(Oyy + 022)) + adT
ey = 5 (0yy — V(022 + 042)) + 0T
€1y = % (022 — V(0gg + 0yy)) + 6T (1.20
15 — Jzy —2(1+V)0' ‘ )
xy G E Juzy
Oz 2(14+v
). = T = 2
— Ozx __ 2(1+V)
Erx = q Tazx

Paula Alvarez Lépez
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donde F es el modulo de elasticidad o de Young del material, G = es el

_E
2(14v)
moédulo de cizalladura o de elasticidad transversal y v es el coeficiente de Poisson.
El término adT', donde « es el coeficiente de expansién térmicay 67 es el aumento
de temperatura experimentado por el sélido, representa la deformacion por efecto

térmico.

Nota 1.1 57 el medio continuo objeto de estudio fuera un fluido y no un sélido, también
ha de considerarse la ecuacion de continuitdad, que expresa la condicion de conservacion

de la masa. Para un fluido incompresible, se expresa como:
€zz + Eyy + €2 = 0. (1.21)

En el caso de los solidos la condicion de conservacion de la masa se recoge en las leyes

de comportamiento (1.20).

Utilizando (1.20) se puede eliminar ¢ de las ecuaciones, obteniendo el siguiente

sistema de 3 ecuaciones en derivadas parciales para el desplazamiento:
—puAu — (A4 p)graddivu = f en (1.22)

donde 2 es el cuerpo, A y p son los coeficientes de Lamé

Ev FE

AT oaow) Y P e

y f representa las fuerzas volumétricas.

Si llamamos I' a la frontera de €2, las condiciones de frontera seran del tipo

u; = w; sobre 'ty i =1:3,
3 .
Zj:l oij(u) - n; = g; sobre I'Yy,
donde T, UT%, =T para i = 1 : 3, w; son desplazamientos prescritos y g; son fuerzas

superficiales.

Estas son las llamadas ecuaciones de Lamé. Para la resolucion mediante el método
de elementos finitos se utiliza la formulacién débil del problema (cf. [7]). El modelo 3D
es dificil de resolver incluso con ordenadores potentes. Por ello, para algunos problemas

concretos se pueden derivar del modelo general modelos bidimensionales mas sencillos

Paula Alvarez Lépez
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y que dan aproximaciones de la solucién suficientemente precisas. Estos son los casos,

por ejemplo, del problema de la membrana, del problema de deformacién plana, del

problema de tensién plana o de una placa de Kirchhoff.

1.1.4.- Problema de deformacién plana

La deformacién plana es un estado de deformacién bidimensional de un sélido en el

que para una seccion del mismo en el plano x — y se cumplen las siguientes hipdtesis:

= ¢l desplazamiento en la direccién del eje z es nulo: w = 0,

= las dos caras del sélido no sufren desplazamientos segun z,

= las fuerzas interiores por unidad de volumen y las aplicadas en el contorno peri-

metral del sélido no dependen de la coordenada z,

» los desplazamientos u, v segtn las direcciones z,y son funciones solo de z, y.

Por las propias condiciones de deformacion plana en el plano x — y y considerando au-

sencia de fuerzas volumétricas, las ecuaciones de equilibrio interno ((1.13)) resultantes

SOOI

O0pOzz + Oy0zy =0

O0pOye + 0yoyy =0

azgzz = 07

De la definicién de las deformaciones (1.12), se tiene

€rz2 = Exz = Eyz = 0

y de las ecuaciones constitutivas (1.20):

Ozz = V(Uxx + Uyy);

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)
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suponiendo que no haya cambios de temperatura.

El método habitual de procedimiento es la introduccién de una funcién y, una de
las llamadas funciones de Airy, que satisfaga las ecuaciones (1.23) y (1.24):
(1.28)

_ 92 _ 92 _ 2
O-QSI - yyX7 Jyy - 81;3;)( ny - _axyX

Asi, de la ecuacién (1.27) se cumple:
0.. = VAY, (1.29)

mientras que las deformaciones no nulas se obtienen de las ecuaciones constitutivas

(1.20):
Eyy = % (aixX -V (ngx + VAX)) (1.30)
€my o _2(1"1‘1/) 82

Estas deformaciones satisfacen automéaticamente las ecuaciones de compatibilidad

(1.15)-(1.19). Para que se satisfaga (1.14), derivamos en (1.30)
( $zyyX + V(a;lymz + 8;1/?4?/)()))

OyyEra = % ( yyyyX
8a:x€yy - % ( crzz X ( yyza X + V(aixyyx + a;clxxzx))) (131)
amygz?;’ = _2( — aﬁmyy)@
y sustituyendo en (1.14), tenemos:
2(1+v)
4 4 4 2 4
OrzaaX + ayyyyx -V (28myy +rA X) - _Ta:c:cyyx’ (1.32)
que se reduce a:
(1.33)

A?y =0.
Las condiciones de frontera para la ecuacién del problema (1.33) pueden venir de es-

fuerzos o de desplazamientos impuestos.

1.1.5.- Problema de tension plana

La tension plana es un estado de deformacion bidimensional de un sélido en el que

para una seccién del mismo en el plano x — y, se cumplen las siguientes hipotesis
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» placa suficientemente delgada (h << L) que permite la aproximacién o,, = 0,, =

Oz = 07
= las dos caras del sélido se encuentran libres de fuerzas,

» las fuerzas interiores por unidad de volumen y las aplicadas en el contorno peri-

metral del so6lido no dependen de la coordenada z.

En ausencia de fuerzas volumétricas, las ecuaciones de equilibrio se reducen como en
el caso de deformacién plana a (1.23) y (1.24) y, por esto, introducimos de nuevo la

funcién x de Airy, como en (1.28).

De las ecuaciones constitutivas (1.20), €,, = €,, = 0 y en ausencia de cambios de
temperatura:
Eqz = %(am — Vo) = % (8§yx — V@%xx)

Eyy = %(Uyy — VOyy) = % (aixX - l/ajyX)

(1.34)
Ezz = _% (Umr + Uyy) = _%AX
Eay = 2(1;—V)0 _ _2(1;—1/) @iy 7

Anélogamente a como se hizo en el problema de deformacién plana, sustituiremos

con (1.34) en la ecuacién de compatibilidad (1.14) y obtenemos de nuevo:

para cualquier valor de v. Las restantes ecuaciones de compatibilidad (1.15)-(1.19) no
se satisfacen directamente como en el problema de deformacion plana, pero se puede
demostrar que se satisfacen si el espesor de la placa, h, es suficientemente pequeno. Las
condiciones de frontera para este problema son del mismo tipo (esfuerzos o desplaza-

mientos impuestos) que las de deformacién plana.

1.1.6.- Fluido ideal

El flujo de un fluido real se puede considerar ideal si se satisfacen las siguientes

hipdtesis:
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flujo laminar,

incompresible (p es constante),

Nno Viscoso,

isotrépico y homogéneo.

Si se cumplen estas hipotesis, podemos afirmar que el flujo de dicho fluido esta gober-
nado por fuerzas de presion e inercia. Para un fluido ideal bidimensional estacionario
en el plano = —y, las ecuaciones de equilibrio (1.13), en las que consideramos las fuerzas

volumétricas despreciables, son:

—0,p = p (01 0puy + usdyuy) (1.35)

—0yp = p (u10,u2 + u20yus) .
En estas ecuaciones p representa la presion, u, v son los desplazamientos segun los ejes

x,y respectivamente y p es la densidad del fluido.

La ecuacién de continuidad (1.21) para un fluido bidimensional se expresa como:

0;,;'&1 + 8yuQ = 0. (136)

Definiremos una funcién ¥ que satisfaga la continuidad:
Uy = 8y\I/, Uy = —ax\If (137)

Reescribiendo (1.35) como:

2 + 2
—0, (g it ; “2) = up (Dyur — Dytiz)

1.38)
u? + u’ (
—8y (2—9 -+ ! 2) = U1 (azUQ — 8yu1) s
p 2
se tiene que ambas solo se cumplen simultaneamente si:
ayul — &CuQ =0. (139)

Esta condicién no es otra que la de flujo irrotacional, consecuencia de la no viscosidad

del fluido. Considerando de nuevo la funciéon ¥, se puede expresar (1.39) como:

AU = 0. (1.40)
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Una vez se obtenga la funcion ¥, la distribucién de presiones se puede obtener de:

2 2
bt (1.41)

-4+ ——= = cte.
p—i— 5 cte
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1.2. UN PROBLEMA MODELO

Para describir el método de elementos finitos tomaremos un problema lineal y es-
tacionario, como los presentados en las secciones 1.1.1, 1.1.2 y 1.1.6 (véanse ecuaciones

(1.2), (1.9) v (1.41)). Todos ellos se pueden modelizar segin la ecuacién:
—Au+au= fen, u=0sobrel, (1.42)

donde a > 0, 2 es un dominio poligonal plano, I' es su frontera y f : 2 — R es una

funcion.
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1.3. FUNDAMENTOS MATEMATICOS DEL METODO DE
ELEMENTOS FINITOS

El objetivo de esta seccién es presentar la formulaciéon matematica del método de
los elementos finitos. Introduciremos los espacios de aproximacién, la formulaciéon débil
del problema y el método de aproximaciones de Ritz-Galerkin. Se presentara asimismo

un estudio del error, mediante el teorema basico de estudio del error a priori (Lema de

Cea).

1.3.1.- Marco funcional

Para exponer los fundamentos matematicos del método precisamos introducir pri-
mero una serie de espacios y subespacios, con sus respectivas normas, que apareceran
en la posterior explicacién. Las integrales que aparecen en este trabajo se tomaran
siempre en el sentido de Lebesgue y las derivadas en el sentido de las distribuciones.
No es el objeto de este Trabajo definir estos conceptos. Para una introduccion a la
integral de Lebesgue citaremos [15, Capitulo 6] y para una definicién de la derivada en

el sentido de las distribuciones, [3, Definition (1.2.4)].

Sea € C R? un conjunto abierto, acotado y de frontera I' suficientemente regular,
diremos que una propiedad P(x) se cumple en casi todo punto x € Q (c.t.p. x € Q) si
existe A C Q de medida nula (|A| = 0) de tal manera que P(z) se cumple Vz € Q\ A.
Por ejemplo, en el contexto de la integral de Lebesgue, dos funciones medibles se
consideran iguales si

u(z) = v(x) c.t.p. z € Q.
L>(Q) es el espacio de funciones esencialmente acotadas. Definimos el supremo esencial

de una funcion como

lu(z)| < K ct.pz € Q
K =ess supu <—

silu(z)| < MctpreQ=M>K.

Asi
L®(Q) ={u:Q— R:esssupu < +oo}.
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En L*>(Q) se define la norma
|| w|| Lo () = ess supu.
Con esta norma L*(£2) es un espacio de Banach.
Si denotamos 2 = QUT y
C(Q)={u:Q—R: ues continua en Q}

entonces para todo u € C'(2) se tiene que

[ull zoo) = max {u(z) : x € Q}

estd bien definido en virtud del Teorema de Weierstrass. Con esta norma, C'(£) es un

espacio normado de Banach. Ademas, trivialmente se tiene
C(Q) C L™() (1.43)
pero L=(Q) ¢ C(Q).
L?(92) es el espacio de (clases de) las funciones de cuadrado integrable:

LQ(Q):{U:Q—HR: /Q]u|2<oo}.

En L?(2) se puede definir el producto escalar:

(u,v) 12(0) :/uv.
Q

Con este producto, L*(2) es un espacio de Hilbert. Su norma asociada es:

1/2
HuHLz(Q) = (/ u2) .
Q

Siu € L>®(Q), por las propiedades de monotonia de la integral [8], se tiene que

Jul2agey = / W2 < / il = 1922 0y < +o0.

Luego
L>(Q) C L*(Q).
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Sin embargo, L*(Q) ¢ L>®(Q):
Ejemplo 1.1 Sea Q = B ((0,0),1) y sean (r,0) las coordenadas polares usuales. Sea
u(r) = r=/2.

Es claro que u ¢ L*(Q2) porque llm u( ) = +00 pero

27
||u||%2 /u —/ / 224rdh = 27

Luego u € L*(Q)

El espacio H'(Q), de la familia de espacios de Sobolev, comprende las funciones
que cumplen que, perteneciendo al espacio L?(f2), sus derivadas en el sentido de las

distribuciones, también pertenecen a L?*().
H' () ={ue L*Q): dyu, d,ue L*(Q)}.
En H(Q) se puede definir el producto escalar:

(u,v)Hl(Q):/uv+/VU-VU.
Q Q

Con este producto, H'(2) es un espacio de Hilbert. Su norma asociada es:

1/2
el = ( L+ |Vu|2) ,
Q Q

donde Vu - Vv = 0,,ud,,v + Op,udp,v y |Vul? = Vu - V.
Es claro que si u € H*(f2), entonces u € L*(Q). Luego
HY(Q) c L*(Q)
Al contrario esto es falso.

Ejemplo 1.2 Consideremos la misma funcién que en el Ejemplo 1.1. Aplicando la

regla de la cadena

Oyu = cos 00,u, Oyu = sin 0, u,

luego

[Vul* = |0,ul*.
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Con dyu = —1r=32 (9u)? = 1r=3.
Asi,
or 1 1
1 s T 1 s

/ |Vul? = / / r (—r3) drdf = —/ r2dr = —— (r’l)‘o =——(1—-00) =+

Q o Jo 4 2 Jo 2 2
luego,

HY(Q) ¢ L™(Q).

Tampoco hay relaciones de inclusién entre H'(2) y L>(£2) en dimensién mayor que 1:
Ejemplo 1.3 Sea Q= B ((0,0), 3). Sea
u(r) = log|logr|.
Como lim u(r) = 400, u ¢ L®(Q).
r—00
o p1/2
||u||%2(9) = / u? = / / rlog |log r|dr.
Q o Jo
Como lix%rlog |logr|dr = 0, la funcién f : [0, 3] — R dada como
r—

rlog|logr| sir>0
0 sir=20

fr) =
es continua y, por tanto, integrable. Luego
||U||%2(Q) < o0.

1 .
rlogr”

2w 1/2 1
/]Vu]QZ/ / r s—dr.
Q 0 0 7’210g r

Aplicando el cambio de variable t = logr: dt = %. Los nuevos limites de la integral

Por otro lado, 0,u =

sont=—ocoyt=—log2.

~log2 q 17 2 2 2
271'/ —dt =27 (—-) =T T
VR t_ log2 oo log2

Por lo tanto, u € H'(Q) y H(Q) ¢ L>®(Q).
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Ejemplo 1.4 Sea Q= (—1,1) x (0,1) y sea

( ) 0 siz<0
u(x,y) =
1 sixz>0.

Es claro que [Ju||z~() = 1, luego u € L>°(2). Sin embargo, la derivada 0, de u no es

siquiera una funcién. Se tiene que

axu(l', y) = 6{x=0}7
donde § denota la funcién delta de Dirac sobre la linea {z = 0} que actia como

1
/ / Sooyvlir, y)dady — / o0, y)dy
Q 0

Por tanto, L>(Q) ¢ H'(Q).

Del Ejemplo 1.3 se sigue claramente que
H'(Q) ¢ C(Q).

También se tiene

C(Q) ¢ H'(),

pero, hasta donde nosotros sabemos, no existe ningin ejemplo elemental de funcién

continua que no esté en H'(1).

Un subespacio del anterior es H}(€2), donde se encuentran las funciones que ademés

de pertenecer a H'(£2), cumplen que se anulan en la frontera.
HY(Q)={ve HY(Q) |v=0enT}.

En este caso, utilizaremos el abuso de notacién v = 0 para decir que la traza de v sobre

[ es 0. En H}(Q) se puede definir el producto escalar:

(u, ) aa ) = / Vu - V.
Q

Con este producto, Hj(f2) es un espacio de Hilbert. Su norma asociada es:

1/2
ol sy = ( / |Vu|2) .
Q
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En Hj(Q), las normas [|u| () v |[ullm) son equivalentes.

El espacio H?(Q) es el de las funciones que pertenecen a H'(Q) y ademds, sus
derivadas segundas en el sentido de las distribuciones también pertenecen a L*().

Definimos el producto escalar en H*(§2) como

(u, )2y = (U, v) g1(q) + / Dou = Dyv,
Q

donde Dsu denota la matriz Hessiana deuy A: B = 222 =1 ijbi j para cualquier par
de matrices A y B. Con este producto, H*(f) es un espacio de Hilbert y su norma
asociada es
1/2
lull gy = (1, ) 3 .
El espacio H?(2) sf es un subespacio de C(Q) y las funciones en H?(Q2) tienen

representante continuo.

1.3.2.- Formulacién débil y estudio de la ecuacion

Para poder aplicar el método de los elementos finitos es necesario someter la formu-
lacién del problema modelo (1.42) a ciertas transformaciones. Estas permitirdan plan-
tear el problema en la llamada formulacién débil. El punto de partida para obtener la

formulacién débil del problema es el Teorema de Green:

Teorema 1.2 Para todo u,v € H'(Q) tales que Au € L*(Q) se cumple

/Auv—l—/Vu Vv:/(ﬁnu)v.
Q 0 r

Si multiplicamos ambos miembros de la ecuacién (1.42) por una funcién test v €
H(9), tenemos:
~Auv +auww = fven Q, Yve H Q). (1.44)

Integrando a ambos lados de la ecuacion (1.44) y aplicando la férmula de Green (1.45)

obtenemos la llamada formulacién débil del problema.

/QVqu—l—/Qauv:/va, Yo € Hy(9). (1.45)
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Definicién 1.3 Diremos que u € H}(Q) es solucidn débil (o variacional) del problema

original (1.42) si es solucion de (1.45).

Teorema 1.4 Si f € L*(Q) y Q es convezo , entonces existe una tinica solucién débil

u de (1.42) y ademds u € H*(Q) N H(Q) y existe C > 0 que solo depende de Q tal que

lullz2(0) < C fllz2 ()

1.3.3.- Discretizacion

El siguiente paso es llevar a cabo la discretizacion del problema, tanto del espacio

de las funciones como del dominio y de la propia formulacion débil.

Consideramos Vj, o C Hg(2) un subespacio de dimensién finita Nj,. Aproximaremos

la solucién u de la ecuacién (1.42) mediante u;, € Vi 0, que es la solucién dnica de

/Vuthh+a/uhvh :/fvh Yoy, € Vh,()- (146)
Q Q Q

. . N,
Para resolver este problema construiremos una base de funciones {¢;};",. Como
cada v, € Vj,o se puede expresar de forma unica como combinacion lineal de la base

de V3,0 [9], resolver (1.46) es equivalente a resolver el sistema de N}, ecuaciones

/QVuhV@-—i-a/Quhgéi:/Qf@ Vi=1,...,N,. (1.47)

Anélogamente, podemos escribir de forma tnica u;, como combinacién lineal de los

elementos de la base: N
h
up = Zuj¢j' (148)
j=1

Sustituyendo (1.48) en (1.47) y teniendo en cuenta la linealidad de los operadores de

derivaciéon e integracion obtenemos que
Np,
Z(/ V@V(bl—l—a/(b]gm) U]:/f¢z Vizl,...,Nh. (149)
1 \Ja Q Q

Si definimos la matriz de rigidez

Kij - / VQ%V(@, Vi = ].,...7Nh,
Q
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la matriz de masa

M;; :/ngjgbi Vi=1,..., Ny,
y el vector

b; :/Qfgbi, Vi=1,..., Ny,

el sistema (1.49) se puede escribir de forma matricial como

Np,

Jj=1

donde ambas matrices M;; y K;; son simétricas y definidas positivas.

Para estimar el error que se comete al tomar u;, como solucion del problema, usa-

remos el Lema de Céa [3, Theorem (2.8.1)]:

Teorema 1.5 Sean u € H}(Q) la solucién del problema modelo y uy, € Vi la solucidn

aproximada, entonces
[ = un|| < Cinf {[lu — vnlljon € Vout,

donde C' > 0 denota una constante que depende de los datos del problema, pero no

depende ni de la solucion ni de h.

Este resultado proporciona una acotacién del error cometido al aproximar la solucién

exacta u por uy en términos del espacio Vj o, que se escogerd a continuacion.

1.3.4.- Una posible eleccién de V} : elemento P, de Lagrange.

Para definir un espacio de dimensién finita en el que poder aplicar el método des-
crito en la subseccién 1.3.3, comenzamos definiendo de forma informal el concepto de
triangulacién de un dominio poligonal ). Una triangulacién 7 de €2 es una subdivisién
del dominio en tridngulos que cubren todo € sin salirse y ademéas cumplen que la in-
terseccion de dos triangulos distintos es o bien vacia, o bien un vértice comun o bien
un lado completo comin. Para cada triangulo T" € 7, definimos hy como el didmetro
de la circunferencia circunscrita a 7' . Llamaremos h = max{hy : T € 7}. Normal-
mente, nos referiremos a este parametro como el tamano de la malla, y denotaremos

la triangulacion 7.

Paula Alvarez Lépez



(ﬁ,‘“j[ Jin  Escuela Politécnica de Ingenieria de Gijén Hoja 30 de 91

LY T

({%ﬁ Universidad de Oviedo

Una funcién afin de dos variables es una funcion del tipo:
p(x1,x9) = ap + a1x1 + asws. (1.51)

El conjunto de todas las funciones afines de dos variables definidas sobre un triangulo
T es Py(T).
Pl(T) = {CL(] + a1x1 + asxs | Qop, a1,09 € R} (152)

Definimos
Vi, = {Uh < C(Q) | Ufh‘K c ]Pl, VK € Th}.

Se tiene que V;, C H'(Q). V}, es un espacio de dimensién finita, cuya dimensién coincide

con el nimero de nodos de la malla y la denotaremos N.

Una funcién afin de dos variables se define completamente con tres valores, que
pueden ser los de los coeficientes ag,a; y as. Sin embargo, en el caso que nos ocupa,
resultara util definir la funcion con los valores que toma en los vértices de un triangulo.
Es resenable que el valor que la funciéon p tome en uno de los lados del triangulo
depende tnicamente de los valores que tome en los dos vértices de dicho lado. Puesto
que la funcién afin sera, por definicién, continua en este tridngulo, podemos deducir
que, si se divide (se malla) el dominio €2 en elementos triangulares de mode que unos
con otros tengan en comun un unico vértice o un lado completo, seré posible encontrar
una funcién que, definida a trozos para cada elemento del mallado, sea globalmente

continua.

Si asignamos valores tnicos a cada vértice de 73, existird una sola funcién u, €
Vi, que satisfaga dichos valores. Por esto, una funcién de Vj,, queda completamente
determinada por sus imégenes en los vértices de la triangulacion del dominio, que

llamaremos nodos.

Si tomamos como funcién ¢; aquella que asigna el valor 1 al nodo ¢ y 0 a todos los
demés:
1 sij=1
0 sij#i,

de la definicién de la funcién se tiene que el soporte de la funcién, el conjunto de puntos

¢i(p;) =

donde esta no se anula, serad el conjunto unién de tridngulos que tienen el vértice p; en

comun.
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Si evaluamos esta funcién en el nodo p;:
N
> un(p;)bi(pi)
j=1

el término ¢;(p;) tomard el valor 1 en el nodo ¢ = j y el valor 0 en los demds. Asi, se

anularan todos los términos del sumatorio excepto aquel para j = ¢ y se cumplird
N
> un(p)di(pi) = un(pi)-
j=1

Hemos demostrado que la funciéon u, = Zjvzl up(pj)¢; tiene los mismos valores en
los nodos que u,. Dado que una funcién de V), se define por completo mediante los
valores que toma en los nodos, y demostrada ademas su unicidad, la funcién que hemos
evaluado no es otra que uy,. Por tanto, se demuestra que las funciones {¢; : i = 1,..., N, }
forman una base de Vj. Ny, que es el nimero de vértices, es la dimension del espacio

Vh.

Una consecuencia remarcable es que, si escribimos la funcién u;, como una combi-

nacién lineal de la base en la forma
Np,
j=1

u; es no solo el coeficiente de uj;, para el término j-ésimo, sino también el valor de la

funcion en el nodo j.
Ahora definimos el subespacio de V},
Vio ={un € C(Q) | up|lx € Py, VK € 73, up, = 0 sobre I'}.

Se tiene que Vi o C Hg() y podemos aplicar el método de Ritz-Galerkin en este

espacio.

Sea B el subconjunto de {1, ..., N} correspondiente a los nodos frontera e I el sub-
conjunto de indices correspondientes a los nodos interiores. Podemos reescribir (1.53)

CcOo1mo

un =Y ud+ Yy ue;. (1.54)

jel jeB
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Puesto que en la definicién del problema imponiamos que la solucién u se anulase sobre
la frontera I, el término de los nodos frontera en (1.54) se anula. Asi, podemos escribir

up, como combinacion lineal de {¢;},.;.

El sistema de ecuaciones a resolver es:

> (K + aMij)u; = b, Vi€, (1.55)

jel
1.3.5.- Estimaciones del error

Para un tridngulo 7" definimos los siguientes parametros: hr = diam(T'), By es la
circunferencia inscrita en T, p; = diam(Br), h = méax{hr} y la familia de triangula-

ciones {7, }5>0, Suponemos:
1. h—0,

2. que el mallado es no degenerado: 3 o > 0, Z—; <o VT € 1,

3. dv >0, h <vpp. Este tipo de mallados se denominan cuasi uniformes.

Definimos el operador de interpolacion:
I, : H 2(9) -V,
u ~ Iu

yu(p;) = u(p;)

Si la familia {73, } es cuasi uniforme, existe C' > 0 independendiente de h y de u, de tal
manera que se cumple la siguiente desigualdad de interpolacion (véase, por ejemplo,
[3]):

|lu = pul g < Chl|u|| g2 Vu € H*(Q). (1.56)
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Aplicando el Lema de Céa y el Teorema 1.4 se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.6 Si u es la solucion de (1.42) y vy, es la solucion de (1.47) entonces

v — unllm1@) < Ch| fllz2@) (1.57)

e — unll 2@y < ORIl o (158)

Demostracion: (1.57) se sigue del Lema de Céa (Teorema 1.5), de la desigualdad de
interpolacién (1.56) y del Teorema 1.4.

(1.58) es consecuencia del lema de Aubin-Nitsche [3, Theorem (5.4.8)]. O

Ademas, para dominios suficientemente regulares y para dominios poligonales cuyos

angulos interiores sean menores o iguales que /2 se sabe que, si f € L>(Q)

lu = unl ey < CH?| log AP f o= (e (1.59)
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1.4. PROGRAMACION BASICA DEL METODO

En la implementacion préactica del método de los elementos finitos se siguen habi-
tualmente los siguientes pasos:

1. Descripcién de la geometria del problema.

2. Division en elementos finitos, o triangulacion.

3. Ensamblaje de las matrices de masa y rigidez, asi como del segundo miembro.

4. Resolucion del sistema lineal resultante.

5. Posproceso.

Consideremos la ecuacién (1.42). A continuacién se mostrara c6mo se resuelve este pro-

blema mediante el método de los elementos finitos, empleando diferentes herramientas.

a) Utilizando la intefaz gréfica de usuario (GUI) de la PDEtool de MATLAB, como se
hace muchos de los programas méas empleados en ingenieria (Fluent, Comsol, Ansys,

entre otros).

b) Utilizando los comandos de la PDEtool de MATLAB para tener més control sobre

el problema.

¢) Programando todo desde el inicio.

1.4.1.- Interfaz grafica de la PDEtool

Las figuras 1.1 y 1.2 muestran cémo se define el dominio () y la frontera de este

(T") en el modo gréfico de la PDEtool de MATLAB.

A continuacion se han de definir los parametros que definen la EDP que gobierna
el problema. En el caso que se muestra en la figura 1.3, la ecuacién, planteada segin

la notacién que venimos empleando, seria:

—Au=10en Q, u =0 sobre I'. (1.60)
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PDE Toolbox - [Untitled] =8 = |

File Edit Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help
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Set farmuls 5o

1 T T

094
08}
BTl
06}
05
04t
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Infor Click and drag st center to creste rectancle. | Exit ‘

Figura 1.1: Definicién del dominio en la interfaz grafica de la PDEtool

B POE Toolbox - [Untitled] =8 B |

File Edit Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help
O BO@ »|anboe A4 = | B A cenencscaur BB

Set formuls |2

Info:  Click to select boundaries. Double-click to open boundary condition dialog box |

Figura 1.2: Definicién de la frontera del dominio en la interfaz grafica de la PDEtool

El mallado de €2 es por defecto triangular y emplea un algoritmo de triangulaciéon
de Delaunay. En la figura 1.4 se muestra el mallado inicial que la PDEtool efectia al

ejecutar el comando initmesh.
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@ Eliptic c 1.0
() Parabolic a 0.0
) Hyperbolic f 10.0
() Eigenmodes 1.0

Figura 1.3: Definicién de los parametros de la ecuacion en la interfaz grafica de la

PDEtool
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Figura 1.4: Inicializacién automatica del mallado en la PDEtool

A continuacién se procede a resolver el problema, obteniendo la solucién mostrada

en la figura 1.5. Como se puede observar, esta solucién presenta limitaciones: no se

cumple la condiciéon impuesta de que la funcién solucién u se anule en la frontera I.

En realidad, MATLAB resuelve un problema penalizado. Este método se conoce como

“método de los muelles rigidos”.
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Figura 1.5: Solucién de la interfaz grafica de la PDEtool para (1.42)

1.4.2.- Uso programatico de la PDEtool

Resolveremos ahora el problema (1.42), con a = 0y f = 87 sen 2wz sen 27y,

programando sobre la PDEtool de MATLAB. El problema a resover sera:

—Au = 87% sen(27z)sen(27y) en Q, u = 0 sobre T (1.61)

1. Descripcion de la geometria del problema.

El vector gd describe el dominio tal y como se ha dibujado en la PDEtool (véase
figura 1.1), y se puede importar desde ella. La funcién decsg devuelve la geo-

metria descompuesta.

Cédigo 1: Descripcion de la geometria en modo programatico de la PDEtool

r

1 %l. Descripcidén de la geometria
2 gd=1[24011000111";

3 dl=decsg(gd);

2. Division en elementos finitos, o triangulacién.

Paula Alvarez Lépez



ant ]
A f ol Ind Escuela Politécnica de Ingenieria de Gijon :
i)\n(")“(:l(T\‘\N.r n”()”nnt! g J HOJa 38 de 91

({%ﬁ Universidad de Oviedo

Para la triangulacién del dominio emplearemos de nuevo el comando initmesh.
Ahora programaremos nosotros el nimero de refinamientos deseado. La familia
de mallas se obtiene a partir de una malla originada por refinamiento regular. El

refinamiento regular garantiza una malla cuasi uniforme.

Cédigo 2: Triangulacién del dominio y refinamientos sucesivos

1 %2. Divisidn en elementos finitos

2 diadic_ref=4;

3 [p,e,t] = initmesh(dl, "hmax',inf);
4 for j = l:diadic.ref

5 [p,e,t] = refinemesh(dl,p,e,t);
6 end

3. Ensamblaje de las matrices de masa y rigidez, asi como del segundo miembro; y

4. Resolucion del sistema lineal resultante.

Para el ensamblaje del problema utilizaremos el comando assempde, que es la
funcién basica de la PDEtool para la resolucion de problemas mediante el método
de los elementos finitos. Para usar esta funcion es necesario en primer lugar que
definamos la matriz b, que describe las condiciones de frontera. Ademas de las
condiciones de frontera, hay que proporcionar los parametros de la ecuacién y de

la geometria del problema.

Utilizaremos la funciéon assempde de dos formas diferentes. En la primera, opcion
A, (véase c6digo 3), la funcién genera y ensambla las matrices de masa y de
rigidez, asi como el segundo miembro, devolviendo la solucién u. Esta se obtiene

mediante eliminacion de las condiciones Dirichlet.

Por su parte, la opcién B (véase cddigo 4), assempde ensambla el problema em-
pleando el método de los muelles rigidos o de penalizacion, en el que la condicion

u = 0 sobre I' impuesta en (1.42) se convierte en €0,u +u = 0, con € ~ 107*Ah? .

Como variables de salida, devuelve A y F, donde A representa la suma M +aK y F

es el segundo miembro de la ecuacién. Asi, la solucién u_e se obtiene resolviendo
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el sistema lineal Axu_e = F.

Codigo 3: Ensamblaje y resolucion del problema mediante assempde: opcion A

1 %% 3. Ensamblaje de matrices de masa y rigidez; 4. Resolucidn
del sistema lineal

2 b=[1 11 111''0" '0" "1" '0'1]";

3 b = repmat(b,1,4);

4 SOPCION A

5 u = assempde (b,p,e,t, 1,0, 'myfun(x,y)");

Cédigo 4: Ensamblaje y resolucion del problema mediante assempde: opcion B

1 %0OPCION B
2 [A,Fl=assempde (b,p,e,t, 1,0, 'myfun(x,v)");

3 u.e=A\F;

5. Posproceso.

Las figuras 1.6 y 1.7 muestran respectivamente la solucion grafica del problema,
segin las opciones A y B de aplicacién de assempde. Aunque dificilmente se
aprecia en las figuras, en la opcién B las condiciones de frontera no se satisfacen

de forma exacta.

Cédigo 5: Posproceso del problema resuelto en modo programatico de la PDEtool

r

1 %5. Posproceso
2 figure (1)
3 pdesurf (p,t,u)
4 figure(2)

5 pdesurf (p,t,u-e)
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Figura 1.6: Solucién del problema segun el modo de procedimiento A, para el modo

programatico de la PDEtool
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Figura 1.7: Solucién del problema segin el modo de procedimiento B, para el modo

programatico de la PDEtool
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1.4.3.- Programacion propia

Ahora programaremos desde el inicio la solucién al problema modelo (1.42), con
a =0y f=8r% sen2rxsen2my, como se hizo en la subseccién anterior (1.62). El

problema a resover sera:

—Au = 87? sen(2nz)sen(2my) en Q, u = 0 sobre I, (1.62)

En primer lugar definiremos los datos del problema (cddigo 6). La funcién myfun

ha sido previamente definida en un archivo separado (véase c6digo 7).

Cédigo 6: Comienzo del programa: definicion de los datos del problema

N~

1 %% Script que resuelve el problema de Dirichlet en un cuadrado
2 a = 0; % Dato

3 f = @myfun; % Dato

Cédigo 7: Definicién de la funcion f

r

1 function z = myfun(x,Vy)

2 z=(8xpi. " 2)*sin(2+pi*x) .*xsin (2+pixy);

A continuacién programaremos la resolucién del problema siguiendo los pasos del

método descritos al comienzo de la presente seccion.

1. Descripcion de la geometria del problema y

2. Divisién en elementos finitos, o triangulacion.

La geometria del problema viene recogida en la funcién malla (n) (véase cddigo
9), que devuelve en una matriz p los nodos de un cuadrado cuyo lado se divide

n veces. La matriz t recoge la triangulacion de dicho cuadrado, agrupando los
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nodos definidos en p. El vector B devuelve los nodos del mallado pertenecientes a
la frontera del cuadrado. Por diferencia entre el conjunto de los indices de todos
los nodos y el de los nodos frontera, se obtiene el conjunto I, de los indices de

los nodos interiores.

Cédigo 8: Definicién de la geometria del problema y triangulacion

1 %% 1 y 2: Definicidén del dominio y mallado
2 % Particiones binarias

3 diadic_ref = 5;

4 % Subdivisiones de cada lado

5 n = 2 °diadic_ref;

6 [p,t,B] = malla(n);

7 nNod = length (p);

8 nEle = length(t);

9 I = setdiff(l:nNod,B); % Nodos interiores

Cédigo 9: Funcion malla (n)

1 function [p,t,Bl=malla(n)

N
o\

MALLA Triangulacidén elemental de un cuadrado

3 % [p,t,b] = MALLA (n) devuelve la matriz con las
coordenadas de los

4 % nodos p, y la matriz de conectividad de los elementos
triangulares t de

5 % una malla regular de un cuadrado donde cada lado se ha
dividido en n

6 % partes. Ademds devuelve un vector b con los indices de
los nodos

7% fronteras empezando en el origen y girando en sentido
contrario a las

8 % agujas del reloj.

9 m = n+l;

10 N =m"2;
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o\

11 Nodos

12 k = 1:N;

13 1 = mod(k—1,m);

114 j = floor ((k—1)/m);

15 p = [J;11/n;

o\

16 Elementos (triangulos)
17 k = 1:n"2;

mod (k—1,n) ;

.
I

18
19 = floor ((k—1)/n);
20 = Jsm+i+l;
21 Jxm+i+2;
22 = (J+1)+m+i+1;

23 = (J+1) »m+i+2;

+ O QO w P o u
I

24 = [[[A;C;B], [D;B;Cl]l;ones(1,2xn."2)1];
25 % Nodos frontera

26 B = [1, (l:n—=1)*m+1,n*m+(l:m), ((n—=1):—1:1)*m+m, m:—1:2];

3. Ensamblaje de las matrices de masa y rigidez, asi como del segundo miembro.

El ensamblaje de las matrices de masa y rigidez que se ha programado (véase
cédigo 10) no es éptimo, pero el objeto es llevar a la practica el procedimiento

tedrico descrito, por ejemplo, en [16].

Se han tenido en cuenta las condiciones de frontera, computando la matriz A

= K(I,I)+a*M(I,I) unicamente en los nodos interiores.

El célculo de las integrales necesarias para el computo del segundo miembro, se
ha hecho utilizando la formula de integracion numérica del baricentro (andloga a

la del punto medio en integrales unidimensionales).

Cédigo 10: Ensamblaje de matrices de masa y rigidez, y del segundo miembro

1 %% 3 Inicializamos las matrices de rigidez y de masa
= sparse (nNod, nNod) ;

= sparse (nNod, nNod) ;

@
(53 IR CA
I

zeros (nNod, 1) ;

5 % Integrales en el elemento de referencia
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YY)

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

% (pdgina 30 de anIntro2FEM.pdf)
% Para la matriz de masa
KO =1/24%[2 1 1; 1 2 1; 1 1 21;
% Para la matriz de rigidez
Kxixi=1/2x[1 -1 0; =1 1 0; 0 0 0];
Ketaeta=1/2%[1 0 —1; 0 0 0;—-1 0 171;
Kxieta = 1/2%[1 0 —1;—-1 0 1;0 0 01;
% Para la férmula de integracidn numérica del segundo miembro
quadNodes = [1/3 1/3 1/31"';
% Cada columna i de gquadNodes tiene las coordenadas
baricéntricas de cada uno
% de los nodos de integracidén en el tridngulo
quadWeights = [1];
% Cada fila i de quadWeights tiene el peso de integracidn de
cada uno
% de los 1 nodos descritos en las coloumnas de quadNodes
ej_Nodes = quadNodes;
% Cada elemento de fila j=1,2,3 y de columna i de ej_baric
tiene el valor
% de la funcidn de base e_j evaluada en el nodo de
integracidén i descrito
% en la columna i de gquadNodes
for T = 1:nEle
% Recorremos todos los elementos
% Estos son los numeros de los nodos que corresponden al
elemento K
J o= t(1:3,T);

estas las coordenadas de los vertices del elemento

o\
[

x = p(l,3);

y = p(2,7);

% Matriz del cambio de coordenadas al elemento de referencia
% (pagina 28 de anIntro2FEM.pdf)

BK = [x(2)—x(1),x(3)—x(1); ...

y(2)=y(1),y (3)=y (1) ];
detBK = det (BK) ;
% Actualizamos la matriz de masa
M(3,3) = M(3,]J) + detBKxKO;
% Calculo de CK (pag 30)

Paula Alvarez Lépez



n' {éﬁg\ﬂ Universidad de Oviedo

BA LA

nnﬁu“ug\ ; (})n(:snn“ Escuela Politécnica de Ingenieria de Gijon Hoja 45 de 91

39 iBK = BK\eye (2);

40 CK = 1BK*1iBK';

41 % Actualizamos la matriz de rigidez

42 K(3,3) = K(3,3) +

43 detBK«* (...

44 CK(1l,1)*Kxixi+CK (2, 2) xKetaeta+. ..

45 CK(1l,2)xKxieta+CK (2, 1) «Kxieta');

46 % Segundo miembro

47 % Calculo de los nodos de integracidén en el elemento
(baricentro)

48 bx = xxquadNodes;

49 by = yxquadNodes;

50 % Integramos 3 funciones a la vez e_jx*f

51 G = ej_Nodes.*repmat (f (bx,by),3,1);

52 F(J) = F(j) + GxgquadWeights+detBK/2;

53 end

[

54 % Tenemos en cuenta las condiciones de frontera

55 A = K(I,I)+axM(I,I);

4. Resolucion del sistema lineal resultante.

Para resolver el sistema lineal obtenido, hemos tenido en cuenta que la matriz
A presenta un ancho de banda de tamano m = n — 1. La figura 1.8 muestra el
aspecto de la matriz (los puntos coloreados muestran los elementos no nulos de la
misma), mientras que la figura 1.10 muestra en detalle cuantos nodos hay entre

un nodo y el mas alejado de entre los adyacentes.
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Figura 1.9: Justificacion intuitiva del ancho de banda de a

Para aprovechar la existencia del ancho de banda en A hemos empleado el método
de factorizacion de Cholesky, modificando la programacion llevada a cabo en la

asignatura de Métodos Numéricos [10]. Véanse cédigos 12, 13, 14.

Cédigo 11: Resolucion del sistema,

1 %% 4. Resolvemos el sistema

2 m = n—1; % Ancho de banda
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Figura 1.10: Detalle del ancho de banda de A

3 A = cholbanda (A, m);

4 ul=sust_progr_band(A,F(I),m);
5 ul=sust_regr_band(A',ul,m);

6 u =zeros (nNod,1);

7 u(l)=ul;

Cédigo 12: Factorizacion de Cholesky para tamano de banda m

1 function A = cholbanda (A, m)
2 % CHOLBANDA
3 [N,—]=size (A);

4 for k = 1:N

5 A(k,k) = sgrt(A(k,k)—A(k,1:k—=1)*xA(k,1:k—=1)");

6 for j = k+1l:min (k+m,N)

7 A(j, k) = (A(J,k)—A(k,1:k=1)*A(j,1:k=1)")/A(k,k);
8 end

9 end

10 A = tril(A);
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Cédigo 13: Sustitucion progresiva

1 function y = sust_progr_-band(L,F,m)
2 N=length (F);
3 y=zeros (N, 1);

4 for i=1:N

5 k=max (1, i—m) ;
6 y(1)=1/L(1i,1)*(F(i)—L(i,k:1—1)*y(k:i—-1));
7 end

Cédigo 14: Sustitucién regresiva

1 function u = sust_regr_band(R,y,m)
2 N=length (y);
3 u=zeros(N,1);

4 for i=N:—1:1

5 k=min (i+m, N) ;
6 u(i)=1/R(i,1)*(y(i)—R(i,1+1:k)*u(i+l:k));
7 end

5. Posproceso.

En el posproceso incluimos, ademas de la generaciéon de la grafica de la solucion
(véase figura 1.11), la precisién de esta mediante el calculo de errores. Puesto que
la solucién exacta es conocida (véase codigo 16), es posible calcular los errores
que se recogen en la tabla 1.1. Ademas, hemos calculado el orden de convergencia

experimental, que se define como

loge; —loge;

EOC = (1.63)

IOg hz — 10g hi+1

para comprobar los resultados de las estimaciones (1.57) — (1.59). Cabe destacar
que en el error en H'()) aparece un fendmeno de superconvergencia debido a la

especial estructura de la familia de mallas empleada.
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Figura 1.11: Funcién soluciéon u

Codigo 15: Generacién de la solucién grafica
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1 %% 5. Posproceso

2 %pintamos la solucidn

3 figure (1)

4 pdesurf (p,t,u)

5 %cdlculo de errores

6 %solucidn exacta

7 sol=u_sol(p(l,:),p(2,:))"';

8 error_L2=sqgrt ((u—sol) 'xMx (u—sol));
9 error_Hl=sqgrt ((u—sol) '*Kx (u—sol));

10 error_inf=norm(u—sol, inf);

Cédigo 16: Funcién solucién exacta de (1.42)

1 function z=u_sol (x,V)

2 z=sin (2*pi*x).*sin(2xpixy);
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#ref h nNod er? EOC
2 02500 25  1.48e — 001 =
3 01250 81 4.64e —002 1.6739
4 0.0625 289 1.26e —002 1.8816
5 0.0313 1089 3.22e — 003 1.9680

Tabla 1.1: Error y EOC para L*(Q)

#ref h nNod eyt EOC
2 0.2500 25  1.48e+ 000 -
3 0.1250 81  4.18¢ — 001 1.8210
4 0.0625 289 1.08¢— 001 1.9519
5 0.0313 1089 2.73e —002 1.9875

Tabla 1.2: Error y EOC para H'(Q)

#ref h nNod e EOC
2 0.2500 25  3.99¢ — 001 -
3 01250 81  1.02¢ — 001 1.9661
4 0.0625 289 2.63e— 002 1.9571
5 0.0313 1089 6.57¢ — 003 2.0008

Tabla 1.3: Error y EOC para L™(f2)
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2. Objetivos concretos y relaciéon

con el estado actual

El objetivo de este trabajo es el estudio de una placa de Kirchhoff simplemente
apoyada mediante el método de elementos finitos. El modelo matematico de una placa

de Kirchhoff simplemente apoyada viene dado por la siguiente ecuacion:
A*u=fenQ, u=0, Au=0sobre. (2.1)
La resolucién de (2.1) ha requerido histéricamente el uso de elementos finitos de gra-

do alto. Recientemente, en [5], se ha demostrado que (2.1) puede ser resuelta mediante

dos juegos de elementos P; de Lagrange en el contexto del problema del obstaculo.
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2.1. ESTUDIO DE UNA PLACA SIMPLEMENTE SOPOR-
TADA

A continuacion presentamos qué hipdtesis debe cumplir una placa de Kirchhoff,
c6mo se obtiene la ecuacién del problema (ecuacién (2.1)) y los diferentes casos que se

pueden encontrar para las condiciones de frontera en la placa.

2.1.1.- Definiciéon de una placa de Kirchhoff

Una placa de Kirchhoff cumple las siguientes hipétesis [18]:

1. El material de la placa es eldstico, homogéneo e isétropo. Se cumple la Ley de
Hooke.

2. La placa esta inicialmente plana.

3. El espesor de la placa t es menor que la menor de las otras dimensiones b:

1
10

1

> .
- 2000

>

SN o

4. Los puntos del plano medio solo se desplazan verticalmente (u; = us = 0), por
lo que la tinica componente no nula del vector desplazamiento es uz. De aqui en

adelante llamaremos u a este desplazamiento segin la direccién normal a la placa.
5. El desplazamiento u es menor que el espesor de la placa:

t
u < —.
5
6. Las secciones ortogonales al plano medio de la placa se mantienen planas y orto-

gonales después de la deformacion de la placa. Esto implica que las componentes

de la deformacioén €., .. y €., resulten despreciables.

7. La tension segun la direcciéon normal a la placa, o,,, es menor que las otras

componentes de la tension, o,, y 0y, ¥ se puede despreciar.
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Estas hipdtesis permiten la simplificacién de un problema en tres dimensiones a otro
bidimensional. Como se expone en la siguiente subseccion, estas hipétesis simplifican
considerablemente la obtencion de la ecuacién del desplazamiento vertical en placas.
La teoria de flexion en placas basada en estas hipdtesis se conoce como la Teoria de

Placas de Kirchhoff-Love.

2.1.2.- Ecuacion del desplazamiento vertical en placas de Kirchhoff

Teniendo en cuenta la hipdtesis 4 para una placa de Kirchhoff, las componentes de
la deformacion ¢, .. y €.. pueden considerarse nulas. Ademds, de la hipétesis 7 se
tiene que 0., = 0. Si consideramos esta informacion en las ecuaciones constitutivas de
la elasticidad lineal (1.20), que relacionan tensiones y deformaciones de un sélido, y

resolvemos para 0., 0y, y gy, Obtenemos:

E
Ogy = (51‘93 + ngy)

1—v?
Oyy = m(syy + vexx) (2.2)
E
T = T

Asimismo, se puede demostrar (véase Seccién 2.2 de Ventsel [18]) que las deforma-

ciones no nulas se pueden expresar como

Exz = Xz
E/‘yy —= ZXy (23)

Exy = 22Xay-

En (2.3), x» ¥ Xy representan la curvatura de flexién de la placa y x., es la curvatura

de torsion. Estas funciones de curvatura se definen de la siguiente manera:

Xy = —8§yu (2.4)
_ a2
Xzy = — 05, u.

La derivada segunda del desplazamiento vertical u define aproximadamente la curva-

tura de la seccién respecto del eje z.
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Si sustituimos en (2.2) las expresiones de las deformaciones en funcién de la curva-

tura (2.3), obtenemos:

Ez Ez
Ozx = 1— VQ(XSC + VXy) = _1 — 2 (aixu+ya§yu)
Ez
Ogx = m(Xy + VXZ‘) = _1 — 2 (ajyu’ + Vazmu) (25)
Ez Ez
T — Y = 82 .
“ 1+ VX 4 1+v ay

Definimos los momentos de flexiéon M,, M, y de torsién M, como:

MLE O-l'lf
h/2
M, = / oy | 2dz (2.6)
—h/2
y los esfuerzos cortantes @, y @, como:
h/2 o
Qy- ~h/2 | oy,

Nota 2.1 Ndtese que las relaciones (2.6) y (2.7) determinan las intensidades de mo-
mentos y esfuerzos cortantes: momentos por unidad de longitud y fuerza por unidad de

longitud respectivamente.

Si sustituimos las tensiones en (2.6) con las expresiones de (2.5) e integramos sobre
el espesor de la placa, obtenemos las expresiones de los momentos en funcién de las

curvaturas, y del desplazamiento u:

M, = D(xy + vx.) = —D(0;,u + v)07,u) (2.8)
My = Mye = D(1 = v)xey = —D(1 —v)9 u,
donde D es el coeficiente de rigidez a flexién de la placa que depende del espesor t de

la placa, del coeficiente de Poisson v y del médulo de elasticidad E del material y se

define:

Et
D= ) (2.9)
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Consideramos ahora un elemento diferencial de la placa dxdy, como el que se mues-
tra en la figura 2.1 (obtenida de [18]), sometido a una carga vertical distribuida p(z,y).
Planteamos para este elemento diferencial las ecuaciones de equilibrio de fuerzas segin
el eje z:

» F.=0,

0,Qdxdy + 0,Q,dxdy + pdxdy = 0,

las ecuaciones de equilibrio de momentos en el eje x:

ZMx:O,

O Myydxdy + 0y, M,dzdy — Q,dxdy = 0,

O0pxMyy + 0y M, — Q, = 0; (2.11)
y, analogamente, el equilibrio de momento en el eje y
OyMyy + 0, M, — Q, = 0. (2.12)

Nétese que hemos despreciado la aportacion de momentos de p(z,y) por resultar pe-

quena en comparacion con el resto de componentes.

De (2.11) y (2.12), observando que M,, = M,, en virtud de o,, = 0,,, obtenemos

las expresiones de los esfuerzos cortantes en funciéon de los momentos:

Qp = 0. M, + 0,M,,, Q, = 0,M, + 0,M,,. (2.13)

Sustituyendo en la ecuacién resultante del equilibrio de fuerzas en z (2.10), obtene-
mos:

02, M, + 202, My, + 07, M, = —p(x,y). (2.14)

Finalmente, sustituimos los momentos en (2.14) por las expresiones obtenidas en

(2.10) para obtener la ecuacién de gobierno del desplazamiento vertical en una placa
de Kirchhoft:

4 4 4 D
0, u-+ 20 u+8yyyyu—5,

TTTT TTYY

(2.15)
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Figura 2.1: Fuerzas y momentos sobre un elemento diferencial dzdy de la placa. Fuente:

Fig.2.4 de [1§]

que se puede escribir alternativamente como:

APy = (2.16)

b
D
2.1.3.- Condiciones de frontera

Existen tres tipos fundamentales de condiciones de frontera para una placa de

Kirchhoff:

1. Placa encastrada

Una placa esta encastrada si todos sus lados estan encastrados. Se dice que un
lado « = const. de una placa se encuentra encastrado o empotrado si no permite

el desplazamiento ni el giro de los puntos de la placa en dicho lado, esto es

u =0
o,u = 0.

(2.17)

2. Placa simplemente soportada
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Una placa se dice simplemente soportada si todos sus lados lo son. Un lado

y = const. simplemente soportado de una placa cumple:

U =0

(2.18)
M, = —D(vd2u+d;,u)=0.

Nétese que al ser u = 0 sobre el lado y = const., entonces 0,u = 0 sobre todo

el lado y = const. y, por tanto, d,,u = 0 también sobre y = const.. Podemos

reescribir
M, = —Ddiu+0u)=
= —D((v—-1)02u+d2u+0d2u) =
= —DAu.

Esto se puede generalizar a cualquier lado recto (no curvilineo) y las condiciones

de placa simplemente apoyada se escriben en poligonos como

u =0, Au =0 sobre I'.

3. Placa libre

Un lado y = const. de una placa se encuentra libre cuando no existe ninguna
tensién que actie sobre el mismo. Las condiciones a imponer son: M, = 0, ), =
0, M,, = 0. De estas condiciones, se puede demostrar (véase Capitulo 4 de [17])

que en y = const. ha de cumplirse:

2 2 _
Opyu + v0z,u =0

(2.19)
0y [02u+ (2—v)d2u] = 0
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2.2. ALGUNOS RESULTADOS EXISTENTES SOBRE ES-
TE PROBLEMA

Dauge et alii [6] probaron de forma rigurosa que el modelo de placa de Kirchhoff es
el modelo limite de las ecuaciones de Lamé cuando el grosor de la placa tiende hacia
cero y se cumplen las hipotesis de Kirchhoff para todos los tipos posibles de condiciones

de frontera.

La resolucién numérica de problemas donde aparece el bilaplaciano (problemas de
cuarto orden) es significativamente més complicada que la resolucién de problemas de
segundo orden. Esto es debido a que el espacio V}, de funciones continuas y lineales a
trozos no es un subespacio de H%(2). Encontramos una buena revisién de los métodos
usados tradicionalmente en Engel et alii. [11]. Recientemente Brenner et alii.[4] han
logrado demostrar resultados de convergencia para elementos cuadraticos de Lagrange
con penalizacion interior, pero, aunque las estimaciones del error parecen éptimas para
placas encastradas, no ocurre lo mismo para las condiciones de frontera estudiadas en
este trabajo. Este tipo de problemas también se puede resolver mediante los llamados
Elementos Finitos Mixtos, donde se aproximan a la vez la magnitud principal y otra

magnitud derivada de ella (véase Arnold [1]).
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3. Metodologia de trabajo

3.1. EQUIVALENCIA CON UN PROBLEMA DE CONTROL

La forma que vamos a aplicar es la siguiente: la solucién del problema es la funcién

que minimiza el funcional de energia asociado a la placa
1
Flu) = /Q (5 Dot Dy 4 v(Duidyn — (Degu)’) — fu), (3.1)

donde Dyu es la matriz Hessiana de uy A : B = Zij a;;b;; para cualquier par de
matrices A y B, v es el coeficiente de Poisson y f = 5. en f, p es la carga a la que
estd sometida la placa y D es el coeficiente de rigidez a flexién de la placa. (3.1) se
puede plantear alternativamente como:

1

F(u) = 5 /Q ((Au)2 —2(1-v) [Oixuajyu — (('ﬁyu)ﬂ — fu) ) (3.2)

Supondremos que la placa es poligonal y que f € L?*(2). Integrando y aplicando el

Teorema de Green se obtiene (véase Grisvard [13]) que
1
F(u) = /(—AuAu — fu),
Q 2
Si llamamos ¢ = —Au, y u4 a la solucién de la EDP
—Au, =qen, u=0sobrel, (3.3)

tenemos que minimizar
1
Ia) = [ (G = ) (3.4
Q
Este es un problema de control. La funcién ¢ se llama control, la funcién v, se llama

estado. El significado fisico de la funcién q es

con M = MTIMy (véase ecuacion 2.29 en [18]) y D el coeficiente de rigidez a flexion
(2.9). Como el control es una funcién definida en un conjunto abierto, es un problema
de control distribuido. Ademads, como la ecuacién que liga al control y al estado es lineal

y el funcional es cuadratico, es un problema de control distribuido lineal-cuadratico.
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3.2. RESULTADOS SOBRE EL PROBLEMA DE CONTROL

Para J : L*(2) - Ry ¢ ~ J(q), definimos el siguiente problema:
g = argmin J(q). (3.6)

La resolucién de (3.6) suele requerir métodos adecuados para problemas de optimi-
zacion. En nuestro caso, sin embargo, calcularemos y resolveremos directamente el

sistema de optimalidad asociado.

Se dice que el funcional .J es convexo si se cumple
J(eqr + (1 —e)q2) < cJ(q1) + (1 — ¢)J(g2) para todo ¢ € (0,1).

El funcional J dado en (3.4) es convexo.

La derivada primera de J(q) en la direccién w € L*(Q2) se define de la siguiente

manera:
J(q)w = lim (g +hw) - J(q)

h—0 w

(3.7)

Si J'(q) es lineal y continua, decimos que J es diferenciable en g.

Para que ¢ sea solucién de (3.6) es condicién necesaria que J'(g) = 0. Como ademés

J es convexo, entonces esta condicion es suficiente.

Si definimos el operador solucién S : L*(Q) — L?(2) que para cada ¢ asigna u,, se
tiene que

S(Qw=z24+= —Az=w,enQ yz=0enT.

Si ahora derivamos en (3.4) aplicando la regla de la cadena, obtenemos:

J(ghw = /Q qw - /Q i (3.8)

Definimos la funcién estado adjunto ¢ € H%(Q2), la tinica solucién de:
—Ap=—fenQ, p=0enT. (3.9)
Sustituyendo en (3.8) y aplicando la férmula de Green dos veces, obtenemos:

J'(q)w:/qw—/Agoz:/qw—l—/Vgon:/qw—/goAz. (3.10)
Q Q Q Q Q Q
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Como —Az = w en (), se tiene finalmente

Faw= [ @+ (3.11)

Para satisfacer la condicién de anulacion de la derivada primera, se tiene que cumplir

que ¢ = —¢ y, por tanto, que:

—Aqg = f en(,
qg = 0 sobrel.

(3.12)

Para resolver el problema, derivamos e igualamos a cero el funcional y obtenemos

el siguiente sistema acoplado de EDP:

—Auy=qen ), u,=0sobrel,
—Aqg= fen(), ¢q=0sobrel.

(3.13)

Discretizaremos este problema mediante elementos P; de Lagrange tanto para el
control como para el estado. Aunque nuestro método pueda encajar desde el punto
de vista tedrico como un método de elementos finitos mixtos (cf. op. cit. [1]), nues-
tra eleccion de elementos finitos es demasiado sencilla para satisfacer las condiciones

habituales de convergencia para este tipo de métodos.

Para resolver nuestro problema (3.13) obtendremos la formulacién débil del mismo
y discretizaremos mediante elementos P, de Lagrange tal y como se explicé en las

subsecciones 1.3.2 y 1.3.3. Siguiendo el procedimiento tedrico expuesto, tendremos:

/ Z%‘V%V@ - / ZQk¢j¢k = 0 Viel,
Qjer Q ker
N (3.14)

/qu’“w"w’f = —/QZf(pk)qubk Viel,

jel k=1
donde I son los nodos interiores y /N es el nimero de nodos total. En este caso hemos

hecho las integrales necesarias para el calculo de

/Q 76,

mediante la férmula analoga a la de los trapecios compuesta en R.
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Llamando M = M;j . y renombrando K = Kj;, M = My, (3.14) se escribe:
Ku — Mg =0

i (3.15)
Kq =MfFf.

Se puede plantear el sistema matricialmente como Az = b, donde

K 0 M
A= y L= ! ) b= f
-M K U 0

3.2.1.- Estimaciones del error

Teorema 3.1 Sea uy, la solucion aproximada de u en (3.13) y g5 la solucion aprozi-

mada de q en (3.13), se tiene que
lu = unllr20) + llg = gull2@) < Ch2,

donde C' denota una constante que solo depende de () y f.

Demostracion: Segun el Teorema 1.4 el error cometido al aproximar la solucion ¢

de la ecuacion (3.12) por g, es:
lg = anllr2@) < CR?|| fll12(0)-
Si para (3.13) definimos el estado intermedio
—Au" =g, en Q, u" =0 sobre T, (3.16)

se puede expresar el error de aproximacién de la soluciéon u por uy, como:

lu = unllz2@) < flu =" 20) + lu" — unll L2
Por diferencia entre las ecuaciones (3.13) y (3.16), se tiene:

~A(u—u")=q—q,en Q, u—u"=0sobreT. (3.17)
Asi, podemos sustituir en la expresion del error y obtenemos:

lu = unllrz@) < llu—u"{lrzg) + [[u" — unll2() <

IN

lu — u"|| g2) + CR?||qnll 20y <

IN

Cllg — qnllz20) + Ch* <

Ch* + Ch* = Ch*.

IA
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4. Trabajo realizado y resultados

obtenidos

4.1. RESOLUCION DEL PROBLEMA DE CONTROL

Resolver el problema de la placa de Kirchhoff es resolver el problema de control
equivalente. Para ello seguiremos los pasos del método de elementos finitos expuestos
en la seccion 1.4. Para definir el dominio, el mallado y el ensamblaje de las matrices de
masa y rigidez asociados a los elementos P; emplearemos los comandos de la PDEtool
tal y como se llevé a cabo en la subseccién 1.4.2. En cambio, para resolver el siste-
ma emplearemos nuestra propia programaciéon, como en 1.4.3, construyendo la matriz

adecuada para discretizar el sistema (3.4).

Cédigo 17: Resolucion del problema de control

~

1 %% Matlab's pdetool

2 %1l. Descripcidén de la geometria
33 gd=1024011000111";

4 dl=decsg(gd);

5 %2. Divisidén en elementos finitos

6 diadic_ref=8;

7 [p,e,t] = initmesh(dl, "hmax',inf);
g8 for j = l:diadic.ref

9 [p,e,t] = refinemesh(dl,p,e,t);
10 end

11 %3. Ensamblaje de las matrices M, K

12 [K,M] = assema(p,t,1,1,0);

13 %% 4. Planteamiento y resolucidén del sistema
14 nNod=length (p);

15 nodos frontera B e interiores I

16 B=e(l,find(e(7,:)==0));
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17 I=setdiff (1:nNod,B);

18 nInt=length(I);

19 %Definir segundo miembro

20 f=ones (nNod,1);

21 Mf=M(I, :)*f;

22 %Obtener matrices solo para nodos interiores
23 K=K(I,I);

24 M=M(I,I);

25 Ppcidn 1: Definir sistema Ax=Db
26 A=[K zeros (nInt);—M K];

27 b=[Mf; zeros(nInt,1)];

28 x=A\Db;

29 %efinir vectores u y g

30 u=zeros (nNod, 1) ;

31 g=zeros (nNod, 1) ;

32 g(I) = x(l:nInt);

33 Uu(I) = x(nInt+l:end);

34 %5. Posproceso

35 figure (1)

36 pdesurf (p,t,u)

El cédigo 17 muestra la resolucion del problema de control segtin el procedimiento
descrito en la seccion 3.2, planteando el sistema Ax = b. Sin embargo, en el caso
particular del problema que estamos estudiando, el funcional es lineal en el estado u vy,
en consecuencia, la componente (1,2) de la matriz por bloques A es nula. Si tenemos
en cuenta esta peculiaridad, el problema se puede resolver de una forma mas sencilla,

como se muestra en el codigo 18.

Nota 4.1 El vector £, que describe la carga a la que esta sometida la placa y el ma-
terial de la misma, es en este caso un vector de unos. En las subsecciones sucesivas
entraremos en mayor detalle sobre diferentes situaciones de carga y diferentes mate-

riales.
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Cédigo 18: Resolucién del problema de control teniendo en cuenta la linealidad del

funcional

~

1 %% 4. Planteamiento y resolucidn del sistema
2 nNod=length (p);

3 %nodos frontera B e interiores I

4 B=e(l,find(e(7,:)==0));

5 I=setdiff (1:nNod, B);

6 nInt=length(I);

7 %Definir segundo miembro

g8 f=ones (nNod,1);

9 Mf=M(I,:)x*f;

10 %Obtener matrices solo para nodos interiores
11 K=K(I,I);

12 M=M(I,I);

13 %Definir vectores u vy g

14 u=zeros (nNod, 1) ;

15 g=zeros (nNod, 1) ;

16 %Resolver para g

17 g=K\Mf;

18 %Resolver para u

19 u(I)=K\ (M*q);
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4.2. CONFIRMACION NUMERICA DE LOS RESULTADOS
TEORICOS

4.2.1.- Calculo del error para diferentes tamanos de malla

Para comprobar que las predicciones sobre el tamano del error hechas en la par-
te tedrica son correctas, resolveremos un problema con diferentes tamanos de malla.
Plantearemos un problema de solucién conocida, de tal modo que podamos calcular el

error cometido en cada iteracion.

Consideramos nuevamente un dominio €2 rectangular e iniciamos el mallado me-
diante initmesh. Ensamblamos las matrices de masa M y de rigidez K por medio de

assema. Estos pasos se muestran en el codigo 19.

Cédigo 19: Resolucion del desplazamiento de una placa simplemente soportada, con

solucién conocida. Pasos 1, 2y 3

r

1 %l. Descripcidn de la geometria

2 gd=1024011000111";

3 dl=decsg(gd);

4 h=1/40; % Espesor de la placa

5 %2. Divisidn en elementos finitos

6 diadic_ref=8;

7 [p,e,t] = initmesh(dl, "hmax',inf);
g8 for j = l:diadic._ref

9 [p,e,t] = refinemesh(dl,p,e,t);
10 end

11 %3. Ensamblaje de las matrices M, K

12 [K,M] = assema(p,t,1,1,0);

En este caso para la resolucion del problema proporcionamos las funciones f_test
y g.-test. Este paso se muestra en el cédigo 20. Los cédigos 21 y 22 recogen respecti-

vamente las funciones f_test, g_test.
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Cédigo 20: Resolucion del desplazamiento de una placa simplemente soportada, con

solucién conocida. Paso 4.

N

1 %% 4. Planteamiento y resolucidén del sistema
2 nNod=length (p);

3 %nodos frontera B e interiores I

4 B=e(l,find(e(7,:)==0));

5 I=setdiff (1:nNod, B);

6 nInt=length(I);

7 %% Definir segundo miembro

8 f = (ftest(p(l,:),p(2,:)))";
9 % Calculo de Mf

10 Mf=M(I, :)*£f;

11 ¥Obtener matrices solo para nodos interiores
12 KI=K(I,I);

13 MI=M(I,I);

14 $Definir vectores u y g

15 u=zeros (nNod, 1) ;

16 ag=(g-test(p(l,:),p(2,:)))";
17 a=q(I);

18 %Resolver para g

19 $q=K\Mf;

20 %Resolver para u

21 u(I)=KI\(MI*q);

Cédigo 21: Funcién f test que devuelve el bilaplaciano de la solucién exacta u del

problema

1 function z = f_test (x,Vy)

2 % f_test

3 % z = f_test (x,y) devuelve el bilaplaciano de la funcidn
4 % u = x."3%x(1—x)."3.xy. " 3.%(1-y)."3

o
o\

Esta funcidén cumple las condiciones frontera de placa simplemente
6 % apoyada.

7% (También cumple las de placa encastrada)
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8 z = X. 3.xy. " 2.%(x—=1.0)."3.x7.2el+...

9 X, 2.%y."3.%(y=1.0).73.x7.2el+...

10 X, 3.%(x=1.0)."3.x(y=1.0).72.%7.2el+...

11 V. 3.x(x=1.0).72.%(y—1.0)."3.x7.2el+...

12 X.*xy. 3.x(x.%2.0-2.0) .%(y—=1.0).73.x1.08e2+...

13 X.*xy. 3.x(y.*2.0-2.0) .x(x—=1.0)."3.x3.6el+...

14 X, 3%y x(x.%2.0=2.0) .x(y=1.0).73.x3.6el+...

15 X. " 3.%y.*x(y.*2.0—2.0) .x(x—1.0)."3.%x1.08e2+...

16 X.*xy. 2.%x(x=1.0).73.%(y=1.0).72.%x2.16e2+...

17 X, 2.%y.x(x=1.0).72.%(y=1.0).73.x2.16e2+. ..

18 X."3.0xy. 3.4 (x.%2.0-2.0) .x(y.*2.0—2.0) .x1.8el+...
19 X."2.%y. 3.4 (y.*x2.0—-2.0) .x(x—1.0).72.%1.08e2+...
20 X, 3.%y. 2.4 (x.%2.0-2.0) .x(y—1.0).72.%1.08e2+...
21 X."2.xy."2.%x(x=1.0) ."2.%(y=1.0).72.%6.48e2+. ..
22 X.xy.*(x—1.0)."3.%x(y=1.0)."73.%7.2el;

Cédigo 22: Funciéon g_test
1 function z = g.-test (x,V)

2z = X.*%y. 3.%x(x—1.0)."3.%(y=1.0)."3.%—6.0—...

3 X, 3.%y.x(x=1.0) .7 3.%(y=1.0).73.%6.0—. ..

4 . 3.xy. " 3.x(x.%2.0-2.0) .x(y—=1.0) ."3.%3.0—...
5 X, 3.%y. " 3.%(y.*2.0—2.0) .x(x—1.0).73.%3.0—...
6 X, 2.%y. " 3.%(x=1.0).72.%(y=1.0)."3.x1.8el—...
7 X, 3.%y. " 2.%(x=1.0) .7 3.x(y=1.0).72.x1.8el;

En el posproceso (cédigo 23) incluimos el calculo del error en L?(2). Para ello
tenemos que calcular primero la solucion exacta a partir de la funcién u_exacta, que

se muestra en el cédigo 24.

La tabla 4.1 muestra los errores obtenidos en cada iteracion para u y q respec-
tivamente. El orden de convergencia experimental (EOC), ecuacién (1.63), permite

comprobar que se cumplen los resultados de la estimacién del error (1.58).
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#ref nNod er2 . EOC, er2 q EOC,
1 9 5.394797e — 005 - 3.107403e — 003 —

2 25 1.008706e — 004 —0.903 2.367327e — 003 0.392
3 81  3.858218ec — 005 1.386 8.539404e — 004 1.471
4 289  1.085311e — 005 1.830 2.420995e¢ — 004 1.819
) 1089  2.798713e — 006  1.955 6.267852¢ — 005 1.950
6 4225 7.052052e — 007 1.989 1.581119e — 005 1.987
7 16641 1.766498e¢ — 007 1.997 3.961760e — 006 1.997
8 66049 4.418428e — 008 1.999 9.910019e — 007 1.999

Tabla 4.1: Error y EOC en L?(Q) para el desplazamiento vertical u y para el control ¢

en una placa simplemente soportada

Cédigo 23: Calculo del error, u_exacta

1 %5.Posproceso: errores

2 %cdlculo de solucidén exacta

3 sol=u_exacta(p(l,:),p(2,:))";

4 $cdlculo del error en L2

5 error_L2=sqrt ( (u—sol) '«Mx (u—sol));

Cédigo 24: Funcién solucién exacta del problema, u_exacta

r

1 function z = u_exacta(x,Vy)

2z = X."3.%(1l—x)."3.%xy. " 3.%(1-y)."3;

4.2.2.- Comparacién de resultados con la literatura

Para una placa de Kirchhoff de lado a simplemente apoyada de un material con

coeficiente de Poisson v = 0.3 se cumplen los siguientes resultados [17]:
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#ref nNod Q 15} o
1 9 19.531 4.063 0.781
2 25 33.468 4.570 1.025
3 81  38.687 4.731 1.119
4 289  40.129 4.774 1.148
5 1089 40.499 4.785 1.157
6 4225 40.592 4.788 1.159
7 16641 40.616 4.788 1.160
8 66049 40.622 4.789 1.160

Valor de referencia — 40.62 4.789 1.160

Tabla 4.2: Comparaciéon de coeficientes «, [ y a7 con un valor de referencia de la

literatura.

= sila placa estd sometida a una carga uniforme pg, el desplazamiento u en el punto

medio de la placa se puede definir segiin la expresion:

U= - 1074p_0a4

D

y los momentos de flexion, también en el punto medio, segin:

M, = M, = 3-10"?py.

= si la placa esta sometida a una carga puntual P en el punto medio, el desplaza-
miento u en dicho punto se define como sigue:

P 2
U= Q- 10’4%.

En la seccién 4.3.2 se explica con mayor detalle como se modelizan diferentes tipos de

cargas.

La tabla 4.2 recoge los valores de o, § y a; alcanzados por nuestro programa para
cada numero de refinamientos del mallado y se comparan con los valores de referencia,

alcanzados por Timoshenko (véase [17, Capitulo 5]) mediante el método de Navier.

Como se puede observar en la tabla, los resultados obtenidos a partir de 4 refina-

mientos no difieren significativamente de los valores de referencia y a medida que se
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refina el mallado, los valores convergen hacia los deseados.

Nota 4.2 Al modelizarse la carga puntual por medio de una funcion Delta de Dirac,

0o, la ecuacion a resolver es:

—Aq = 09 en Q,
q = 0 sobre T.

Independientemente de las condiciones de frontera, se tiene que st g = % log r, entonces

—Ag = §g en el sentido de las distribuciones, luego q = % logr+ h, con h una funcion

armonica (i.e. —Ah = 0), luego continua. Por tanto h'n%q(r) = +o00. Luego M, =
r—

M, = +o0 en el caso de carga puntual.
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4.3. APLICACIONES EN INGENIERIiA

4.3.1.- Consideracion de diferentes materiales

De (2.9) se tiene que la descripcién del material se recoge en el coeficiente de rigidez
a flexion de la placa D. Ademas, si se considera el propio peso de la placa, la densidad
del material aparecera en el vector p(x, y). Puesto que la funcién f del segundo miembro
depende de ambos p(z,y) y del coeficiente D, serd en el vector £ donde se incorporaran

las caracteristicas del material.

La tabla 4.3 muestra los valores de modulo de elasticidad E, el coeficiente de Poisson
v y la densidad de diferentes materiales. Para poder considerar estos datos, hemos
creado tantos ficheros como materiales, de manera que cuando los llamemos en el
programa principal podamos incorporar las constantes de cada material para calcular

el coeficiente D particular. El cédigo 25 muestra el fichero para el acero.

Material E(GPa) v  p(kg/m?)
Acero 210 0,3 7850
PMMA 3.3 0.45 1190
Hormigoén 25 0.2 2400
Aliimina 380 0.22 3700

Tabla 4.3: Propiedades de materiales, [2]

Codigo 25: Fichero que recoge las propiedades del acero

r

1 function [E,nu,rho] = acero

2 E = 210e+9; Mddulo de elasticidad en Pa
3 nu = 0.3; %Coeficiente de Poisson

4 rho = 7850; %Densidad en kg/m”3
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El codigo 26 muestra como seleccionar el material de trabajo. Ahora hemos tomado
como carga la distribuciéon uniforme sobre la placa de su propio peso, y hemos tenido
en cuenta en el vector £ las caracteristicas mecanicas del acero, mediante el coeficiente

D.

Cédigo 26: Resolucion del problema de control teniendo en cuenta las propiedades del

material

N~

1 %% 4. Planteamiento y resolucidén del sistema
2 nNod=length (p);

3 %nodos frontera B e interiores I
4 B=e(l,find(e(7,:)==0));

5 I=setdiff (1:nNod, B);

6 nInt=length(I);

7 %Seleccionar material

8 [E,nu,rho]l=acero;

9 D = Exh"3/(12x(1—nu”2));

10 %Definir segundo miembro

11 g=9,8;

12 f=—rhoxg+h/D;

13 Mf=M(I,:)*1f;

14 %Obtener matrices solo para nodos interiores
15 K=K (I,I);

16 M=M(I,I);

17 %Oefinir vectores u y g

18 u=zeros (nNod, 1) ;

19 g=zeros (nNod, 1) ;

20 %Resolver para g

21 g=K\Mf;

22 %Resolver para u

23 u(I)=K\ (M*xq);

Ejemplo 4.1 Comparacion del comportamiento de diversos materiales

A la vista de (2.16) cabe pensar que bajo su propio peso se comportard mejor la
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placa con mayor moédulo de elasticidad y menor densidad. También influye el valor
del coeficiente de Poisson v de cada material, pero podemos admitir que la diferencia
en este es menos significativa que en F y p. Asi, se puede definir el parametro \/%
como parametro de comportamiento del material para nuestro problema. Cuando el

parametro es maximo, se optimiza el comportamiento.

La figura 4.1, tomada de [2], muestra diferentes familias de materiales en un gréfico
E frente a p. A priori, los materiales que se encuentran en la zona superior deberian
presentar menores desplazamientos que aquellos en la zona inferior y, a su vez, los
materiales en la izquierda del grafico también deben presentar menores desplazamientos

que aquellos hacia la derecha.

1000

E Modulus-Density | 310% mis
=" Metals

100 5
. 10" m

-
o

Young's modulus, E (GPa)
‘ K'.L‘\g
[\ k.
,~ .
i S

-

o 10 mis
BOEE, et Polymers oy
0.1 / ] — J’fll....._.._
f " | Longitudinal
/ wave spaed |
oor B X Elastomers —_—
0.1 1 10 100

Density (Mg/m3)

Figura 4.1: Grafica E(GPa) frente a p(Mg/m?®) para diferentes familias materiales

Para comprobar que se cumple lo mostrado en la figura 4.1, hemos repetido el
célculo del desplazamiento (véase cddigo 26) para tres materiales de diferentes familias:

alimina (cerdmica técnica), PMMA (polimero) y hormigén (ceramica).

Las figuras 4.2-4.5 muestran cémo se deforma la placa en cada caso y la tabla
4.4 recoge los desplazamientos y el coeficiente de comportamiento. Efectivamente, se
cumple que el material con menor desplazamiento maximo es aquel de mayor coeficiente

de comportamiento (la alimina), y vice versa.
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Figura 4.3: Desplazamiento vertical de una placa de alimina sometida a su propio peso

Se pueden comprobar los resultados de la tabla 4.4 en la figura 4.6, de [2]. Los
materiales marcados en colores son los que hemos considerado en nuestro calculo. Las
rectas paralelas en linea discontinua son las rectas \/% = const.. Tal y como habiamos
previsto el material que muestra el mejor comportamiento se encuentra en una recta
\/% = const. superior. Se sitian en rectas inferiores el acero, el hormigén y el PMMA

respectivamente.
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Figura 4.5: Desplazamiento vertical de una placa de hormigén sometida a su propio

peso

4.3.2.- Consideracion de diferentes tipos de cargas

Como se vio en la seccién 2.1.2, la funcién p(x,y) describe el tipo de carga al que
la placa se encuentra sometida. En la ecuacién del desplazamiento vertical (2.16), la
funcién p(z,y) aparece en el segundo miembro, dividida por el coeficiente de rigidez a

flexion D.
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Material — [ufmax(m) \/§ (m/s)
Altmina 7.0820e — 006 1.0134e + 004
Acero 2.6000e — 005 5.1722¢ + 003

Hormigén 7.0441e — 005 3.2275e + 003
PMMA  2.1981e — 004 1.6653e + 003

Tabla 4.4: Desplazamiento maximo de la placa y coeficiente \/% para alimina, acero,

hormigén y PMMA.

000 4

s B

Young's modulus, £ (GPa)

Figura 4.6: Grafica E(GPa) frente a p(Mg/m?) para diferentes materiales

A continuacién presentamos diferentes tipos de cargas que se pueden considerar en

la resolucién de nuestro problema.

1. Placa sometida a su propio peso

Este caso ya ha sido considerado en la subseccion anterior, cuando en el ejemplo

4.1 se compardé el comportamiento de placas de diferentes materiales (figura 4.2).

El propio peso de la placa se modeliza como

p(z,y) = pgh, (4.1)

donde p es la densidad volumétrica del material en kg/m?3, g es la aceleracién de
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la gravedad en m/s? y h es el espesor de la placa en m. Asi, p(x,y) tiene unidades
de presiéon (N/m?).
El cédigo 26 muestra cémo hemos programado la resolucion del problema para

una placa sometida a su propio peso.

2. Carga puntual en un punto (a,b)

Una carga puntual en un punto (a,b) se modeliza matematicamente mediante

una funcion delta de Dirac, dg:
p(z,y) = d(ap) (4.2)

El cédigo 27 muestra cémo resolvemos en nuestro programa el desplazamiento
de una placa con una carga puntual en el punto medio. Nétese que, a diferencia
de la carga uniforme, la carga puntual se anade en el vector Mf una vez se ha

integrado.

Las figuras 4.7 y 4.8 muestran el desplazamiento vertical de una placa acero
sometida a su propio peso y a una carga puntual de 10°N en el punto medio de

la placa y en el punto (0.1,0.1) respectivamente.

Cédigo 27: Resolucion del problema de una placa sometida a su propio peso y a

una carga puntual en su punto medio

1 %% 4. Planteamiento y resolucidén del sistema
2 nNod=length (p);

3 %nodos frontera B e interiores I

4 B=e(l,find (e (7, :)==0));

5 I=setdiff (1:nNod,B);

6 nInt=length(I);

7 %% Definir segundo miembro: seleccionar carga
8 g=9.8;

9 % Descripicidn del material e inicializacidn
10 [E,nu, rho]l=acero;

11 D = Exh"3/(12x(1—nu”2));

12 f = zeros(nNod, 1);
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Figura 4.7: Placa de acero sometida a su propio peso y carga puntual de 10°N en

(0.5,0.5)

13 % Carga uniforme

14 f = f—rhoxg+h/D;

15 % Calculo de Mf

16 Mf=M (I, :)*f;

17 % Carga puntual P en (a,b)

18 a=20.5; b=20.5; P = 1leb;

19 [, k]l=min((p(l,I)—a). 2+ (p(2,I)=b)."2);
20 Mf (k) = Mf(k) — P/D;

21 %0Obtener matrices solo para nodos interiores
22 K=K (I, I);

23 M=M(I,I);

24 %efinir vectores u y g

25 u=zeros (nNod, 1) ;

26 g=zeros (nNod, 1) ;

27 %Resolver para g

25 g=K\Mf;

29 %Resolver para u

30 u(I)=K\ (M*xq);
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Figura 4.8: Placa de acero sometida a su propio peso y carga puntual de 10°N en

(0.1,0.1)

3. Carga hidrostatica

De la ecuacién fundamental de la hidrostatica:

(p1 — p2) = pg(z1 — 22), (4.3)

donde p; y py son las presiones en los puntos 1 y 2 respectivamente, p es la den-
sidad del agua, g es la aceleracién de la gravedad y z representa la profundidad,
se tiene que la presion ejercida sobre la superficie de una placa varia linealmente

con la profundidad. En el caso de una placa inclinada con pendiente s se escribe:

p(z,y) = pgs cos(arctan(s))z. (4.4)

El codigo 28 muestra el modo de resolver el problema de una carga hidrostatica
distribuida sobre una placa de acero inclinada con pendiente s = 1. El desplaza-

miento de la placa se muestra en la figura 4.9.
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Cédigo 28: Resolucion del problema de una placa sometida a su propio peso y a

una carga hidrostatica

1 %% 4. Planteamiento y resolucidén del sistema
2 nNod=length (p);

3 %nodos frontera B e interiores I

4 B=e(l,find(e(7,:)==0));

5 I=setdiff (1:nNod, B);

6 nInt=length(I);

7 %% Definir segundo miembro: seleccionar carga
8 g=9.8;

9 % Descripicidén del material e inicializacidn
10 [E,nu, rho]=acero;

1 D = Exh"3/(12x(1—nu”2));

12 f = zeros(nNod, 1);

13 % Carga uniforme

14 f = f—rhoxg+h/D;

15 % Carga hidrostdtica

16 rho_agua=1028.2;

17 d = rho_aguax*xg; s = 1;

18 f = f — dxs*p(l,:)"*cos(atan(s)) /D;

19 % Calculo de Mf

20 Mf=M (I, :)*f;

21 % Obtener matrices solo para nodos interiores
22 K=K(I,I);

23 M=M(I,I);

24 %efinir vectores u vy g

25 u=zeros (nNod, 1) ;

26 g=zeros (nNod, 1) ;

27 %Resolver para g

28 g=K\Mf;

29 %Resolver para u

30 u(I)=K\ (Mxq);

4. Carga uniforme en un parche

Se considera una carga uniforme @) distribuida sobre una seccién rectangular de

la placa. Para una carga distribuida sobre una seccién a X b centrada en un punto
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Figura 4.9: Placa de acero sometida a su propio peso y a carga hidrostatica

genérico de la placa (£, 1), se tiene:

Q si(¢-9<as<(E+Yym-H<y<n+d)

p:
0

en otro caso.

(4.5)

El codigo 29 muestra el modo de resolver el problema de una carga uniforme @) de

magnitud 0.1 M Pa distribuida sobre un parche de dimensiones (0.2 x 0.2) centrado

en la placa. La placa sometida a esta carga distribuida en un parche se muestra en la

figura 4.10.

Cédigo 29: Resolucion del problema de una placa sometida a su propio peso y a una

carga uniformemente distribuida en un parche

N

1 %% 4. Planteamiento y resolucidén del sistema

2 nNod=length (p);

3 %nodos frontera B e interiores I
4 B=e(l,find(e(7,:)==0));

5 I=setdiff (1:nNod, B);

6 nInt=length(I);

7 %% Definir segundo miembro:

8 g=9.8;

seleccionar carga
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Figura 4.10: Placa de acero sometida a su propio peso y a carga uniforme distribuida

en un parche

9 % Descripicidn del material e inicializacidn

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

[E,nu, rho]=acero;

D
£

Exh"3/(12% (1—nu"2));

zeros (nNod, 1) ;
% Carga uniforme

f = f—rhoxg*h/D;

% Carga uniforme en parche

a=0.4; b=0.4; Q=1le5;

[k]=find(p (2, :)>a&p (2, :)<b&p (1, :)>a&p (1, :

f(k)=£f (k)—Q/D;
% Calculo de Mf

Mf=M (I, :)*f;

Obtener matrices solo para nodos interiores

K=K (I, I);

M=M (I, I);

$Definir vectores u y g
u=zeros (nNod, 1) ;
g=zeros (nNod, 1) ;
%Resolver para g
g=K\Mf;

*Resolver para u

u(I)=K\(M*q);
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Ejemplo 4.2 Calcular, para una placa de acero sometida a su propio peso, cuél es el

espesor limite para el cual el modelo tiene validez.

La hipétesis 5 para placas de Kirchhoff (véase Seccién 2.1.1) establece que el modelo
es valido para desplazamientos pequenos respecto al espesor de la placa. Un valor
limite empirico comunmente aceptado es: u < t/5. La tabla 4.5 recoge la relacién é
para diferentes espesores de la placa, comenzando en t = 0.025m, que es el que venimos
empleando en nuestros célculos. Se observa en la tabla que el valor limite para el espesor
de una placa de acero se sitia entre 3.3 y 4.9mm. Procediendo del mismo modo, hemos

podido acotar el valor limite entre 4.3 y 4.4mm.

La tabla 4.6 recoge los valores limites del espesor para una placa en las mismas

condiciones que en el caso anterior, pero de diferentes materiales.

t(m) |z () 5

0.0250 2.592191e — 005 192.89
0.0167 5.832430e — 005 57.15
0.0111 1.312297e — 004 16.93
0.0074 2.952668¢ — 004  5.02
0.0049 6.643503e — 004  1.49
0.0033 1.494788e — 003  0.44

Tabla 4.5: Validez de la teoria de placas de Kirchhoff-Love para una placa de acero

sometida a su propio peso

Material — tj, (mm) |t max (m)

Acero 4.4 8.368386e — 004
Altimina 2.9 5.247251e — 004
Hormigén 6.1 1.179609e — 003
PMMA 8.8 1.768698¢ — 003

Tabla 4.6: Espesor limite de validez de la teoria de placas de Kirchhoff-Love para

diferentes materiales
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Figura 4.11: Placa de forma pentagonal

4.3.3.- Placas no rectangulares

En esta subseccién presentamos problemas de placas con formas no rectangulares
y cuya resolucion mediante el método tradicional de Navier no es trivial. Respecto
de la programacion presentada anteriormente, variard unicamente la definicion de la
geometria. Las figuras 4.11 y 4.12 y muestran las nuevas formas de la placa que conside-
raremos. Para los dos nuevos casos que contemplaremos, la descripcion de la geometria

en el vector gd se recoge en el cddigo 30. El espesor de la placa se mantiene constante.

Cédigo 30: Definicién de geometrias no rectangulares

~

1 %% Matlab's pdetool
2 %1l. Descripcidén de la geometria

3 gd=02401100011]'; %placa cuadrada

4 %9d = [26 011 -1-100011-1—-1]"'; %placa en forma de L
5 %gd = [2 5011 0.50000.511]"; %pentdgono

6 dl=decsqg(gd);
7 h=1/40; % Espesor de la placa

1. Placa en forma de “L”
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Figura 4.12: Placa en forma de “L”

Resolveremos una placa de acero en forma de “L” el problema de la placa sometida
a su propio peso y a una carga puntual de 10000 en (0.5,0.5). El resultado para

el desplazamiento vertical de la placa se muestra en la figura 4.13

2. Placa en forma de pentagono irregular

Resolveremos una placa de acero pentagonal el problema de la placa sometida
a su propio peso y a una carga puntual de 10000N en (0.5,0.5). El resultado se

muestra en la figura 4.14
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Figura 4.13: Placa de acero en forma de “L” sometida a su propio peso y a carga

puntual
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Figura 4.14: Placa de acero pentagonal sometida a su propio peso y a carga puntual
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5. Conclusiones y trabajos futuros

5.1. CONCLUSIONES FINALES

En este trabajo se ha descrito el Método de Elementos Finitos como método de

resolucién rigurosa de problemas de ingenieria.

Se ha descrito mateméaticamente la base del método, se han mostrado diferentes
maneras de llevarlo a la practica, dependiendo de cudles sean nuestras intenciones

(resolver un problema real tipo, investigar un problema nuevo o aprender los entresijos).

Ademas se han aprovechado avances recientes en Teoria de Control Optimo de Ecua-
ciones en Derivadas Parciales para proporcionar una resolucion novedosa del problema

de una placa simplemente soportada.
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5.2. PERSPECTIVAS DE TRABAJO

En un futuro, esperamos que este método pueda aplicarse, con ligeras variantes, a
placas encastradas. Sin embargo, por ahora, aunque se han conseguido algunos éxitos
en la practica, todavia no se ha podido demostrar tedéricamente la convergencia del

método para elementos P;.
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