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INFORMACION DEL ARTICULO RESUMEN
Historia del articulo: El vidrio y la cerdmica presentan un comportamiento fragil, lo que implica una gran dis-
Recibido el 24 de febrero de 2015 persién en los resultados de ensayos. Esta dispersion se debe principalmente a la inevitable
Aceptado el 15 de junio de 2015 presencia de microfisuras superficiales, defectos de borde o defectos internos, que deben
On-line el 3 de julio de 2015 tenerse en cuenta mediante criterios de fallo apropiados no deterministas, sino proba-
bilistas. Entre las distribuciones de probabilidad existentes, generalmente se utiliza la
Palabras clave: distribucién de Weibull bi o triparamétrica en el ajuste de resultados de resistencia de
Fractura materiales.
Modelizacién En primer lugar se realiza un amplio programa experimental utilizando probetas planas
Propiedades mecanicas de vidrio recocido de distintas dimensiones bajo flexién a 4 puntos y flexién con anillos con-
Programa experimental céntricos dobles. Seguidamente se presentan los modelos de elementos finitos realizados
Analisis probabilistico para cada tipo de ensayo, asi como el ajuste de los pardmetros de la funcién de distribucién

(fdd) triparamétrica de Weibull (\: localizacién; B: forma; 3: escala) para un criterio de fallo
determinado y el célculo de las dreas efectivas a partir de la fdd determinada.

Con todo ello, el trabajo pretende generalizar la utilizacién de la fdd triparamétrica de
Weibull en elementos de vidrio estructural con distribuciones de carga no descritas analiti-
camente, permitiendo aplicar el modelo probabilista propuesto a distribuciones generales
de solicitacién.
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licencia CC BY-NC-ND (http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

Probabilistic analysis of glass elements with three-parameter Weibull
distribution

ABSTRACT

Keywords: Glass and ceramics present a brittle behaviour so a large scatter in the test results is obtai-
Fracture ned. This dispersion is mainly due to the inevitable presence of micro-cracks on its surface,
Modelling edge defects or internal defects, which must be taken into account using an appropriate
Mechanical properties failure criteria non-deterministic but probabilistic. Among the existing probability distribu-
Experimental programme tions, the two or three parameter Weibull distribution is generally used in adjusting material
Probabilistic design resistance results, although the method of use thereof is not always correct.
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Firstly, in this work, the results of a large experimental programme using annealed glass
specimens of different dimensions based on four-point bending and coaxial double ring tests
was performed. Then, the finite element models made for each type of test, the adjustment
of the parameters of the three-parameter Weibull distribution function (cdf) (\: location, B:

shape, d: scale) for a certain failure criterion and the calculation of the effective areas from
the cumulative distribution function are presented.

Summarizing, this work aims to generalize the use of the three-parameter Weibull
function in structural glass elements with stress distributions not analytically described,

allowing to apply the probabilistic model proposed in general loading distributions.

© 2015 SECV. Published by Elsevier Espana, S.L.U. This is an open access article under
the CC BY-NC-ND license (http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

Introduccién

El uso de elementos estructurales de vidrio se ha incre-
mentado y diversificado en la industria de la construccion,
combinando los conceptos de sostenibilidad, funcionalidad
y estética con su empleo en cubiertas, fachadas e interio-
res.

En la actualidad, practicamente todos los edificios altos o
singulares cuentan con la presencia de vidrio en sus estruc-
turas. Sin embargo, hasta el momento no se cuenta con
una norma de calculo de vidrio estructural basada en cri-
terios probabilisticos o semiprobabilisticos, y la demanda
arquitecténica va muy por delante del dimensionamiento
que, en muchos casos, se fundamenta Unicamente en la
experiencia y en la aplicacién de reglas basicas empiri-
cas.

A pesar de los estudios realizados y de los avances alcan-
zados, persisten algunos puntos criticos que impiden un
conocimiento real del estado limite del vidrio bajo diferentes
tipos de solicitacién. Por ello resulta necesario el desarrollo
de una norma global de vidrio que, considerando sus carac-
teristicas especificas como material fragil con presencia de
defectos, permita su aplicacién en condiciones de seguridad
y fiabilidad similares a las de otros materiales estructura-
les convencionales, como el acero, el hormigén y la madera
[1-4].

Hasta ahora muchos autores y algunas normas tienden a
utilizar un ajuste estadistico de los resultados experimentales
poco riguroso y en ocasiones incorrecto. El fallo mas comun-
mente cometido es la realizacién del ajuste estadistico en base
a un valor maximo y local del criterio de fallo, obviando la
distribucién de dicho criterio de fallo en otras zonas del espé-
cimen ensayado. Esto, a efectos estadisticos, supone atribuir
ese valor maximo a toda la extensién estudiada, sin tener en
cuenta que pueden existir zonas con una probabilidad de fallo
mucho menor.

En este trabajo se aplica una metodologia probabilistica
general [5] que permite evaluar y comparar la caracteriza-
cién mecdnica de diferentes tipos de vidrio monolitico bajo
solicitacién de flexién a 4 puntos (4P) y de anillos con-
céntricos de pequena superficie de solicitacién, ajustando
los resultados experimentales a funciones de distribucién
(fdd) triparamétricas de Weibull e incluyendo el efecto de
escala a través de la consideracién del area efectiva de cada
ensayo.

Metodologia experimental

Materiales

En el programa experimental se utilizaron 30 probetas de
vidrio monolitico recocido por cada tipo de ensayo. Todas las
probetas se obtuvieron a partir de una misma placa matriz
fabricada por flotado, evitando asi posibles diferencias en la
composicién del vidrio que podrian implicar diferencias en su
comportamiento mecénico y dudas o errores en la interpreta-
cién de resultados.

Ensayos

Para la caracterizacién de la resistencia de los vidrios estu-
diados se realizaron ensayos de flexiéon a 4P y ensayos de
anillos concéntricos con pequeiia superficie de solicitacién
(CS). En ambos casos los ensayos se realizaron en control
de desplazamiento equivalente a una velocidad incremento
de tensién de 2MPa/s hasta la rotura, tal como indi-
can las normas UNE-EN_1288-3:2000 y UNE-EN_1288-5:2000
[6,7].

Los ensayos de flexién a 4P se llevaron a cabo en un
marco de ensayos con un servoactuador Series AH100/250
de Walter + Bai AG de 100kN de carga maxima y probetas de
1.100 mm de largo, 360 mm de ancho y 5 mm de espesor, mien-
tras que para los ensayos de anillos concéntricos se utilizé
una maquina MTS Bionix Uniaxial con una célula de carga
de 15kN y probetas cuadradas de 250 mm de lado y 5mm de
espesor.

La tabla 1 recoge las dimensiones caracteristicas de
los 2 tipos de ensayos realizados, siendo LO y L1 las
distancias entre apoyo y carga y entre cargas, respectiva-
mente, en el ensayo de flexién a 4P, y 11 y 1 los radios
de los anillos de carga y soporte, respectivamente, en el
ensayo de anillos concéntricos, tal como se indica en las
figuras 1y 2.

Tabla 1 - Dimensiones caracteristicas de los ensayos

Ensayo Dimensiones (mm)
4p Lo =400 L1 =200
CS r1=30 1, =80
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Figura 2 - Ensayo de anillos concéntricos con pequeiia
superficie de solicitacién.

Simulacién numeérica

En este trabajo se ha implementado para cada tipo de ensayo,
en el cddigo comercial de elementos finitos ABAQUS/Explicit
v6.12, un modelo numérico completo.

El vidrio ha sido mallado con elementos tipo SC8R (ele-
mentos hexaédricos con integracién reducida tipo Continuum
Shell). Imitando el proceder experimental, la carga se aplica
imponiendo un desplazamiento vertical a los rodillos o anillo
de carga. Este desplazamiento es el medido por la maquina de
ensayos desde el momento inicial hasta la rotura de la pro-
beta en cada uno de los ensayos realizados. De este modo,
se tiene una simulacién para cada probeta ensayada con su
consiguiente distribucién de tensiones, indispensable para el
andlisis probabilistico posterior.

Para la validacién del modelo numérico se hace una triple
comprobacién:

e Comparativa de la reaccién obtenida en el modelo de ele-
mentos finitos con la obtenida mediante la célula de carga
en cada ensayo.

e Comparativa del registro de deformaciones obtenido por
galgas extensiométricas en diferentes zonas de la probeta:
punto central, bordes libres y bajo los rodillos de carga para
flexién a 4P, y punto central y bajo el anillo de carga en el
caso de anillos concéntricos.

e Comparacién de la distribucién de desplazamientos obte-
nida en el modelo numérico con la obtenida mediante
videocorrelacién de imagenes digitales con el equipo ARA-
MIS5M de la firma GOM.

En la figura 3 se muestra la parte central de la placa en
flexién a 4P y la diferencia entre considerar un perfil de ten-
siones uniforme, con la tensién maxima calculada segin la
norma, y la distribucién real de tensiones, que ha sido obte-
nida mediante el método de elementos finitos y corroborada
de varias maneras. Como se puede observar, debido a las
dimensiones de la placa, se tienen mayores tensiones en los

G max [Pal

L [mm]

Figura 3 - Distribucién de tensiones en flexién a 4 puntos.

bordes ybajolosrodillos de carga que enla zona central, donde
la tensién cae por debajo incluso del valor analitico.

Modelo probabilistico

En la caracterizacién mecénica del vidrio la presencia de
defectos superficiales distribuidos aleatoriamente, tanto en
tamano como en orientacién, y la dispersién de resultados
caracteristica de los materiales cerdmicos obligan a recurrir a
métodos basados en criterios probabilisticos.

En 1939 Weibull [8] desarrolld una formulacién para
describir estadisticamente la rotura fragil en componentes
sometidos a tensiones uniaxiales de traccién. A partir de
entonces surgieron modelos para solicitacién multiaxial basa-
dos en la teoria del eslabén mas débil [9]. Entre ellos, los
mas utilizados internacionalmente son los de la tensién nor-
mal promediada [10], el principio de acciones independientes,
conocido como PIA, que fue propuesto por Barnett [11] en 1967
y Freudenthal [12] en 1968, el modelo de Batdorf de densidad
de defectos [13] y el modelo de resistencia multiaxial desarro-
llado por Evans en 1978 [14].

El modelo biparamétrico de Weibull ha sido aceptado tradi-
cionalmente en la literatura para componentes fragiles [15,16]
debido a que aporta resultados conservadores al suponer A =0.
Esto supone que para cualquier estado tensional, por muy
pequeno que sea, existe una probabilidad de fallo, mientras
que la inclusién de un factor de localizacién & # 0 implica la
definicién de un umbral por debajo del cual nunca se produci-
ria el fallo. La caracterizacién estadistica de la resistencia del
vidrio supone el ajuste indirecto del tamano de defectos exis-
tentes en la muestra. El valor del factor de localizacién esta
asignado al tamano méaximo de defecto existente en toda la
poblacién, con lo que la utilizacién de la funcién biparamé-
trica supone la aceptaciéon de un tamano infinito de defecto,
bajo el cual una solicitacién practicamente nula ocasiona el
fallo, 1o que no es conceptualmente aceptable. Por otra parte,
el modelo triparamétrico converge al modelo biparamétrico
automaticamente en el caso de que los resultados experimen-
tales comiencen para cargas muy pequenas. Estos hechos han
motivado especialmente la utilizacién del modelo triparamé-
trico de Weibull, en lugar del biparamétrico.
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La probabilidad de fallo de un area A, tensionada unia-
xial y uniformemente se expresa como funcién de distribucién
(fdd) triparamétrica de Weibull de valores minimos, segin la
ecuacion:

Pfa (0) =1—exp [(a;)\)ﬂ];azk (1)

donde \ y B son los parametros de localizacién y forma, res-
pectivamente, y dependen Ginicamente de las propiedades del
material y no de su geometria, mientras que el parametro de
escala d depende del drea de referencia considerado.

El problema subyacente en estas y muchas otras campanas
experimentales de vidrio es que no puede conseguirse que
sobre la totalidad del modelo exista una distribucién tensional
uniforme [17], por lo que la aplicacién del modelo de Weibull
directamente conduce a errores. Por este motivo, en el pre-
sente trabajo se ha utilizado una metodologia que permite
calcular para cada experimento un area efectiva que, some-
tida uniformemente a la maxima tensiéon principal alcanzada,
posee la misma probabilidad de fallo que la distribucién real
de tensiones.

El factor de escala nos permite hallar la probabilidad de
fallo para cualquier tamaifo de &rea, y por tanto la probabi-
lidad de fallo de cada celda (elemento finito) a una tensién
determinada mediante la ecuacién 2.

Aref o—I\"* .
7AA< 5 ) oz A @)

Bajo el supuesto de validez del principio del eslabén mas
débil y la independencia entre las distribuciones estadisticas
de las celdas, la probabilidad de fallo de toda la placa se deter-
mina por:

Praa, =1—exp

Pt placa (0)=1- HPS.AAI- (3)
i

donde Ps aa; =1~ Pf pa,-

Teniendo en cuenta la distribucién de las tensiones resis-
tentes obtenidas numéricamente para cada probeta, esta se
puede referir a un area efectiva, A¢, tal que, sometida a una
tension maxima constante (omax), presente la misma proba-
bilidad de rotura que la placa completa.

El 4rea efectiva puede ser calculada para modelos bipara-
métricos de Weibull segin Sung et al. [18]. Sin embargo, este
articulo propone la correccién para el mismo método y para
un modelo triparamétrico de Weibull, deduciendo asila expre-
sién [4] para calcular el A,f caracteristica de cada uno de los
ensayos.

B
Aef:/(W) dA )
A

donde oeq(x, y, Z) es la tensién equivalente obtenida del modelo
numérico en la simulacién del ensayo para cada uno de los
elementos de la placa, o* es una tensién de referencia, que
es la maxima obtenida durante el ensayo, y A es el area total

de la probeta.Por tanto, la probabilidad de fallo para un Agf
determinada es:

Sef

Vs
A
5ef = 5ref (AT::> (6)

Esto implica la introduccién de un nuevo concepto, el
area de referencia (Aef), que es el drea elegida para hacer la
representacion de la curva fdd ajustada de los datos experi-
mentales. Cabe destacar que este valor puede ser escogido
libremente, no siendo obligatorio, pero si aconsejable, tomar
un valor similar al tamano real de los especimenes ensayados.

Con este modelo probabilistico se comprueba la diferencia
entre un estudio analitico y un estudio por elementos finitos.
En el estudio analitico se considera un perfil de tensiones en
el que la tensién maxima es constante entre rodillos de carga
o en el area que se encuentra bajo el anillo de carga, para la
flexién a 4P y anillos concéntricos, respectivamente, mientras
que en el estudio por elementos finitos se obtiene una tensién
mas realista y, por lo tanto, no uniforme (ver fig. 3).

Por otra parte, con el fin de reducir el estado biaxial de ten-
siones del ensayo de anillos concéntricos a un estado uniaxial,
en este trabajo se optd por calcular la tensién equivalente pro-
puesta en el criterio PIA, oepia, en funcién de los valores no
negativos de las tensiones principales o1, o1, ¥ om, obtenidas
de los célculos de elementos finitos realizados en las probetas
tipo placa ensayadas, y el pardmetro de forma § de la fdd de
Weibull, como se indica a continuacién:

o—A /
PﬁAef(a)=1—exp —< ) ;0> (5)

)1/t5

—_
N
~

O¢ PIA = (U{g + aﬁ + aﬁl

Anailisis de resultados

Aplicando el modelo probabilistico propuesto a los 2 tipos de
ensayos realizados, la tabla 2 recoge los parametros de las
fdd de Weibull estimadas a partir del modelo de elementos
finitos y el modelo probabilistico desarrollado, considerando
un Agr de 50.000mm? y la tabla 3 considerando un A, de
100.000mm?. Se muestran los pardmetros obtenidos a partir
de los 30 ensayos de flexién a 4P, los 30 ensayos de anillos

Tabla 2 - Pardmetros de Weibull para A =50.000 mm?

Ensayo B \ (MPa) d (MPa)
4P 2,39 44,99 21,42
CS 1,94 34,43 17,56
CSpia 2,01 43,75 18,12
Tabla 3 - Pardmetros de Weibull para A .¢=100.000 mm?
Ensayo B \ (MPa) 3 (MPa)
4P 2,39 44,99 16,32
cs 1,94 34,43 12,45
CSpia 2,01 43,75 12,68
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Figura 4 - Resultados experimentales y predicciones de fallo. a) 4P; b) CS, CSpja.

concéntricos dobles con pequena superficie de solicitacién
(CS) y los ensayos de anillos concéntricos tras aplicar el
principio de acciones independientes, o PIA (CSpja).

Observando la tabla 2 comprobamos que los parametros de
forma (B) y delocalizacién (\) coinciden practicamente paralos
casos de flexién a 4P y CSpja, mientras que en el caso de anillos
concéntricos (CS), con el criterio de fallo de tensién méaxima,
\ difiere ligeramente. Asi mismo, el pardmetro de escala (3)
es practicamente igual para CS y CSpia y algo mayor para 4P;
esto indica que el criterio PIA da buenos resultados pero que
es mejorable.

Sicomparamos ambas tablas, vemos que al variar el area de
referencia la Unica diferencia reside en el pardmetro de escala
(8), demostrando asi el buen funcionamiento del modelo pro-
babilistico y la no influencia del A,.f escogido a la hora de
calcular B y \. La funcién de distribucién de Weibull (fdd) es
propiedad del material; por tanto, es independiente del tipo
de ensayo realizado, pero es importante utilizar un criterio de
fallo apropiado.

En la figura 4 se representan los resultados experimentales
obtenidos, a los cuales se les ha atribuido una probabilidad
de fallo en funcién del valor maximo de la tensién obte-
nido en cada uno de ellos, mediante el estimador de Bernard,
Ps=(i-0,3)/(N +0,4), siendo i el orden secuencial de falloy N el

80

g 10" . : . . ,
6 b =
E
£ ]
ol
<
2 b
o ‘ ; ; ‘ ‘
45 50 55 60 65 70 75
Gppay [MPa]

tamano de la muestra. Por otra parte, se muestran las curvas
de probabilidad de fallo estimadas para cada tipo de ensayo
en funcién de los pardmetros de Weibull expuestos en las
tablas 2 y 3, existiendo una buena correlacién entre las curvas
de prediccién y los resultados experimentales obtenidos. La
metodologia presentada permite comparar criterios de fallo
diferentes, para evaluar de este modo cudl es el méas pre-
ciso. Ademads, en la figura 4a) se muestran las predicciones
de fallo de los ensayos de flexién a 4P utilizando los ajustes
(pardametros de la funcién triparamétrica de Weibull) obteni-
dos para anillos concéntricos (CS) considerando el criterio de
tensién maxima y el criterio de PIA. Si se utiliza como crite-
rio la tensién méaxima, se obtienen funciones muy diferentes
entre flexién a 4P y anillos concéntricos, por lo que se demues-
tra que el criterio no es el adecuado. Por otro lado, el criterio
PIA ofrece una solucién mas ajustada.
Si se aplica el criterio PIA para flexién a 4P se obtendria la
misma curva fdd, lo que es debido a las caracteristicas propias
del ensayo y a que las tensiones oy; y o1 son casi despreciables

frente a o1.
En la figura 5 se observan las areas efectivas calculadas,

tanto por la ecuacién 4 como por el método iterativo del
modelo probabilistico, para cada tipo de ensayo y criterio de
fallo.

7000 ; ; : : :
6000 |-
,/'//v
5000 |- W
&
£
£E
% 4000 -
<
3000 - e Cs
+CSP\A
2000 1 1 1 I L
40 60 80 100 120 140 160
Gpmax [MPa]

Figura 5 - Areas efectivas para los ensayos de flexién a 4 puntos y de anillos concéntricos.
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Conclusiones

Del trabajo desarrollado se desprenden las siguientes conclu-
siones:

1. La metodologia desarrollada pretende una caracterizacién
probabilistica de vidrio monolitico estructural con inde-
pendencia del tipo de ensayo considerado.

2. Lallamada funcién de distribucién primaria triparamétrica
de Weibull, referida a un area de referencia, A, tensio-
nada uniaxialmente, junto con la aplicacién de un criterio
de fallo adecuado, permite determinar la probabilidad de
rotura de un elemento de vidrio sometido a una distribu-
cién general de tensiones.

3. Las funciones de distribucién de Weibull obtenidas
mediante el modelo probabilistico a partir de la dis-
tribucién de tensiones calculadas por elementos finitos
muestran una buena coincidencia.

4. No es correcto realizar un ajuste estadistico en base a
un valor maximo y local del criterio de fallo, obviando la
distribucién de dicho criterio de fallo en otras zonas del
espécimen ensayado. Esto, a efectos estadisticos, supone
atribuir ese valor maximo a toda el area estudiada, sin tener
en cuenta que pueden existir zonas con una probabilidad
de fallo mucho menor.

5. El principio de acciones independientes (PIA) aporta solu-
ciones sensiblemente mejores que el criterio de la tensién
maxima; sin embargo, se considera necesario continuar la
buisqueda de un criterio 6ptimo de rotura fragil bajo solici-
tacién biaxial que aporte mejores resultados.

Financiacién

Los autores agradecen la financiacién recibida de los Planes
Nacional y Regional de Investigacidn, a través de los proyec-
tos IB09-136, BIA2011-28959 y SV-PA-11-012, asi como la beca
FPI BES-2012-053159 concedida por el Ministerio de Economia
y Competitividad y la beca BP12042 concedida por el Gobierno
Regional del Principado de Asturias bajo el programa Predoc-
toral Severo Ochoa.

BIBLIOGRAFTA

[1] M.J. Lamela-Rey, A. Fernandez-Canteli, M.A. Garcia-Prieto, E.
Castillo-Ron, E. Sanz-Ablanedo, M. Garcia-Menéndez,
Probabilistic design model for glazing plates: A standard
proposal for building, Glass Performance Days (GPD) (2007)
581-583.

[2] M.C. Huerta, A. Pacios-Alvarez, M.J. Lamela-Rey, A.
Fernandez-Canteli, Influence of experimental test type on
the determination of probabilistic stress distribution, Glass
Performance Days (GPD) (2011) 371-377.

[3] M.J. Lamela, A. Fernandez-Canteli, C. Przybilla, M. Menéndez,
Contrast of a probabilistic design model for laminated glass

plates, Materials Science Forum 501-506 (2013) 730-732,
http://dx.doi.org/10.4028/www.scientific.net/MSF.730-732.501,
Trans Tech Publications Ltd (TTP).

M.C. Huerta, A. Pacios, A. German, M.J. Lamela, A. Fernandez

Canteli, F. Capel, Improving with FEM the glass fracture

stress obtained from coaxial double ring test, en: COST

Action TU0905 Mid-Term Conference on Structural Glass,

Croatia, 2013, pp. 189-196,

http://dx.doi.org/10.1201/b14563-28.

[5] M. Muniz-Calvente, A. Fernandez-Canteli, A. Ramos, V.

Shlyannikov, E. Castillo, Un modelo probabilistico general de

fractura extensible a diferentes criterios de fallo, Anales de

Mecanica de la Fractura 32 (2015) 316-321.

UNE-EN_1288-3:2000. Vidrio para la edificacién.

Determinacién de la resistencia a flexién. Parte 3: Ensayo

con probetas soportadas en dos puntos (flexién a cuatro

puntos), 2000.

UNE-EN_1288-5:2000. Vidrio para la edificacién.

Determinacién de la resistencia a flexién. Parte 5: Ensayos

con anillos concéntricos dobles sobre probetas planas, con

pequenas superficies de solicitacién, 2000.

W. Weibull, A statistical theory of the strength of materials,

Proceedings of the Royal Swedish Institute of Engineering

Research 151 (1939).

[9] S.B. Batdorf, H.L. Heinisch, Weakest link theory reformulated
for arbitrary fracture criterion, J. Am. Ceram. Soc. 61 (7-8)
(1978) 355-358,
http://dx.doi.org/10.1111/j.1151-2916.1978.tb09327..x.

[10] W. Weibull, The phenomenon of rupture in solids, Ing.
Vetenskaps Akad. Handlinger 153 (1939).

[11] Barnett R.L., Connors C.L., Hermann P.C., Wingfield J.R.
Fracture of Brittle Materials Under Transient Mechanical and
Thermal Loading, US Air Force Flight Dynamics Laboratory,
AFFDL-TR-66-220, 1967.

[12] A.M. Freudenthal, Statistical Approach to Brittle Fracture, en:
H. Liebowitz (Ed.), en: Fracture, vol. 2: An Advanced Treatises,
Mathematical Fundamentals, Academic Press, 1968,
pp. 1-30.

[13] S.B. Batdrof, J.G. Crose, A Statistical Theory for the Fracture
of Brittle Structures Subjected to Nonuniform Polyaxial
Stresses, J. Appl. Mech.-T ASME 41 (1974) 459-464,
http://dx.doi.org/10.1115/1.3423310.

[14] A.G. Evans, A general approach for the Statistical Analysis of
Multiaxial Fracture, J. Am. Ceram. Soc. 61 (7-8) (1978) 302-308,
http://dx.doi.org/10.1111/j.1151-2916.1978.tb09314 X.

[15] C. Lu, R. Danzer, ED. Fischer, Fracture Statistics of Brittle
Materials: Weibull or Normal Distribution, Phys. Rev. E 65 (6)
(2002), http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.65.067102.

[16] R. Bermejo, P. Supancic, R. Danzer, Influence of
measurement uncertainties on the determination of the
Weibull distribution, J. Am. Ceram. Soc. 32 (2) (2012) 251-255,
http://dx.doi.org/10.1016/j.jeurceramsoc.2011.09.008.

[17] C. Przybilla, A. Fernandez Canteli, E. Castillo, Deriving the
primary cumulative distribution function of fracture stress
for brittle materials from 3- and 4- point bending tests, J. Eur.
Ceram. Soc. 31 (4) (2010) 451460,
http://dx.doi.org/10.1016/j.jeurceramsoc.2010.11.007.

[18] Choi S.R., Powers L.M., Nemeth N.N. Slow crack growth
behavior and life/reliability analysis of 96 wt % alumina at
ambient temperature with various specimen/loading
configurations, Vol. 210206, NASA Technical Memorandum,
2000.

4

6

[7

8


http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0100
dx.doi.org/10.4028/www.scientific.net/MSF.730-732.501
dx.doi.org/10.1201/b14563-28
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0130
dx.doi.org/10.1111/j.1151-2916.1978.tb09327.x
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0140
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0366-3175(15)00057-6/sbref0150
dx.doi.org/10.1115/1.3423310
dx.doi.org/10.1111/j.1151-2916.1978.tb09314.x
dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.65.067102
dx.doi.org/10.1016/j.jeurceramsoc.2011.09.008
dx.doi.org/10.1016/j.jeurceramsoc.2010.11.007

	Análisis probabilístico de elementos de vidrio recocido mediante una distribución triparamétrica Weibull
	Introducción
	Metodología experimental
	Materiales
	Ensayos

	Simulación numérica
	Modelo probabilístico
	Análisis de resultados
	Conclusiones
	Financiación
	Bibliografía


