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INYPOBIAGION FCOMORVARIABIENENDOGENA
MODEIOS CRECIMIENTOBECONOMIGOE
MODEL SOLOW

0. INTRODUCCION

Desde un punto de vista tecrico, un supuesto habitual de ios modelos de
crecimiento econémico, ya sean de inspiracién neoclasica 6 keynesiana, es el
considerar la oferta de mano de obra, variable fuerza de trabajo, como una
variable exégena al modelo.

Sin embargo, este supuesto no siempre es cierto en el mundo real, y
ademés aunque en algunos casos la poblacién activa crezca a una tasa casi
constante, no puede considerarse como suficientemente explicativa de la
evolucién del empieo en un proceso de crecimiento econémico. Por ello,
trataremos de acercarnos algo més a la realidad, en el sentido de considerar la
poblacién como una variable endégena de los modelos de crecimiento, es decir,
una variable que se determina dentro del sistema. Para ello utilizaremos el
modelo neoclésico con un sector e introduciremos diversas hipétesis en relacién
al comportamiento pobiacional.



Desde un punto de vista matematico el problema consiste en estudiar,
Unicamente, el comportamiento de la solucién particular de la ecuacién
diferencial,

k'=sf(k) -gk)k
dadas las condiciones iniciales, donde,

k = relacion capital/trabajo
f(k) = funcién de produccién
s= propensién marginal al ahorro

g(k) = tasa de crecimiento relativa de la fuerza de trabajo
Como problema estrictamente matematico su estudio no presenta un interés
especial. Pero sin embargo, para justificar las simplificaciones econémicas
hechas al obtener dicha ecuacién. es preciso considerar aspectos como:

(i) Las condiciones de produccidn. |

(i) La determinacion de la tasa de crecimiento de la poblacién y
participacién de la fuerza de trabajo.

(i) El ajuste del ahoro y la inversién determinados en forma
independiente.

Asi pues, aunque resulte relativamente sencillo el formular de manera
mecénica el llamado modelo de crecimiento de un sector, es preciso no olvidar
los problemas econémicos reales que se plantean en relacién con cada funcién
que aparece en el mismo. '

1. MODELO DE SOLOW

La mayoria de los modelos de crecimiento que predominan en la teorfa
macroecondémica actual son adiciones y generalizaciones de los trabajos
realizados por Solow() y Swan® en el afio 1956. Aunque los articulos de
Harrod y Domar hablfan reavivado el interés por los problemas del crecimiento y
de la acumulacién a largo plazo, el llamado enfoque "neocléasico” del anélisis del
crecimiento econémico ha atraido un interés profesional de tal forma que se
puede afirmar que representa el método dominante de la economia del



crecimiento. Teniendo por origen una critica a los trabajos de Harrod y Domar,
los articulos realizados por Solow y Swan han preparado el tetreno para toda
una época de modelos de crecimiento.

Nuestro trabajo se basard, fundamentalmente, en el modelo desarrollado
por R. Solow, considerado como la respuesta del pensamiento ortodoxo a los
modelos de Harrod y Domar, debido, entre otras, a las razones que se sefalan
seguidamente.

El articulo de Solow aparecié con anterioridad y ofrecia, ademés, un
alcance mas amplio y general que el de Swan que utilizaba supuestos mas
restrictivos. Sin embargo, se puede afirmar que los dos modelos son
aproximadamente paralelos.

Uno de los atractivos bésicos del enfoque neoclasico del crecimiento es
que puede ser planteado de forma simple y clara por medio de un sistema de
ecuaciones y, ademés, permite la obtencién, sin mayores dificultades, de una
serie de conclusiones que parecen inequivocas. El modelo se adapta facilmente
a diferentes supuestos. Obviamente, los modelos econémicos avanzados no son
tan sencillos como aqul se sugiere, aunque existe una especie de ley de
Gresham por la cual las teorias simples reciben mas atencién que las dificiles.

Solow ha construido un modelo del que surge una ecuacién diferencial
que puede ser resuelta por distintas técnicas, su principal utilidad reside,
precisamente, en la adaptabilidad a los estudios empiricos. |

El modelo construido por Solow ha tenido un impacto decisivo dentro del
Anélisis Econémico. Al principio el modelo se utilizo, tnicamente, como un
instrumento de andlisis del proceso de crecimiento y, posteriormente, se
generalizé en diversas direcciones. El modelo ha sido el lazo de unién de las
conexiones de los llamados modelos numéricos en el anélisis general de
equilibrios. No obstante, el modelo de crecimiento de Solow constituye, ante
todo, un cuadro en el que puede ser organizada la Teorfa macroecondmica
moderna.

La teoria de Solow fue expuesta, como se ha sefialado més amiba, en
parte, en el articulo publicado en el afio 1956 y en un trabajo publicado en 1960



sobre inversiones y proyectos técnicos, en los que estdn contenidos los
fundamentos de lo que més tarde devino en el crecimiento econémico. A partir
de su andlisis, se pudo evaluar la funcién de produccién y establecer la relacién
matematica entre ésta, por un lado, y los factores de produccién, por ofro.

La ecuacién fundamental del modelo,

k'=sf(k)- gk (1)
es una ecuacién diferencial que determina la irayectoria que debe sequir la
relacién capital/trabajo, k, y permite conocer todas las variables del sistema,
esto es, salarios, renta, ahoro y consumo simultdneamente a partir de los
valores conocidos del stock de capital, K y del volumen de la fuerza de trabajo, L.

El segundo miembro de la ecuacién (1) expresa el superavit por trabajador
disponible, una vez que ha sido equipada toda la nueva mano de obra al nivel
existente; por lo tanto, dicha ecuacién nos dice que todo el ahorro generado en

el sistema tiene que ser absorbido de alguna forma, la relacion capital/trabajo,
k, debe crecer a una tasa proporcional al superdvit por trabajador disponible
después de hacer la dotacién para equipar la nueva mano de obra.

. Qué implica esto sobre el desarrolio a lo largo del tiempo de la relacién

capital /trabajo? La respuesta a esta pregunta dependera, Unicamente, de la
naturaleza de la funcién,

$(k) =sf(k)- gk (2)
y el valor inicial, k,, de la relacién capital/ trabajo.

» Koo

El contenido del modelo se resume en un proceso de convergencia
continua de la relacién capital/ rabjo, desde cualquier valor inicial positivo a un
unioco nivel de equilibrio. Y, por lo tanto, la economia evoluciona hacia una
frayectaria de crecimiento balanceado de equilibrio a lo largo de la cual el stock
de capital, la fuerza de trabajo y la produccién crecen al mismo ritmo. Ademés, la
tasa segun la cual el economia se expansiona a lo largo de la trayectoria de
crecimiento balanceado coincide con la tasa de crecimiento de la mano de obra
y es independiente de los habitos en relacién con el ahorro.



2 MODIFICACIONES EN LA ESPECIFICACION DEL CRECIMIENTO
DE LA MANO DE OBRA

Dado el funcionamiento del modelo de Solow, cualquier dificuitad que se
plantee deberd provenir del fallo en el cumplimiento de alguno de los supuestos
en que se fundamenta. Nuestro objetivo consiste en alterar el supuesto relativo
al crecimiento de la variable fuerza de trabajo y estudiar el funcionamiento del
modelo que nos ocupa.

La fuerza de trabajo puede determinarse de forma endégena porque la
poblacién ¢ la tasa de crecimiento g lo sea. De acuerdo con esta linea de

pensamiento, cuando la relacién capital/trabajo, k, y por lo tanto el salario w(k),
es baja, la poblacién puede que sea incapaz de mantenerse a si misma, y la
tasa de crecimiento del trabajo seria negativa. Con tasas de salarios més altas,
el crecimiento de la poblacién y de la fuerza de trabajo serfa positivo hasta que
la tasa de salario alcance un nivel tal, que las tasas de crecimiento de la
poblaciéon caen de nuevo. Tal situacién podria representarse con una tasa de
crecimiento  g(k) y por un diagrama como el de la figura 1 de interés en el
andlisis de la acumulacién del capital en paises en vias de desamollo 6
economias duales.

La consecuencia de este razonamiento es el poder introducir la posibilidad
de mditiples puntos de equilibrio y, por lo tanto, de equilibrios inestables. La
figura 1 muestra la naturaleza de una posible rampa de bejo nivel en la que

para pequefias alteraciones en la relacién capital/trabajo, k, los efectos de la

poblacién se oponen a cualquier incremento en las relaciones capital/trabajo y
fuerzan la vuelta al equilibrio estable. Sin embargo, un cambio de importancia
que produjese un incremento en la 'relacién capital/trabajo mds alld del punto
de equilibrio inestable de alto nivel colocarfa la economia en una trayectoria de
capital e ingreso per cépita permanentemente crecientes, justificando asi a los
que proponen un gran empuje.
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FIGURA 1

2.1 CRECMIENTO DE LA MANO DE OBRA RUNCION DEL NIYEL DE SALARIOS

La dependencia entre la veriable fuerza de frabajo y consideraciones
econémicas se puede originar por diversos motivos. Por ejemplo, la poblacién
de una determinada region puede crecer a una tasa constante, g, y sin embargo,
la tasa de participacién de la fuerza de trabajo en un momento determinado
podria depender del salario vigente en ese instante. En tal caso, la poblacion
evolucionarfa segun la funcién,

P(t) =P, eft
y la fuerza de trabajo,

L(t) = p(w) P(t) = p [ w(k) ] P, e
donde , w representa el salario y p(w) la tasa de participacién de la fuerza de



trabajo. Asi pues,

dL

L's —— = pwk Pyedt+ gpP, et
dt
6 bien,
L' p'w k'
— = + g
L P

Definiendo |a elasticidad de la tasa de participacién con respecto a los
salarios como,

ya que puede esperarse que p' sea positiva sin que ello suponga una hipétesis
restrictiva; y la elastiidad de los salarios con respecto a la relacién

capital / trabajo como,

w' k

r'w= W >0

puesto que w' > 0,
L k'
— = — +g
L LA k

Y por lo tanto, la ecuacién fundamental del modelo de Solow quedaria,

k.=3f(k)'[npnw —k + g]k = sf(k) - Np Nw k'-gk

6 bien,



sf(k)-gk

1+npnw

El sistema alcanzard el equilibrio cuando la tasa de variaciéon de la

relacién capital/trabajo tome el valor k'=0, es decir, cuando el ahorro por
trabajador tome un valor exactamente igual al necesaric para mantener ocupada

a la fuerza de trabajo creciente.

f(k) g(k)k

sf(k)

glk)k £(k)

sf(k)
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k
4
0 e X

FIGURA 2



Dado el funcionamiento del modelo de Solow, cuando la relacién

capital /trabajo, k, toma el valor k*, constante, k'=0 y todas las variables del
sistema, esto es, stock de capital, fuerza de trabajo, renta e inversién crecen al
mismo ritmo, igual a la tasa de variacién de la fuerza de trabajo.

En el modelo modificado al introducir la hipétesis de que el crecimiento de
la mano de obra es funcién del nivel de salarios el equilibrio se alcanzara
cuando la relacién capital/trabajo tome el valor k*, constante . En este caso,

k' =0
Y,
s f(k*) = g (k*) k*

s f(k*) = D (k)
es decir, el nivel de ahoro por trabajador toma un valor exactamente igual al

necesario para mantener ocupada la fuerza de trabajo creciente, la tasa de
variacién de la relacién capital/trabajo, k', es igual a cero, y la relacién
capital /trabajo permanece constante al nivel k*.
Si k=K/L es constante, e igual a k*, la fuerza de trabajo crece a una tasa,
L k'

=M T Y9
L k

como, la tasa de variacién de la relacién capital/trabajo es igual a la tasa de
crecimiento de stock de capital menos la tasa de crecimiento de la fuerza de



k' K' L'
Kk K L
entonces,
L' g
— (1)
L 1- np Nw

siempre que 11, = 1

El stock de capital crecerd a la misma tasa, es decir, el hecho de que la
relacién capital/trabajo, k, sea constante implica que

K g

K 1 " NoMw

De forma similar, si la relacién capital/trabajo, k*, es constante |a

produccién por trabajador, y= Y/L, sera constante e igual a y* (figura 2). En este
caso cuando la fuerza de trabajo crece a una tasa segun (1), Y, la renta del
sistema crecera a la misma tasa, es decir, si y*, es constante,

Y g

Y 1 “Nplw

Asimismo, el ritmo de variacién de la inversién del sistema coincidira con el
resto de las variables del modelo. Efectivamente,

| =gY
Y,

o Y

——=s——

(. Y
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| Y 1- Np'lw

Por ofra parte, el andlisis del diagrama de fase pone de manifiesto que
cualquiera que sea la relacién inicial capital/trabajo, k, siempre que sea

positiva, el sistema convergera hacia una relacién capital/trabajo unica, k*.

En definitiva, hemos comprobado en primer lugar la existencia de una
senda de crecimiento equiibrado; y en segundo lugar que los resultados
obtenidos al introducir la hipétesis de que la variable fuerza de trabajo depende
del nivel de salarios de la economfa, son los mismos que en el modelo original.
La Unica diferencia es que en la figura 2 la funcién que recoge la variacion de la
fuerza de trabajo deja de ser larecta gk y pasa a ser la funcién g(k)k.

22 CRECMIENTO DE LA MANO DE OBRA FUNCION DE LA RENTA

Con el objetivo de intentar convertir el modelo que nos ocupa en algo mas
realista en relacion al comportamiento de la variable fuerza de trabajo,
analizaremos ahora qué ocurre cuando el crecimiento de la fuerza de trabajo se
explica en funcién de la renta per capita de la economia, esto es, cuando

g=4g(y)

Para ello comenzaremos construyendo una funcién de poblacién que
explique la evolucién de ésta en funcién de la renta y distinguiremos dos
situaciones: el modelo neodésico de qecmiento son progreso técnico y con
progreso técnico desincorparado neutral en el sentido de Harod

221 Relacién ineal enfre el crecimiento de la poblacién y la renta

Empezaremos definiendo qué entendemos por crecimiento de Ila
poblacién en una economia cerrada sin posibilidad de movimientos migratorios,
esto es, nos estamos refiriendo a una regién en sentido amplio 6 bien una regién
en la que el saldo migratorio sea nulo. La variacién experimentada por la

R



poblacién (AP) en un perfodo de tiempo la consideraremos debida,
exclusivamente, a los nacimientos y a las defunciones producidas en dicho
periodo, es decir,

AP = NACIMIENTOS - DEFUNCIONES

6,

AP

— =TBN -TBM

p
donde,
NACIMIENTOS DEFUNCIONES
TBN = y TBM =
P P

Supondremos que la tasa de natalidad y la renta per cépita estdn
relacionadas positivamente y que esta relacién es lineal hasta cierto limite
impuesto por consideraciones fisiolégicas ¢ de algin otro tipo (figura 3).
Considerando los hijos como bienes, esto quiere decir que al aumentar la renta
per cépita se produce un efecto renta positivo en los consumidores, se consume
més cantidad del bien, por lo tanto estariamos ante un bien normal.

En la zona de renta per cépita que suponemos asequible, la funcién tiene
dos porciones distintas. La primera para niveles de renta bajos, es creciente. Si
representamos por B la propensién a procrear,

B C C

—=— - TMl —
P P P

donde, TMl es la tasa de mortalidad infantl es decir, el coeficiente de
mortalidad infantil por cada concepcién; C el numero de concepciones; y P la
poblacién, la funcién puede escribirse asi,

12



Y
TBN=B[—]
L

La propension a procrear B puede tomar valores positivos 6 negativos.
Para niveles bajos de renta B >0, pues a medida que la renta se eleva la gente
puede mantener mas hijos. Sin embargo, para niveles de renta altos B <0.
Efectivamente, al aumentar la renta per capita el consumidor experimenta un
efecto renta positivo puesto que puede "consumir" mds cantidad del bien; sin
embargo, al crecer la renta aumenta asimismo el coste de oportunidad de
consumir Gnicamente ese bien, el consumidor tiene acceso a otros bienes y por
tanto, se produce un efecto sustitucién negativo. El bien deja de ser narmal y se
convierte en inferiar para niveles de renta altos.

En nuestro andlisis supondremos que la propensién a procrear es positiva.
Por ofra parte, hemos de tener en cuenta qué existe un limite superior biolégico
a la tasa de natalidad, pudiendo darse, incluso un limite superior mas bajo,
impuesto por la costumbre 6 nivel de conocimientos sanitarios.

En la figura aparece sefialado con la lera M. Una vez alcanzado este
valor, la linea que representa |a tasa bruta de netalidad se convierte en una linea
horizontal,

TBN=M

TBN
TBM

N\

N

]
~
S
4

FIGURA 3
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En cuanto a |a tasa bruta de martalidad, supondremos que el nimero de
fallecimientos es proporcional al tamano de la poblacién, y, por lo tanto, de la
poblacion activa, con lo que TBM es constante,

TBM=D

Uniendo las ecuaciones anteriores obtenemos una expresion que
relaciona el creciméiento de la poblacién y de la fuerza de frabajo con la renta per
capita de una comunidad y con la tasa de mortalidad constante (figura 3),
vélidad en la zona en que aun no se ha alcanzado el limite superior de

reproduccion,
Al Y
—=B[—]-D
L L

en la zona en que ese limite ha sido alcanzado, la relacién es,

— =M-D
L

en la que parece razonable admitr que M > D.

Si hacemos que el intervalo objeto de nuestro anélisis tienda a cero, AL,

pasard a ser L', por lo que la tasa relativa de crecimiento de la mano de obra
sera:

1 d L
———-—-L‘
L odt L
de donde,
Y
L*= B[—] - D (1)
L
S,
L*aM-D )

14



La funcién total de crecimiento de la mano de obra, L*, sera la unién de las
dos semirrectas correspondientes a las ecuaciones (1) y (2). En realidad, la linea
asi obtenida es una aproximacién lineal por segmentos de la "verdadera" curva.

2.2.2 Modelo neodésico de gecimiento econdmico
En el supuesto de que la tasa de crecimiento relativa de la mano de obra
sea funcion de la renta per cépita de la comunidad, esto es, si  g= g(y) 6lo que

es lo mismo g= P(k), la fuerza de trabajo evolucionaria segun la funcién,

L(t) = L, o ®(KN
Asi pues,

L' = L, e®(kR [ (k) + (k) k ]
6 bien,

T = (k) + d'k) k'

Y por lo tanto, la ecuacién fundamental del modelo de Solow se transformara en
la expresion,

k'=sfk) - [ Pk)+ Pk k' ]k

El equilibrio del sistema se alcanzar4 cuando la tasa de variacién de la
relacion capital/trabajo, k', sea nula, es decir, cuando la relacién capital/trabajo
tome el valor constante k* (figura 4). Por tanto,

sf(k*) = Pk*) k* (1)

Por consiguiente, el equilibrio del sistema se alcanzar4 cuando el ahorro
por trabajador sea exactamente igual a ia ampliacién de capital del sistema para
dotar de capital a los nuevos trabajadores. Como la refacién capital/trabajo

toma el valor constante, k*, esto quiere decir que tanto el stock de capital, K,
como la fuerza de trabajo, L, crecen al mismo ritmo.

15



Efectivamente, la tasa de variacién de la relacién capital/trabajo,

cuando k= k*, la tasa de variacién de la relacién capital/trabajo, k, es nula y por

lo tanto,
K' L
K L

el stock de capital del sistema crece al mismo ritmo que la fuerza de trabajo.

£(k) 4 g(k)k
sf(k) (k)
g(k)k
sf(k)
0 T
o
k
0 —
K™ k

16



Cuando la relacién capital/trabajo, k*, es constante la produccién por
trabajador de la economia, Y, sera asimismo constante e igual a y* (figura 4). Si

y es constante, cuando la fuerza de trabajo crece a una tasa relativa L'/L = ¥(k),

la produccién del sistema creceré ai mismo ritmo, esto es,

y

7 =¥(K)

Por Ultimo, la inversion del sistema, |= sY, también evolucionara a la misma
tasa de crecimiento que la renta de la economia. Efectivamente,

"o Y
—_—— =g ——

Iy Y

es decir,

por tanto, la tasa de variacién de la inversién sera igual a w(k).
El diagrama de fase de la figura 4 pone de manifesto que cualquiera que

sea la relacién inicial capital/trabajo, k, siempre que sea positiva, el sistema

convergerd hacia una relacién capital/trabajo Unica k*. Por ofra parte, el
diagrama demuestra que el equilibrio es estable en el intervalo k >0, es decrr, la

relacion capital/trabajo se aproxima asintéticamente a k*.

En definitiva, los resultados coinciden con los del modelo de Solow
original. Esto es, al suponer que el crecimiento de la mano de obra de la
economia depende de la renta per cépita de la misma hemos comprobado que
existe una senda de crecimiento equiibrado en la que todas las variables del
modelo crecen al mismo ritmo, igual a la tasa de crecimiento de la mano de obra.



223 Modelo neocldsico de crecimiento econémico con progreso técnico
neutral en sentido de Harrod
Consideremos el modelo neoclésico de crecimiento econémico con
progreso técnico desincorporado neutral en el sentido de Harrod. En este caso,
la diferencia en relacién al modelo anterior reside en el hecho de que la funcién
de produccién agregada es de la forma,
Y=F [K,A(t)L ]
que representa la incorporacién de una tecnologia neutral en el sentido de
Harod, por lo que hablaremos de la fuerza de twqo eficaz, A(t)L. Si

expresamos y= Y/A(t)L, como la produccién por trabajador en unidades de

eficiencia; k= K/A(tL, como el capital por trabajador en unidades de eficiencia,
y el progreso técnico neutral en el sentido de Harrod tiene lugar a una tasa

proporcional constante m(=A'/A), entonces la ecuacién fundamental del
crecimiento econdmico neoclasico con todas las magnitudes por trabajador
medidas en unidades de eficiencia, sera:
K'=sf(K)-(m+g)k
donde g representa la tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo. Al hacer la
hipétesis de que el crecimiento de la mano de obra depende de la renta per
cépita la ecuacién fundamental del modelo se transformara,
K=sfk)- [m+g(y) ]k (1)
como la produccién por rabajador real y= A(t) f(l'(), entonces,
K'=sfk)-{m+g[A® 1K) ]}k
6 bien,
K'=stk)-[m+d(t k) ]k (2)
Ahora bien, nos encontramos ante una ecuacién diferencial en la relacién
capital /trabajo en unidades de eficiencia, K, que depende de dos variables. Por
lo tanto, para resolverla habremos de fijar previamente el valor de una de ellas.
Supongamos que el crecimiento de la fuerza de trabajo y la renta per
cépita de la economfa estén relacionadas positivamente (figura 5b) y que esta

relacién es lineal para valores inferiores a y,, mientras que para niveles de renta

18



superiores el crecimiento de Ia fuerza de trabajo se hace constante al nivel g,
Cuando la renta per cépita es igual a y, la tasa de crecimiento de la mano

de obra es g, (figura 5-b) y el crecimiento sostenido se produce en el punto A

donde la curva sf(k) que representa el ahoo por trabajador eficaz, intersecta a

la funcién (m + CDO )k. La economia tendera uniformemente a un valor constante

de la relacién capital/trabajo en unidades de eficiencia, k= Eo y a un valor

constante de la produccién en unidades de eficiencia = y,. Es decir, para t=t,

la ecuacién (2), Unicamente, dependera de la relacién capital/trabajo en
unidades de eficiencia,

sf(ky) = [ M+ @ (1, k) 1K,
Como Ia tasa de variacién de la relacién capital/trabajo en unidades de
eficiencia,

¢ kL

k kL

cuando la relacién capital/trabajo en unidades de eficiencia toma ei valor

constante, Eo, el stock de capital debera crecer a la misma tasa que la fuerza de
trabajo medida en unidades de eficiencia, A(t)L, es decir,
LAy L

- = + = (b,k-
L An L M+ k)

La tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo eficaz es igual a la suma de la
tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo mas la tasa de crecimiento del
progreso técnico neutral en el sentido de Harrod, m. En consecuencia, la tasa de
crecimiento a largo plazo del stock de capital en unidades de eficiencia ser4,

-
)

<" d (L, k) +m
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Por la misma razon si Y/A(t,)L tiene que ser constante la tasa de crecimiento de
la produccién por trabajador se igualard con la tasa de crecimiento de la fuerza
de trabajo medida en unidades de eficiencia, esto es. di(to,k'o) + m. Mientras
que la relacién capital/trabajo real y la produccién por trabajador real creceréan

a una tasa proporcional constante igual a la tasa de progreso técnico que
aumenta la eficiencia del trabajo. La produccién y el stock de capital a largo

plazo crecerdn a una tasa Cb(to,fo) + m, mientras que la fuerza de trabajo real

sélo crece a una tasa Bt k).

Como la tasa de crecimiento de la produccién por trabajador viene dada
p“v

y Yy L - -

—_— | s == [¢ (to,ko) +m1'¢ (tO'kO)

y Y L
y la del capital por trabajador,

koK oL -
Ts?'Tﬂ[¢(t°,k°)+m]'¢(to9k0)

la produccién y el stock de capital por trabajador creceran a una tasa m, igual a
la tasa de variacién del progreso técnico neutral en ei sentido de Harrod.

En definitiva, cuando la tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo es igual
a g, el sistema alcanza una senda de crecimiento equiibrado para un valor

constante de la relacién capital/trabajo en unidades de eficiencia igual a Eo y las

variables del sistema evolucionan de acuerdo a los resultados del modelo de
crecimiento econémico neoclésico unisectorial.

Si la renta per cépita pasa de y, ay;, la tasa de crecimiento de la fuerza

de trabajo es igual a g, y el crecimiento sostenido del sistema se produciria en el

punto B de la figura 5-a, donde la curva sf(K) intersecta a la funcién (m+¢>1)E. La
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economia tenderd uniformemente a un valor constante de la produccién en

unidades de eficiencia, E=E1 y a un valor constante de la produccién en
unidades de eficiencia §=y,. Es decir, para t=t, la ecuacién (2) Unicamente
dependera de la relacién capital/trabajo en unidades de eficiencia,

sf(ky) =[ m + & (t,, k) 1k,

y se obtendrdn resultados andlogos a los anteriores. Esto es, el sistema se
situard en una senda de equilibrio mas elevada en la que se producirdn los

mismos resultados que hemos visto para t=t, .

La economia se ira situando sucesivamente en sendas de equilibrio mas
elevadas,

IE°<E1 <E2<"'<En
hasta alcanzar una relacién capital/trabajo cohstante, I?n. Efectivamente, para
niveles de renta per céapita superiores a y,, la tasa de crecimiento de la fuerza
de trabajo se hace constante e igual a g, y el sistema alcanzara la situacién de
equilibrio sostenido en el punto D de la funcién, donde la curva sf(k) intersecta a

la funcin (m+ P K.

El sistema evolucionard a un valor constante de la relacién capital/trabajo
en unidades de eficiencia, E-En y a un valor constante de la produccién en
unidades de eficiencia y=y,. A partir de este nivel de renta la economia se
estabilizara en la senda de crecimiento equiibrado k, en la que las variables

evolucionarén de igual forma a las situaciones vistas.

En definitiva, la inclusién de la hipétesis de que el crecimiento de la fuerza

de trabajo dependen de fa renta per cépita en un modelo de crecimiento
econémico neoclasico con progreso técnico desincorporado y neutral en el

sentido de Harrod supone el que el sistema evolucione hacia sendas de
crecimiento equilibrado més elevadas, si la relacién entre el crecimiento de la
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fuerza de trabajo y la renta per capita es positiva; 6 inferiores, si la relacién es
decreciente, estabilizdndose cuando el crecimiento de la fuerza de trabajo se
hace constante.

—a
gly) ]
Sn —
8>
&y
80
0 i
Yo yl ya yn y
FIGURA 5
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3. CONCLUSIONES

A lo largo de los supuestos analizados hemos estudiado, formalmente, la
ecuacién diferencial,

k' = d(k) =sfk) - g(k) k
teniendo presente la existencia de hipdtesis econémicas que determinan ¢
afectan la forma de las funciones de ahorro, produccién y poblacién, alguna de
las cuales se ha mencionado expresamente. De tal manera que si existe un

valor k* tal que P(k") =0 existe un crecimiento balanceado en equilibrio para

el sistema. Mds aun, si se puede demostrar que para cierto € >0

PKk)>0 para 0 <k<¢

lim ®(k) <0

k-> o0

entonces, se puede asegurar que el sistema se acerca a cierta frayectaria de
crecimiento balanceado en equilibrio y que el sistema es estable giobalmente.
La introduccién de la hipétesis de un crecimiento end6geno de la fuerza
de trabajo nos acerca el modelo de Solow a la realidad en el sentido de que
permite tener en cuenta aspectos como las relaciones existentes entre los
movimientos migratorios y las diferencias enftre las rentas per cépita y los niveles
de salario, asi como las conexiones entre el crecimiento natural de la poblacién
y el bienestar material. Por otra parte, nos ha permitido comprobar que el
funcionamiento del modelo estd de acuerdo con los resultados del modelo
original. En efecto, el sistema alcanza |a senda de crecimiento equiibrado

cuando la relacién capital/trabajo, k, toma un valor constante, k*, que hace que
la tasa de variacion de dicha variable sea igual a cero, y todas las variables del
sistema crecen al mismo ritmo, igual a la tasa de variacion de la fuerza de
trabajo. La unica diferencia aparece en el diagrama de fase en el que la funcién
que recoge la variacién de la fuerza de trabajo deja de ser larecta gk y pasa a
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ser la funcién g(k)k. Por lo tanto, el modelo ha ganado en realismo en el sentido
de que se ha introducido una hipétesis mds plausible y los resultados son
anélogos a los del modelo tedrico original.
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