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1. Introducción

1.1. Historia de los sistemas integrables

El estudio de los sistemas integrables tiene sus raíces en los mismos inicios

de la mecánica clásica. Desde que Newton formuló sus archiconocidas leyes, los

físicos han intentado encontrar soluciones exactas para los problemas que mo-

delan. El propio Newton logró resolver el problema de Kepler, pero hasta varios

siglos después apenas se resolvió un puñado de problemas sencillos.

No fue hasta el siglo XIX que Liouville dio un salto cualitativo en el estudio

de los sistemas hamiltonianos integrables, dando un marco general para resol-

ver sistemas dinámicos por cuadraturas, es decir, encontrando una primitiva

que defina la dinámica del sistema. No obstante, se tardaría un siglo más en

desarrollar métodos más o menos sistemáticos para llevar a cabo esta tarea.

El primer método que se desarrolló para ello, y que trataremos más adelante

en el trabajo, es el llamado método de dispersión inversa clásico, desarrollado

por Gardner, Green, Kruskal y Miura en 1967, y aplicado por primera vez para

resolver la ecuación de Korteweg-De Vries (de la que hablaremos más adelante).

La versión cuántica del método la desarrolló durante la siguiente década la

llamada escuela de Leningrado-San Petersburgo, encabezada por Faddéyev y

formada por otros importantes físicos como Korepin, Kulish, Reshetijin, Sklianin

o Semiónov-Tian-Shanski. Su trabajo, que conecta con la teoría de grupos cuán-

ticos de Drinfeld y Jimbo, abrió el camino a la formulación algebraica del proble-

ma (de hecho, resolver las ecuaciones del movimiento es equivalente a resolver

el problema de factorización en el grupo correspondiente, véase

[Reshetikhin y Semenov-Tian-Shansky, 1988]).

Esta nueva formulación permitió unificar en un único marco matemático el

estudio de teorías cuánticas de campos integrables y el de sistemas de red de

espines.

No obstante, y por cuestiones de espacio, en el trabajo nos ceñiremos a tratar

únicamente la integrabilidad clásica desde distintas perspectivas, y ejemplifica-

remos la teoría con la aplicación a la ecuación de Korteweg-De Vries, de la que

hablaremos a continuación.
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1.2. Historia de la ecuación de Korteweg-De Vries

El origen de la conocida como ecuación de Korteweg-De Vries, o abreviada-

mente ecuación KdV, se remonta a Escocia en la primera mitad del siglo XIX

El ingeniero escocés John Scott Russell observó en 1834 una onda creada por

un bote en las aguas poco profundas del canal que va de Falkirk a Edimburgo.

Al detenerse el bote, la onda chocó con este, agitándose durante el choque pero

recuperando su forma original tras sobrepasarle, y transmitiéndose como una

elevación solitaria en el agua. Se reproducen las notas de [Russell, 1845]:

Estaba observando el movimiento de un bote que atravesaba rápi-

damente un canal estrecho montado a caballo, cuando el bote se

detuvo de repente -no así la masa de agua del canal que había pues-

to en movimiento; se acumuló alrededor de la proa del barco en

un estado de violenta agitación, entonces repentinamente al dejarlo

atrás, avanzó con gran velocidad, tomando la forma de una gran ele-

vación solitaria, un cúmulo de agua redondeado, suave y bien defi-

nido, que continuó su curso en el canal aparentemente sin cambiar

de forma o disminuir su velocidad. La seguí a caballo, y la adelanté

aún avanzando a un ritmo de ocho o nueve millas por hora, man-

teniendo su forma original de unos treinta pies de largo y un pie o

pie y medio de alto. Su altura disminuyó gradualmente, y tras una

persecución de una o dos millas la perdí en los recodos del canal.

Este, en el mes de agosto de 1834, fue mi primer encuentro con este

singular y bello fenómeno que he llamado la Onda de Traslación.

El nombre por el que se bautizó a la ecuación viene del tratamiento que el

matemático neerlandés Diederik Korteweg y su discípulo Gustav de Vries le die-

ron al fenómeno en su estudio de 1895 (véase [Korteweg y De Vries, 1895]), al

modelar la elevación con la ecuación en derivadas parciales

∂u

∂t
= u

∂u

∂x
+ ∂3u

∂x3 (1.1)

Sin embargo, aunque Russell siempre estuvo convencido de la importan-

cia de esta onda solitaria, sus contemporáneos no le prestaron atención. No fue

hasta mediados de 1960 cuando se empezaron a emplear ordenadores para es-

tudiar la propagación no lineal de ondas y se empezó a dar importancia al fe-

nómeno. De este estudio de ondas solitarias partieron numerosas aplicaciones
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a la ciencia moderna a través del estudio del comportamiento dinámico de los

sistemas, en campos como la hidrodinámica, la óptica no lineal o la física de

partículas elementales (véase [Brauer, 2000] y [Miles, 1981]).

2. Conceptos fundamentales

2.1. Fundamentos sobre integrabilidad

Comenzaremos nuestro estudio con un repaso de los conceptos básicos de

mecánica teórica que necesitaremos

2.1.1. Notación y conceptos básicos

El primer paso será describir en qué consiste la integrabilidad de un sistema.

Fijemos la notación a utilizar.

Tomaremos un sistema hamiltoniano, esto es, un sistema cuya evolución

temporal viene dada por un conjunto de ecuaciones de Hamilton. En nuestro

sistema mecánico, tendremos un conjunto de coordenadas y momentos canó-

nicos, que denotaremos respectivamente qi , pi con i = 1, ..., N (tomaremos un

sistema finito-dimensional, si bien los métodos se pueden aplicar a sistemas de

dimensión infinita, y de hecho más adelante lo aplicaremos), y un hamiltoniano

H que no dependerá explícitamente del tiempo t , de forma que las ecuaciones

de evolución tomarán la forma:

q̇i = {qi , H }

ṗi = {pi , H }
(2.1)

donde el punto superior indica como es habitual la derivada temporal y los

corchetes representan los corchetes de Poisson del sistema, que en las coorde-

nadas (qi , pi ) se definen como

{F,G} =
N∑

i=1

[
∂F

∂qi

∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi

]
(2.2)

Así, un sistema hamiltoniano constará de unas variables dinámicas (qi , pi ),

un hamiltoniano H y las relaciones fundamentales de corchetes de Poisson que
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tomaremos canónicas, es decir,

{qi , q j } = 0 = {pi , p j }

{qi , p j } = δi j
(2.3)

con δi j la delta de Kronecker, de forma que tenemos

q̇i = {qi , H } = ∂H

∂p j
{qi , p j } = ∂H

∂pi

ṗi = {pi , H } = ∂H

∂q j
{pi , q j } =−∂H

∂qi

(2.4)

Estas variables dinámicas (qi , pi ) parametrizan el espacio de fases. Dicho de

otro modo, son las coordenadas del espacio de fases, que resulta 2N -dimensional.

Esto nos indica que la operación de partir las coordenadas en coordenadas y

momentos canónicos es no covariante y en consecuencia poco adecuada para

nuestro propósito. Consideraremos por tanto la combinación de coordenadas y

momentos en un conjunto de 2N coordenadas generalizadas, que denotaremos

yµ = (qi , pi ) (2.5)

con µ= 1,2, ...,2N , y tal que

y i = qi

y N+i = pi
(2.6)

En estas coordenadas los corchetes de Poisson canónicos tomarán la forma

{yµ, yν} = εµν (2.7)

donde

εµν =
(

0 I

−I 0

)µν
(2.8)

es la matriz antisimétrica constante 2N ×2N escrita en términos de bloques N ×
N . Esto implica que

{A(y),B(y)} = ∂µA {yµ, yν} ∂νB

= ∂µA εµν ∂νB = εµν ∂µA ∂νB (2.9)
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donde hemos definido

∂µ = ∂

∂yµ
(2.10)

Es interesante observar que la cantidad H(yµ) se conserva trivialmente bajo

evolución temporal, d
d t H(yµ) = 0, de forma que el movimiento se da en una sub-

variedad del espacio de fases determinada por H = E constante. Ahora podemos

escribir las ecuaciones de Hamilton de forma covariante:

ẏµ = {yµ, H } = εµν ∂νH (2.11)

Este método covariante es útil en muchos sistemas no lineales que no tienen

una descripción sencilla en términos de coordenadas canónicas.

Un ejemplo de estos sistemas es el de las coordenadas restringidas. En este

caso, el formalismo covariante da una versión formalmente similar al de (2.11)

para las ecuaciones de Hamilton:

ẏµ = {yµ, H } = f µν(y) ∂νH (2.12)

donde

{yµ, yν} = f µν(y) (2.13)

Como observamos, los corchetes de Poisson pasan a ser dependientes de las

coordenadas. Análogamente, la ecuación (2.9) se convierte en

{A(y),B(y)} = ∂µA(y) f µν(y) B(y) (2.14)

Es importante notar que f µν no puede ser cualquier relación para represen-

tar un corchete de Poisson, sino que tiene que cumplir unas ciertas propiedades.

Una propiedad importante es que se tiene que cumplir

{yµ, yν} =−{yν, yµ} =⇒ f µν(y) =− f νµ(y) (2.15)

Una condición adicional es que los yµ han de formar una base del espacio

de fases, por lo que f µν(y) ha de ser una matriz no singular. Denotaremos su

inversa por fµν(y), de forma que

fµλ f λν = δνµ = f νλ fλµ (2.16)

Además, los corchetes de Poisson deben satisfacer la identidad de Jacobi,
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esto es:

{yµ, {yν, yλ}}+ {yλ, {yµ, yν}}+ {yν, {yλ, yµ}} = 0 (2.17)

Esta condición se traslada en las matrices a la llamada identidad de Bianchi:

∂µ fνλ(y)+∂λ fµν(y)+∂ν fλµ(y) = 0 (2.18)

Si tomamos una variedad con un tensor antisimétrico de segundo rango

que satisfaga las condiciones anteriores tenemos el conocido concepto de va-

riedad simpléctica, que como es conocido induce en las funciones sobre ella la

estructura de álgebra de Lie. Es claro que la geometría de un sistema hamilto-

niano es simpléctica de manera inmediata (véase [Abraham y Marsden, 1978],

[McDuff y Salamon, 1998] y [de Gosson, 2006]).

La principal diferencia entre una geometría pseudoriemanniana y una geo-

metría simpléctica es que en la geometría simpléctica no tenemos una métrica

simétrica. Además, en una variedad simpléctica el grupo de simetría del espa-

cio tangente es el llamado grupo simpléctico, mientras que en una geometría

pseudoriemanniana es el grupo de Lorentz.

Se pueden ver, no obstante, los tensores f µν(y) y fµν(y) como las compo-

nentes contravariante y covariante del tensor métrico en una variedad simpléc-

tica. Se denominan métrica simpléctica y se pueden utilizar para subir o bajar

índices en una variedad simpléctica de la misma forma que la métrica pseudo-

riemannana en una variedad pseudoriemanniana.

Es importante recalcar que en esta elección de componentes estamos fijan-

do un convenio no trivial, ya que al ser la métrica antisimétrica y no simétrica

como en el caso pseudoriemanniano, ciertas propiedades no son inmediatas y

requieren cuidar las definiciones. En particular, las expresiones

yµ = εµνyν

yµ = yνε
νµ (2.19)

nos son equivalentes en este caso y estamos tomando nuestra definición de mé-

tricas para que se dé el primer caso.

Finalmente, establezcamos la notación cuando tratemos con sistemas de di-

mensión infinita (en este caso, sistemas continuos). Para ello, deberemos reem-

plazar las derivadas parciales por derivadas funcionales, que vienen definidas
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por
δF [φ(x)]

δφ(y)
= ĺım
ε→0

F [φ(x)+εδ(x − y)]−F [φ(x)]

ε
(2.20)

A modo de ejemplo, las ecuaciones (2.13) y (2.12) toman la forma:

{u(x),u(y)} = f (x, y) (2.21)

u̇(x) = {u(x), H } =
∫

d y f (x, y)
δH

δu(y)
(2.22)

De esta forma, el corchete de Poisson de dos funcionales A[u] y B [u] se ob-

tiene como:

{A[u],B [u]} =
∫

d x d y
δA

δu(x)
f (x, y)

δB

δu(y)
(2.23)

2.1.2. Integrabilidad de un sistema hamiltoniano

Diremos que un sistema hamiltoniano es integrable si se puede resolver por

el método de cuadraturas. Es decir, si dado un sistema de ecuaciones diferencia-

bles que lo definen podemos encontrar una primitiva que describa la dinámica

del sistema.

El principal resultado para discernir si un sistema hamiltoniano es integra-

ble es el teorema de Liouville, también llamado teorema de Liouville-Arnold,

que afirma que un sistema hamiltoniano cuyo espacio de fases tiene dimensión

2N es integrable por el método de cuadraturas si y solo si existen exactamente

N cantidades conservadas funcionalmente independientes que estén en invo-

lución (esto último quiere decir que los corchetes de Poisson de estas cantidades

entre sí se anulen). Se puede encontrar la demostración de este resultado en la

mayor parte de la bibliografía relacionada, por ejemplo [Babelon et al., 2003].

Que las cantidades sean funcionalmente independientes implica que en casi

cualquier punto (excepto en un conjunto de medida nula), sus diferenciales son

linealmente independientes, esto es, que el espacio tangente de la superficie

que generan al fijar un valor existe en casi todo punto y es de dimensión N .

Además, no pueden existir más de N cantidades independientes en involución

ya que en caso contrario el corchete de Poisson sería degenerado.

Veamos las implicaciones de este resultado. Supongamos que tenemos un

sistema descrito por las coordenadas y momentos canónicos (qi , pi ) con i =
1,2, ..., N . Sean Ki con i = 1,2, ...N las cantidades conservadas funcionalmen-

te independientes y en involución. Es inmediato que el hamiltoniano ha de ser

una combinación lineal de estas. Además, al estar en involución, podemos con-
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siderar una transformación canónica

Ki = Ki (q j , p j ) = Pi (2.24)

y podemos pensar en los Ki como momentos de las nuevas coordenadas. Estos

se conocen también como las variables de acción de la teoría, como se puede

ver en [Landau y Lifshitz, 1960], [Goldstein et al., 1980] o [Sardanashvily, 2015].

Podemos pensar ahora que podemos, en principio, obtener las variables conju-

gadas canónicas

θi = θi (q j , p j ) (2.25)

de forma que

{θi ,θ j } =0 = {Pi ,P j } (2.26)

{θi ,P j } ={θi ,K j } = δi j (2.27)

con i , j = 1,2, ..., N .

Las coordenadas θi se denominan variables ángulo. Dado que vimos que

el hamiltoniano era combinación lineal de las cantidades conservadas, se tiene

que

H = H(Pi ) (2.28)

Por tanto, las ecuaciones de Hamilton toman la forma

Ṗi ={Pi , H(P j )} = 0 (2.29)

θ̇i ={θi , H(P j )} = fi (P j ) (2.30)

La ecuación (2.29) simplemente afirma que los Pi son cantidades conserva-

das. Por tanto, para valores dados de estas cantidades la ecuación de las varia-

bles de ángulo toma la forma

θ̇i = fi = constante (2.31)

La integración de estas ecuaciones es inmediata y nos da que

θi = fi t +αi (2.32)

con las αi constantes de integración que pueden fijarse con las condiciones ini-

ciales. Así, vemos que la dinámica del sistema se puede fijar totalmente, en prin-
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cipio, en términos de las variable de acción-ángulo (Pi ,θi ). No obstante, en la

práctica suele ser imposible poder encontrar la transformación canónica (2.25),

lo cual nos impide invertir la solución obtenida para obtener una evolución de

la forma

qi = qi ( f j ,α j , t )

pi = pi ( f j ,α j , t ) (2.33)

De esta forma, el teorema de Liouville solo nos provee la existencia de so-

luciones, por lo que para encontrar soluciones concretas habrá que recurrir a

métodos alternativos.

Finalmente, es necesario aclarar que a pesar de haber desarrollado el teore-

ma de Liouville en dimensión finita, es igualmente válido para sistema con un

número infinito de grados de libertad sin apenas modificación. No obstante, es

claro que un sistema con infinitos grados de libertad (un sistema continuo) ha

de tener un número infinito de cantidades conservadas, por lo que cualquier

solución de este sistema habrá de estar infinitamente restringida.

Las soluciones de este tipo serán precisamente solitones, ondas localizadas

que mantienen su forma (es decir, no dispersivas) incluso tras colisiones. De

forma intuitiva, es claro que para que esto ocurra han de existir un número in-

finito de cantidades conservadas. Así, los solitones implican la existencia de un

número infinito de cantidades conservadas y viceversa.

2.2. La ecuación de Korteweg-De Vries

Como ya adelantamos en la introducción, a lo largo del trabajo trataremos

uno de los primeros ejemplos de estudio de sistemas integrables: la ecuación

KdV. Comencemos planteando su formulación matemática.

2.2.1. Formulación y simetrías

Korteweg y De Vries encontraron que lo que Russell observó era una solu-

ción particular de una ecuación en derivadas parciales de tercer orden, con la

forma
∂u

∂t
+au

∂u

∂x
+b

∂3u

∂x3 = 0 (2.34)

con u = u(x, t ) la variable dinámica que en este caso representaría la altura del

agua y a y b constantes inherentes al fenómeno, cuyo trasfondo físico se puede
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ver en [De Jager, 2006]. En el caso de las ondas en el canal, u(x, t ) representaría la

altura de la ola sobre la superficie del agua. Observamos asimismo que aunque

la ecuación KdV tiene dos constantes arbitrarias, se pueden eliminar sin más

que reescalar las variables. Por ejemplo, haciendo el reescalado

x → b1/3x (2.35)

la ecuación toma la forma

∂u

∂t
+ab−1/3u

∂u

∂x
+ ∂3u

∂x3 = 0 (2.36)

Ahora, haciendo el cambio t →−t , obtenemos la ecuación

∂u

∂t
= ab−1/3u

∂u

∂x
+ ∂3u

∂x3 (2.37)

Y, finalmente, con el cambio

u → a−1b1/3u (2.38)

obtenemos la ecuación
∂u

∂t
= u

∂u

∂x
+ ∂3u

∂x3 (2.39)

A partir de ahora, esta será la ecuación a la que nos referiremos al hablar de

ecuación KdV.

Podemos preguntarnos qué simetrías presenta esta ecuación, ya que las si-

metrías suelen ser útiles a la hora de obtener soluciones y de clasificarlas. Ob-

servemos algunas simetrías sencillas:

t → t + c1 (2.40)

con c1 constante deja la ecuación invariante de forma inmediata. Análogamen-

te,

x → x + c2 (2.41)

con c2 constante tampoco varía la ecuación.

Podemos ahora pensar en algunas simetrías un poco más enrevesadas, pero

triviales de comprobar:

x → cx, t → c3t , u → c−2u (2.42)

13



nos lleva a
∂u

∂t
−u

∂u

∂x
− ∂3u

∂x3 −→ c−5(
∂u

∂t
−u

∂u

∂x
− ∂3u

∂x3 ) (2.43)

con lo que deja la ecuación invariante. Esta simetría, que llamaremos de escala,

será útil a la hora de clasificar las cantidades conservadas del sistema.

Por otro lado, el cambio

x → x + v t , t → t , u → u + v (2.44)

es también una simetría. La comprobación es de nuevo inmediata. Podemos ver

esta simetría como la invariancia de Galileo de la ecuación. Es interesante notar,

sin embargo, que la ecuación KdV no puede ser covariante Lorentz ya que el

espacio y el tiempo se tratan de forma diferente (lineal en tiempo y de mayor

orden en espacio) como se puede ver en [Das, 1989].

2.2.2. Sistema hamiltoniano

Examinemos la ecuación (2.39). Las variables fundamentales, u(x, t ), son

funciones continuas de x y t . Por tanto, pueden verse como coordenadas ge-

neralizadas del espacio de fases (de forma equivalente a las yµ del caso de di-

mensión finita). De esta forma, la ecuación ya está en primer orden en tiem-

po (característica inherente de las ecuaciones de Hamilton). Para probar que el

sistema es hamiltoniano nos queda por tanto encontrar el corchete de Poisson

fundamental y un hamiltoniano que nos den como ecuaciones de Hamilton la

ecuación KdV.

Esto es, buscamos poder escribir la ecuación en la forma

∂u

∂t
= {u(x, t ), H } (2.45)

Para ello, podemos reescribir la ecuación (2.39) como

∂u

∂t
= ∂

∂x

(
1

2
u2 + ∂2u

∂x2

)
(2.46)

Ahora, si tomamos como hamiltoniano

H [u] =
∫ ∞

−∞
d x

(
1

3!
u3 − 1

2

(
∂u

∂x

)2)
(2.47)
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entonces tenemos que

δH

δu(x)
= 1

2
u2(x)+ ∂2u(x)

∂x2 (2.48)

Nótese que con esta elección de H podemos escribir (2.46) en la forma

∂u

∂t
= ∂

∂x

δH

δu(x)
(2.49)

Por otro lado, queremos tener la relación (2.45), por lo que necesitamos que

{u(x), H } = ∂

∂x

δH

δu(x)
(2.50)

o, equivalentemente, ∫ ∞

−∞
d y

δH

δu(y)
{u(x),u(y)} = ∂

∂x

δH

δu(x)
(2.51)

con

f (x, y) = {u(x),u(y)} (2.52)

el equivalente continuo de f µν.

De esta forma, el corchete de Poisson viene dado por

{u(x),u(y)} = ∂

∂x
δ(x − y) (2.53)

Al ser la derivada de la función delta, es automáticamente antisimétrico. Se

puede comprobar que cumple la identidad de Jacobi por medio puramente al-

gebraicos (véase [Hermann, 1970]). No obstante, su comprobación es directa, y

la perfilaremos brevemente.

Usando la notación de (2.21) tenemos

f µν(y) → f (x, y,u(x)) = ∂

∂x
δ(x − y) (2.54)

Por tanto,

fµν(y) → f −1(x, y,u(x)) = ε(x − y) (2.55)

donde ε(x − y) es la función escalón alternada, definida como

ε(x − y) =
(
θ(x − y)− 1

2

)
(2.56)
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De esta forma la identidad de Bianchi dada en (2.18) se traduce en

δ

δu(y)
ε(x − y)+ δ

δu(y)
ε(z −x)+ δ

δu(x)
ε(y − z) = 0 (2.57)

que se satisface trivialmente ya que cada término es independiente de u y se

anula individualmente.

De esta forma, hemos visto que la ecuación KdV es un sistema hamiltoniano

con un hamiltoniano dado por (2.47) y un corchete de Poisson dado por (2.53).

No obstante, se puede observar una peculiaridad de la ecuación KdV, y es

que se puede encontrar fácilmente una segunda estructura de sistema hamilto-

niano, con un segundo corchete de Poisson y un segundo hamiltoniano.

Si tomamos el corchete

{u(x),u(y)}2 =
(
∂3

∂x3 + 1

3

(
∂

∂x
u(x)+u(x)

∂

∂x

))
δ(x − y) (2.58)

y el hamiltoniano

H2[u] =
∫ ∞

−∞
d x

1

2
u2(x) (2.59)

se puede comprobar de forma directa que el sistema obtenido es la ecuación

KdV.

La relación de Poisson obtenida es también antisimétrica, y además cum-

ple la identidad de Jacobi. La demostración de esto último es algo más larga y

compleja y no la incluiremos por motivos de espacio, se puede comprobar en

[Beffa, 1994].

Finalmente, veamos que la ecuación KdV se puede obtener como variación

de Euler-Lagrange de un cierto lagrangiano. Consideremos el lagrangiano

LK dV = 1

2

∫ ∞

−∞
d x d y u(x) ε(x − y)

∂u(y)

∂t
−

∫ ∞

−∞
d x

(
1

3!
u3(x)− 1

2

(
∂u

∂x

)2)
(2.60)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange que se obtienen son

∫ ∞

−∞
d y ε(x − y)

∂u(y)

∂t
= 1

2
u2(x)+ ∂2u

∂x2 (2.61)

Derivando aquí con respecto a x obtenemos

∫ ∞

−∞
d y

∂

∂x
ε(x − y)

∂u(y)

∂t
= ∂

∂x

(
1

2
u2(x)+ ∂2u

∂x2

)
(2.62)
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que resulta ser la ecuación KdV. Nótese que el lagrangiano (2.60) resulta ser no

local debido al término ε(x − y). De hecho, no se puede obtener ningún lagran-

giano local en las variables u(x) cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange resulten en

la ecuación KdV.

3. Propiedades de las soluciones

Antes de pasar al análisis de la integrabilidad de la ecuación KdV, estudiare-

mos algunas propiedades de sus soluciones, en particular la existencia y unici-

dad de soluciones y su forma.

3.1. Unicidad de las soluciones

La primera cuestión que nos plantearemos es si la ecuación KdV dada en

(2.39) admite solución única para condiciones iniciales dadas.

Es importante remarcar que vamos a trabajar únicamente con soluciones

de energía finita (es decir, cuya variable dinámica se anula en el infinito), de

forma que dejaremos apartadas soluciones como las ondas cnoidales (solucio-

nes en términos de la función elíptica de Jacobi cn, caracterizadas por cres-

tas más estrechas y valles más planos que en soluciones sinusoidales, véase

[Korteweg y De Vries, 1895, Drazin, 1977, Dingemans, 1997]). Se puede observar

un ejemplo de estas últimas en la imagen de portada del trabajo, que representa

ondas cnoidales perpendiculares entre sí manteniendo la forma tras encontrar-

se.

Supongamos que u(x, t ) y v(x, t ) representan dos soluciones de la ecuación

KdV para las mismas condiciones iniciales. Esto es,

∂u

∂t
=u

∂u

∂x
+ ∂3u

∂x3 (3.1)

∂v

∂t
=v

∂v

∂x
+ ∂3v

∂x3 (3.2)

u(x,0) =v(x,0) = f (x) (3.3)

Entonces tendremos que

∂

∂t
(u − v) = u

∂u

∂x
− v

∂v

∂x
+ ∂3(u − v)

∂x3 (3.4)
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o, lo que es lo mismo,

∂

∂t
(u − v) = u

∂(u − v)

∂x
+ (u − v)

∂v

∂x
+ ∂3(u − v)

∂x3 (3.5)

O, renombrando w(x, t ) = u(x, t )− v(x, t ), tenemos

∂w

∂t
= u

∂w

∂x
+w

∂v

∂x
+ ∂3w

∂x3 (3.6)

Multiplicando por ω e integrando sobre x, tenemos que

d

d t

∫ ∞

−∞
d x

1

2
w2 =

∫ ∞

−∞
d x w 2

(
∂v

∂x
− 1

2

∂u

∂x

)
(3.7)

donde hemos utilizado el hecho de que u y v , y por tanto w , caen a cero en el

infinito.

Definamos ahora

E(t ) =
∫ ∞

−∞
d x

1

2
w2(x, t ) (3.8)

y

m = 2máx

∣∣∣∣∂v

∂x
− 1

2

∂u

∂x

∣∣∣∣ (3.9)

Entonces la ecuación (3.7) nos da la desigualdad

dE(t )

d t
≤ mE(t ) (3.10)

o, lo que es lo mismo,

E(t ) ≤ E(0)emt (3.11)

Claramente, como E(t ) es semidefinida positiva por definición, si E(0) se

anula también debe hacerlo E(t ).

Como u y v cumplen la misma condición inicial, nos dan para w una condi-

ción inicial

w(x,0) = u(x,0)− v(x,0) = 0 (3.12)

y por tanto

E(0) = 1

2

∫ ∞

−∞
d x w 2(x,0) = 0 (3.13)

Por tanto necesariamente tenemos que E(t ) = 0, y así en consecuencia w(x, t ) =
0 y por tanto u(x, t ) = v(x, t ) para todo x, t .

De esta forma, si existen dos soluciones para las mismas condiciones inicia-
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les, estas han de coincidir, luego la ecuación KdV admite soluciones únicas para

condiciones iniciales dadas.

3.2. Ondas viajeras y solitones

Estudiemos ahora las soluciones de onda viajera de la ecuación KdV. Asu-

mamos para ello que

u(x, t ) = u(x + ct ) = f (x + ct ) con c > 0 (3.14)

con c la velocidad de la onda viajera y f (x) la condición inicial o perfil de la onda,

de nuevo con la condición de energía finita.

Introduciendo esta forma en la ecuación KdV tenemos que:

c
∂u

∂x
= u

∂u

∂x
+ ∂3u

∂x3 (3.15)

Dado que esta ecuación solo involucra derivadas espaciales, podemos fijar

t = 0. De esta forma tenemos

c
du

d x
= d

d x

(
1

2
u2

)
+ d

d x

(
d 2u

d x2

)
(3.16)

Así, tenemos que

d 2u

d x2 + 1

2
u2 − cu = constante (3.17)

Utilizando que u(x, t ) debe anularse en el infinito obtenemos que la cons-

tante ha de ser cero. De esta forma,

d 2u

d x2 + 1

2
u2 − cu = 0 (3.18)

De esta ecuación, y multiplicando por du
d x , obtenemos

1

2

d

d x

(
du

d x

)2

+ 1

6

du3

d x
− c

2

du2

d x
= 0 (3.19)

de donde
1

2

(
du

d x

)2

+ 1

6
u3 − c

2
u2 = 0 (3.20)

donde nuevamente hemos igualado la constante a cero por la condición en el
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infinito.

Si fijamos ahora la condición inicial

du

d x
= 0 para x = 0 (3.21)

para tener así el máximo cuando t = 0 fijado en x = 0, podemos obtener la solu-

ción en una forma cerrada:

u(x) = 3c sech2
p

c

2
x (3.22)

o, lo que es lo mismo,

u(x) = 3c

cosh2
p

c
2 x

(3.23)

Figura 1: Representación gráfica de u(x) para c = 4.

Recuperando la variable temporal, tenemos

u(x, t ) = 3c sech2
p

c

2
(x + ct ) (3.24)

De esta forma encontramos que la ecuación KdV posee soluciones en forma

de ondas viajeras. Se puede observar que la onda obtenida tiene varias propie-

dades interesantes:

1. u(x, t ) → 0 cuando x →±∞ y por tanto está claramente localizada, conse-
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cuencia de nuestra condición de energía finita.

2. La onda viaja solo hacia la izquierda. De hecho, si cambiamos c →−c la

onda no viaja hacia la derecha, sino que se vuelve oscilatoria.

3. La amplitud de la onda es directamente proporcional a su velocidad. Esto

es, cuanto más alta la onda más rápido se mueve. Este efecto se observa

realmente en ondas solitarias en el agua (véase [Andriopoulos et al., 2009]).

4. La propiedad más importante es que la onda no tiene dispersión, mantie-

ne su forma al avanzar. Dado que el ansatz que impusimos fue

u(x, t ) = f (x + ct ) (3.25)

cada modo de Fourier tendría la forma

uk (x, t ) = e i k(x+ct ) f̃ (k) (3.26)

y por tanto se puede identificar la energía asociada a cada componente de onda

con

Ek =ωk = ck (3.27)

con k el número de onda asociado al modo de Fourier. Así,

Ek

k
= ωk

k
= c = cte. = dEk

dk
(3.28)

De esta forma, cada componente de la onda se mueve con la misma veloci-

dad de fase constante, que también es igual a la velocidad de grupo. En conse-

cuencia, el movimiento es no dispersivo.

Esta es precisamente la definición de una solución de solitón, una onda sin

ningún tipo de dispersión y que, por tanto, mantiene su forma al avanzar. He-

mos probado, por tanto, que la ecuación KdV admite soluciones en forma de

solitón (hecho lógico por otro lado, ya que se formuló para describir ondas soli-

tarias).

Para ejemplificar la importancia de la naturaleza no dispersiva de la solu-

ción, comparémosla con la solución de partícula libre de la ecuación de Schrö-

dinger. La ecuación de Schrödinger para partículas libres,

iħ∂ψ(x, t )

t
=− ħ2

2m

∂2ψ(x, t )

∂x2 (3.29)
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tiene como solución la función de onda

ψ(x, t ) = N(
a2 + iħt

m

)1/2
e−x2/2

(
a2+ iħt

m

)
(3.30)

donde N es una constante de normalización y a es una constante que depen-

de de la condición inicial. Podemos calcular la anchura media asociada con la

partícula libre, que tiene la forma

(∆x)2 = 1

2

(
a2 + ħ2t 2

m2a2

)
(3.31)

Observamos que la anchura media aumenta con el tiempo y por tanto el pa-

quete de onda se expande con el tiempo. Esto nos dice que incluso la solución de

partícula libre de la ecuación de Schrödinger lineal tiene naturaleza dispersiva,

y la razón tras ello yace en las componentes de Fourier de la onda.

Sabemos que en este caso

Ek =ħωk = ħ2k2

2m
(3.32)

Y por tanto para la velocidad de fase tenemos

v f =
Ek

k
= ħ2k

2m
(3.33)

mientras que para la velocidad de grupo:

vg = dEk

dk
= ħ2k

m
(3.34)

Esto es, cada componente de Fourier del paquete de onda se mueve con

una velocidad de fase diferente proporcional a su número de onda y además

esta es diferente a su velocidad de grupo. Esto lleva a una dispersión ya que las

longitudes de onda más cortas se mueven más rápido que las más largas y dan

lugar al cambio en la forma del paquete de onda.

Estudiemos brevemente la ecuación KdV sin el término no lineal:

∂u

∂t
= ∂3u

∂x3 (3.35)

Trivialmente, esta ecuación lineal lleva a una ecuación de dispersión de la
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forma

Ek =ωk = k3 (3.36)

de forma que para cualquier solución de esta ecuación obtendríamos

v f =
Ek

k
= ωk

k
= k2 (3.37)

vg = dEk

dk
= dωk

dk
= 3k2 (3.38)

Vemos que si eliminamos el término no lineal de la ecuación KdV la solución

también se vuelve dispersiva. Esto nos muestra que es el término no lineal de

la ecuación el responsable de la naturaleza no dispersiva de las soluciones en

forma de solitón.

3.3. Mecánica cuántica de los solitones

Dado que los solitones son soluciones universales en modelos integrables,

dejaremos brevemente a un lado la ecuación KdV para estudiar su mecánica

cuántica cuando actúan como potenciales.

Trataremos primero algunas características generales de los hamiltonianos

unidimensionales. Consideremos el hamiltoniano

H =−1

2
D2 + 1

2
U (x) (3.39)

y sus funciones propias φ(x) que satisfacen:

Hφ(x) =λφ(x) (3.40)

Hemos tomado masa unidad y denotamos por D el operador ∂
∂x . Si φ(x) es

no trivial podemos definir un operador

A(x) = 1p
2
φ(x)Dφ−1(x) = 1p

2

(
D −φ−1(x)(Dφ(x))

)
(3.41)

Podemos también definir el operador

A†(x) =− 1p
2
φ−1(x)Dφ(x) =− 1p

2

(
D +φ−1(x)(Dφ(x))

)
(3.42)

que de hecho si φ(x) es real resulta ser el adjunto formal de A(x). Operando,
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obtenemos que

A†(x)A(x) =
(
−1

2
D2 +φ−1(x)

(
1

2
D2φ(x)

))
(3.43)

Pero φ(x) es un estado propio del hamiltoniano y, por tanto, usando la rela-

ción (3.40) obtenemos

A†(x)A(x) = H −λI (3.44)

Así, obtenemos que el operador unidimensional H −λI siempre puede fac-

torizarse en la forma anterior con

A(x) = 1p
2

(D −W (x)) (3.45)

y

A†(x) =− 1p
2

(D +W (x)) (3.46)

con W (x) = φ−1(x)(Dφ(x)) y φ(x) el estado propio del hamiltoniano con valor

propio λ. Esta identificación induce una transformación de tipo Riccati entre

U (x) y W (x), esto es,

U (x)−2λ=W 2(x)+ (DW (x)) (3.47)

Así, hemos obtenido que para cualquier función propia φ(x) de H , el opera-

dor H −λI se factoriza. Análogamente, dada cualquier constante λ y un poten-

cial dado, si podemos encontrar una relación de tipo Riccati como la anterior,

entonces el operador H −λI se puede factorizar.

Estudiemos ahora las propiedades de A(x) y A†(x). De (3.41) obtenemos que

A(x)φ(x) = 1p
2
φ(x)D(φ−1(x)φ(x)) = 0 (3.48)

de forma que φ(x) se aniquila por A(x). En términos de W (x), obtenemos que

dφ(x)

d x
=W (x)φ(x) (3.49)

luego

φ(x) = e
∫

X W (x ′)d x ′
(3.50)

Así, conocida la forma de W (x), que exista una función φ(x) que lleve a fac-

torización depende de si la solución anterior es o no normalizable. Análogamen-
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te, podemos observar que

A†(x)φ−1(x) =− 1p
2
φ−1(x)D(φ(x)φ−1(x)) = 0 (3.51)

De esta forma, φ(x) y φ−1(x) son estados propios de valor propio cero para

los operadores A(x) y A†(x) respectivamente. Obtenemos que

A(x)A†(x) =−1

2

(
D2 +φ−1(x)(D2φ(x))−2φ−2(x)(Dφ(x))2) (3.52)

Podemos ahora usar la identidad

D2lnφ(x) =−φ−2(x)(Dφ(x))2 +φ−1(x)(D2φ(x)) (3.53)

para obtener

A(x)A†(x) =
(
−1

2
D2 + 1

2
U (x)−λ− (D2lnφ(x))

)
(3.54)

o,

A(x)A†(x) =−1

2
D2 + 1

2
Ũ (x)−λ= H̃ −λI (3.55)

con

Ũ (x) =U (x)−2
(
D2lnφ(x)

)
(3.56)

Así, si

A†(x)A(x) = H+ = H −λI (3.57)

entonces

A(x)A†(x) = H− = H̃ −λI (3.58)

Este formalismo nos permite observar que los hamiltonianos H+ y H− tie-

nen casi el mismo espectro, esto es, tienen casi los mismos valores propios. Po-

demos ver esto observando que si

H+ψ= A†(x)A(x)ψ= εψ (3.59)

entonces

A(x)A†(x)A(x)ψ= εA(x)ψ (3.60)

o, dicho de otro modo,

H−(A(x)ψ) = ε(A(x)ψ) (3.61)
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Esto implica que, si ψ(x) es un estado propio de H+ con un valor propio

no trivial ε, entonces A(x)ψ(x) es un estado propio de H− con el mismo valor

propio. Esto es, los estados propios de H+ y H− están emparejados a excepción

del estado que satisface

A(x)ψ(x) = 0 (3.62)

Es por ello que decimos que los dos hamiltonianos tienen casi el mismo es-

pectro.

Podemos expresar estos hamiltonianos en términos de W (x) de la siguiente

forma:

H+ =
(
−1

2
D2 + 1

2
W 2(x)+ 1

2
(DW (x))

)
(3.63)

H− =
(
−1

2
D2 + 1

2
W 2(x)− 1

2
(DW (x))

)
(3.64)

A modo de ejemplo aplicaremos esto al análisis del potencial

1

2
Un(x) =−n(n +1)

2
sech2x (3.65)

para determinar el espectro del hamiltoniano

Hn =−1

2
D2 − n(n +1)

2
sech2x (3.66)

donde n es un entero positivo. Si tomamos

Wn(x) =−ntanhx (3.67)

obtenemos que

W 2
n (x)+DWn(x) = n2 −n(n +1)sech2x (3.68)

y por tanto

Hn+ = Hn + n2

2
(3.69)

y análogamente

Hn− = Hn−1 + n2

2
(3.70)

De esta forma como ambos hamiltonianos tienen casi el mismo espectro, se

sigue que Hn y Hn−1 tienen casi el mismo espectro. El único valor propio que no
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comparten viene dado por (
Hn + n2

2

)
φn(x) = 0 (3.71)

lo que lleva a

En =−n2

2
(3.72)

Podemos repetir el argumento para probar que Hn−1 y Hn−2 también tienen

casi el mismo espectro excepto por el estado propio dado por(
Hn−1 + (n −1)2

2

)
φn−1 = 0 (3.73)

de forma que

En−1 =− (n −1)2

2
(3.74)

Se puede continuar con este razonamiento hasta llegar a n = 0, que se co-

rresponde con el hamiltoniano libre. De esta forma, obtenemos que los valores

propios de energía discretos de Hn vienen dados por

Ek =−k2

2
con k = 1,2, ...,n (3.75)

Así, obtenemos que el potencial (3.65) tiene exactamente n estados liga-

dos. Podemos comparar este potencial con el obtenido para la ecuación KdV en

(3.22). Es fácil observar que si c = 4 admitirá un único estado ligado y describirá

un único solitón.

Además, observamos que los estados propios de Hn y Hn−1 vienen relacio-

nados por los operadores An(x) y A†
n(x), que tienen la forma

An(x) = 1p
2

(D −Wn(x)) = 1p
2

(
∂

∂x
−Wn(x)

)
(3.76)

A†
n(x) =− 1p

2
(D +Wn(x)) =− 1p

2

(
∂

∂x
+Wn(x)

)
(3.77)

Además, como todos los Hn tienen el mismo espectro que H0, cuyas funcio-

nes propias son ondas planas, todos los estados ligados de Hn se pueden obte-

ner aplicando sucesivamente A†
n(x). Nótese que H0 es el hamiltoniano libre y

por tanto no da lugar a ninguna reflexión.

Tenemos también que los operadores A†
n(x) no intercambian las ondas pla-
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nas e±i kx . En consecuencia, los hamiltonianos Hn para cualquier entero posi-

tivo n no llevan a ninguna reflexión. En consecuencia, estos hamiltonianos se

denominan sin reflexiones. Esto concuerda con el hecho de que estos poten-

ciales corresponden a solitones, que simplemente pasan a través de ellos. Esta

propiedad será de vital importancia a la hora de buscar soluciones explícitas.

4. Integrabilidad de la ecuación

Hasta ahora hemos obtenido que la ecuación KdV admite soluciones únicas

con condiciones iniciales dadas, y que los solitones son un tipo de solución que

satisface la ecuación KdV. Por otra parte, los solitones implican la existencia de

un número infinito de cantidades conservadas. Pasaremos ahora a estudiar la

integrabilidad de la ecuación, buscando probar que posee un número infinito

de cantidades conservadas que están en involución.

4.1. Cantidades conservadas

Comenzaremos con una discusión general sobre las cantidades conservadas

en el caso de energía finita. Como ya vimos anteriormente, si Q[u] se conserva,

entonces
dQ[u]

d t
= {Q[u], H } = 0 (4.1)

Además, si expresamos de forma explícita

Q[u] =
∫ ∞

−∞
d x ρ[u(x, t )] (4.2)

entonces
dQ[u]

d t
=

∫ ∞

−∞
d x

∂ρ[u(x, t )]

∂t
= 0 (4.3)

implicaría la existencia de una ecuación de continuidad de la forma

∂ρ[u(x, t )]

∂t
+ ∂ j [u(x, t )]

∂x
= 0 (4.4)

Así, mientras que las cargas integradas son independientes del tiempo (cons-

tantes del movimiento), las densidades satisfacen ecuaciones de continuidad.

Con esta observación, podemos notar que la ecuación (2.39) tiene la forma

de ecuación de continuidad. Si comparamos (2.46) con (4.4) identificamos fácil-
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mente

ρ0[u(x, t )] = u(x, t )

j0 =−
(

1

2
u2 + ∂2u

∂x2

)
(4.5)

Así, identificamos que

Q0 = H0 =
∫ ∞

−∞
d x ρ0[u(x, t )] =

∫ ∞

−∞
d x u(x, t ) (4.6)

es una constante del movimiento. Para conveniencia futura, redefiniremos

ρ0[u(x, t )] = 3u(x, t )

H0 =
∫ ∞

−∞
d x ρ0[u(x, t )] = 3

∫ ∞

−∞
d x u(x, t ) (4.7)

Por otra parte si multiplicamos la ecuación (2.39) por u y operamos tenemos

que
∂

∂t

(
1

2
u2

)
= ∂

∂x

(
1

3
u3 − 1

2

(
∂u

∂x

)2

+u
∂2u

∂x2

)
(4.8)

Así, obtenemos una segunda ecuación de continuidad, en la que podemos

identificar

ρ1[u(x, t )] = 1

2
u2

j1 =−1

3
u3 + 1

2

(
∂u

∂x

)2

−u
∂2u

∂x2 (4.9)

y obtener así una segunda constante del movimiento, dada por

H1 =
∫ ∞

−∞
d x

1

2
(u(x, t ))2 (4.10)

Además, obtuvimos la forma (2.47) para el hamiltoniano de la ecuación. Así,

dado que se cumple
d HK dV

d t
= {HK dV , HK dV } = 0 (4.11)

podemos identificar

H2 = HK dV =
∫ ∞

−∞
d x

(
1

3!
u3 − 1

2

(
∂u

∂x

)2)
(4.12)
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como una tercera constante del movimiento.

De esta forma, tomando el corchete de Poisson que ya vimos en (2.53),

{u(x, t ),u(y, t )} = ∂

∂x
δ(x − y) (4.13)

podemos identificar H2 como el generador de las traslaciones temporales y, por

tanto, como la energía ya que

{u(x, t ), H2} = ∂u

∂t
(4.14)

Análogamente, se puede ver H1 como el momento, ya que genera las trasla-

ciones espaciales:

{u(x, t ), H1} =
∫ ∞

−∞
d y {u(x, t ),

1

2
u2(y, t )} =

∫ ∞

−∞
d y u(y, t )

∂

∂x
δ(x − y) = ∂u(x, t )

∂x
(4.15)

Se puede ver mediante un cálculo directo que las tres cantidades están en

involución.

Las tres cantidades conservadas obtenidas son las únicas que se pueden

construir de forma sencilla y directa, e históricamente se llegaron a construir

once cantidades conservadas por cálculo directo, hasta que mediante el trabajo

de Miura y Kruskal se llegó a probar la existencia de un número infinito de ellas

(véase [Gardner et al., 1967]).

El método empleado, conocido como transformación de Miura, es un méto-

do relativamente sencillo y lo estudiaremos a continuación.

4.2. Transformación de Miura

Este método nos permitirá construir sistemáticamente todas las cantidades

conservadas de la ecuación KdV. Para ello, construiremos una segunda ecuación

relacionada con la que estamos estudiando, que se conoce como ecuación KdV

modificada o ecuación MKdV:

∂v

∂t
= v2 ∂v

∂x
+ ∂3v

∂x3 (4.16)

El motivo de su nombre es que se puede obtener a partir de la KdV a través

de una transformación de Riccati:

u(x, t ) = v2(x, t )+ i
p

6
∂v

∂x
(4.17)
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Introduciendo esta transformación en la ecuación (2.39) obtenemos(
2v + i

p
6
∂

∂x

)
∂v

∂t
=

(
2v + i

p
6
∂

∂x

)(
v2 ∂v

∂x
+ ∂3v

∂x3

)
(4.18)

Así, hemos obtenido que toda solución de la ecuación MKdV nos dará au-

tomáticamente una solución de la ecuación KdV sin más que utilizar la trans-

formación de Riccati. De esta forma, toda cantidad conservada en la ecuación

MKdV nos dará una cantidad conservada en la ecuación KdV, y por tanto si po-

demos probar que es integrable, la ecuación KdV también lo será.

Es interesante notar que las simetrías de ambas ecuaciones no coinciden.

Por ejemplo, hemos visto que la ecuación KdV es invariante galileana, mientras

que la ecuación MKdV no lo es. Por ejemplo, aplicando la transformación

t →t

x →x + 3

2ε2 t

u →u + 3

2ε2

v → εp
6

v +
p

6

2ε
(4.19)

la ecuación KdV es invariante pero la ecuación MKdV no. De hecho, bajo esta

transformación tenemos que

∂v

∂t
=

(
ε2

6
v2 + v

)
∂v

∂x
+ ∂3v

∂x3 (4.20)

Podemos observar que esta ecuación es una mezcla de ambas ecuaciones,

ya que cuando ε= 0 se reduce a la ecuación KdV con v(x, t ) como variable diná-

mica, mientras que en el límite ε→∞ y bajo un reescalado v → εp
6

v la ecuación

recupera la forma MKdV.

Podíamos haber hecho esta observación simplemente aplicando (4.19) a la

transformación (4.17), y observando el comportamiento con ε.

Notemos por otra parte que si tenemos factores complejos no reales esto es

simplemente por nuestra elección de coeficientes en cada ecuación y no tiene

repercusión física.
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4.3. Número infinito de cantidades conservadas

Con esto estamos en situación de probar que la ecuación KdV tiene un nú-

mero infinito de cantidades conservadas. Hemos observado que si v(x, t ) es una

solución de la ecuación generalizada

∂v

∂t
=

(
ε2

6
v2 + v

)
∂v

∂x
+ ∂3v

∂x3 = ∂

∂x

(
ε2

18
v3 + 1

2
v2 + ∂2v

∂x2

)
(4.21)

entonces da también una solución de la ecuación KdV a través de la relación

u(x, t ) = ε2

6
v2 + v + iε

∂v

∂x
(4.22)

Además, podemos observar que la ecuación (4.21) está en forma de ecuación

de continuidad, de forma que

dK

d t
= d

d t

∫ ∞

−∞
d x

∂v(x, t )

∂t
= 0 (4.23)

Así, podemos identificar

K =
∫ ∞

−∞
d x ρ[v(x, t )] (4.24)

con

ρ[v(x, t )] = v(x, t ) (4.25)

Observemos ahora que dado que u(x, t ) está relacionada con v(x, t ) a tra-

vés de la relación no lineal generalizada (4.22), podemos invertirla formalmente

para expandir v(x, t ) en términos de u(x, t ) como

v(x, t ) =
∞∑

n=0
εn vn[u(x, t )] (4.26)

Vemos de aquí que las vn[u(x, t )] serían las densidades conservadas de la

ecuación KdV, ya que cada potencia de ε debe satisfacer de forma independiente

una ecuación de continuidad.

Sin embargo, una densidad conservada no debe ser una derivada total, ya

que en ese caso llevaría a una cantidad conservada trivial. Por tanto, debemos

comprobar que esta expansión de v en términos de u no es trivial. Así, tomando

la relación

u = v + iε
∂v

∂x
+ ε2

6
v2 (4.27)
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es relevante preguntarse si invirtiéndola obtendremos términos polinómicos

puros en u, ya que estos términos no pueden expresarse como derivadas to-

tales. Observemos que incluso si v fuera un polinomio puro en u,
∂v

∂x
llevaría a

términos
∂u

∂x
y por tanto para estudiar esto podemos ignorar el segundo término

de la derecha en la ecuación. Así, estudiaremos si la ecuación

u = v + ε2

6
v2 (4.28)

admite que v esté expresado completamente en términos de polinomios en u.

Nótese que usando esta relación, tenemos que

u + 6

4ε2 =
(p

6

2ε
+ εp

6
v

)2

(4.29)

y por tanto

v = 3

ε2

[(
1+ 2

3
ε2u

)1/2

−1

]
(4.30)

De esta forma, observamos que v tiene términos polinómicos puros en u y

además que estos son de potencia par en ε.

Probemos ahora que las potencias impares de ε en la expansión de v son

derivadas totales y por tanto triviales. De (4.22) obtenemos que en general v es

complejo aunque u sea real. Así, descompongamos

v = y + i z (4.31)

con y y z reales. Expresando (4.22) en función de las nuevas variables tenemos

que

u = y + i z + iε
∂

∂x
(y + i z)+ ε2

6
(y2 − z2 +2i y z) (4.32)

Como u es real, tenemos que

z +ε∂y

∂x
+ ε2

3
y z = 0 (4.33)

o lo que es lo mismo

z =−3

ε

∂

∂x
ln

(
1+ ε2

3
y

)
(4.34)

Esto muestra que la parte imaginaria de v es una derivada pura e involucra

términos que tienen potencia explícitamente impar en ε.
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Aunque este argumento prueba que la parte imaginaria de v es de potencias

impares en ε y es una derivada total, no es claro que no existan potencias im-

pares de ε en la parte real de v . Veremos que esto es así por las propiedades de

escala de distintas cantidades.

Conocemos el comportamiento de escala de x y u de la primera sección, y

podemos obtener el de ε y v de la ecuación (4.22). Esto nos da las dimensiones

de escala

[u] = 1

[v] = 1

[x] =−1

2

[ε] =−1

2
(4.35)

De esta forma es claro que cualquier término con una potencia impar de ε

ha de tener necesariamente un número impar de derivadas también ya que v

tiene dimensión entera. Pero un término de derivada lleva necesariamente un

factor de i como se observa en la ecuación (4.22), y por tanto el término ha de

ser imaginario. Con el mismo argumento las partes reales deben ser todas de

potencia par en ε, lo que lleva a cantidades conservadas no triviales.

Podemos ahora construir las cantidades conservadas. Sustituyendo la ex-

pansión de v[u] en la relación (4.22) obtenemos

u =
∞∑

n=0
εn

[
vn + i

∂vn−1

∂x
+ 1

6

n−2∑
m=0

vn−m−2vm

]
(4.36)

donde asumimos v−1 = v−2 = 0.

Como u es independiente de ε, comparando los términos ε0 obtenemos

u = v0 (4.37)

Igualando a cero los coeficientes de los términos dependientes de ε obtene-

mos

vn + i
∂vn−1

∂x
+ 1

6

n−2∑
m=0

vn−m−2vm = 0 (4.38)

Esto nos da una relación de recurrencia entre las distintas cantidades con-
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servadas que nos permiten construirlas recursivamente sobre u, obteniendo

v1 + i
∂v0

∂x
= 0 ⇒ v1 =−i

∂u

∂x
(4.39)

v2 + i
∂v1

∂x
+ 1

6
v2

0 ⇒ v2 =−1

6
u2 − ∂2u

∂x2 (4.40)

y se continúa construyendo de la misma forma,

v3 = i
∂

∂x

(
1

3
u2 + ∂2u

∂x2

)
(4.41)

v4 = 1

3

(
1

6
u3 − 1

2

(
∂u

∂x

)2)
+ ∂2

∂x2

(
1

2
u2 + ∂2u

∂x2

)
(4.42)

Observemos que, como obtuvimos antes, las potencias impares de ε dan lu-

gar a términos imaginarios que son derivadas totales. Los términos reales, que

son coeficientes de las potencias pares de ε, contienen monomios puros de u y

por tanto no son derivadas totales.

Recordemos también que a las densidades conservadas se les puede añadir

arbitrariamente constantes multiplicativas y sumarles derivadas totales. De esta

forma, es claro que tenemos que

ρ0 = 3v0 = 3u

ρ1 =−3v2 = 1

2
u2 +derivadas totales

ρ2 = 3v4 = 1

6
u3 − 1

2

(
∂u

∂x

)2

+derivadas totales (4.43)

Comparando con lo obtenido en (4.7), (4.9) y (4.12) podemos observar que

las cantidades conservadas que habíamos obtenido no son más que las tres pri-

meras densidades no triviales en la expansión en serie de potencias en ε. Toma-

remos la n-ésima densidad conservada como

ρn = 3(−1)n v2n (4.44)

de forma que la cantidad conservada será

Hn =
∫ ∞

−∞
d x ρn = 3(−1)n

∫ ∞

−∞
d x v2n (4.45)
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Notemos que el comportamiento de escala de las vn se puede calcular con

facilidad. Dado que [
∂

∂x

]
= 1

2
(4.46)

tenemos que

[vn] = [vn−1]+ 1

2
(4.47)

Dado que [v0] = [u] = 1, se sigue que

[vn] = n

2
+1 (4.48)

y por tanto

[ρn] = [v2n] = n +1 (4.49)

Esto prueba que existe un infinito numerable de cantidades conservadas ca-

da una de las cuales tiene una ley potencial entera distinta. Se puede comprobar,

aunque de forma más complicada, que las cantidades conservadas para cada

entero son únicas salvo constantes multiplicativas y sumas de derivadas totales.

Además, dado que cada cantidad conservada tiene un comportamiento de

escala diferente, son independientes trivialmente.

4.4. Cantidades en involución e integrabilidad

Hasta ahora hemos probado dos de los tres requerimientos para que el siste-

ma KdV sea integrable: que existe un número infinito de cantidades conservadas

y que son independientes. Solo nos queda probar que están en involución.

Lo primero que probaremos es que las cantidades conservadas dadas por

(4.7), (4.9) y (4.12) satisfacen la relación funcional(
D3 + 1

3
(Du +uD)

)
δHn−1

δu(x)
= D

δHn

δu(x)
con n = 0,1,2 (4.50)

con D como siempre el operador derivada respecto a x.

Claramente, esta relación se cumple para n = 0 si tomamos H−1 = 0. Para

n = 1, tenemos que (
D3 + 1

3
(Du +uD)

)
δH0

δu(x)
= D

δH1

δu(x)
(4.51)

Operando obtenemos fácilmente que ambos lados de la ecuación son igua-

les a Dx u(x), por lo que se cumple.
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Finalmente, para n = 2 tenemos(
D3 + 1

3
(Du +uD)

)
δH1

δu(x)
= D

δH2

δu(x)
(4.52)

En este caso y por un procedimiento análogo al anterior obtenemos que am-

bos lados de la ecuación son iguales a D3
x u(x)+u(x)Dx u(x), por lo que también

se cumple la relación.

Esto nos lleva a pensar que tal vez todas las cantidades conservadas sigan

una relación funcional recursiva similar. Veremos que se puede tomar el hamil-

toniano de forma que se cumpla que(
D3

x +
1

3
(Dx u(x)+u(x)Dx )

)
δHn−1

δu(x)
= Dx

δHn

δu(x)
∀n ∈N (4.53)

Se puede probar fácilmente por inducción. Supongamos que la relación de

recurrencia anterior se cumple para n = 1,2, ...,m con m fijo. Entonces la identi-

dad cuando n = m es(
D3

x +
1

3
(Dx u(x)+u(x)Dx )

)
δHm−1

δu(x)
= Dx

δHm

δu(x)
(4.54)

Pero, como Hm es una cantidad conservada, se tiene

d Hm

d t
= 0 (4.55)

Se puede calcular esta evolución temporal como

d Hm

d t
= {Hm , H2}1 (4.56)

donde

{u(x),u(y)}1 = Dxδ(x − y) (4.57)

Podemos calcularla también con la segunda relación de corchetes de Pois-

son obtenida en (2.58), es decir,

d Hm

d t
= {Hm , H1}2 (4.58)

donde

{u(x),u(y)}2 =
(
D3

x +
1

3
(Dx u(x)+u(x)Dx )

)
δ(x − y) (4.59)

37



Usando esta última forma obtenemos

d Hm

d t
=−

∫ ∞

−∞
d x

(
D3

x +
1

3
(Dx u(x)+u(x)Dx )

)
δHm

δu(x)
u(x) (4.60)

y como Hm debe ser una cantidad conservada, esta integral debe anularse, y por

tanto el integrando ha de ser una derivada total. Esto solo se cumple si(
D3

x +
1

3
(Dx u(x)+u(x)Dx )

)
δHm

δu(x)
= Dx

δKm

δu(x)
(4.61)

Se observa fácilmente que Km ha de ser de escala una potencia mayor que

Hm . Se puede probar también que Km se conserva. Así, dado que existe una úni-

ca cantidad conservada para cada comportamiento de escala, podemos identi-

ficar

Km = Hm+1 (4.62)

de forma que (
D3

x +
1

3
(Dx u(x)+u(x)Dx )

)
δHm

δu(x)
= Dx

δHm+1

δu(x)
(4.63)

Así, hemos probado que si la relación de recurrencia es válida para n = 1,2,3, ...,m

también lo es para n = m + 1. Por inducción, por tanto, se cumple para todo

n ∈N. Esta relación nos permitirá probar que las cantidades conservadas están

en involución.

Utilizándola, es directo comprobar que

{Hn , Hm}1 = {Hn−1, Hm+1}1 (4.64)

Iterando, probamos que

{Hn , Hm}1 = {Hm , Hn}1 = 0 (4.65)

Esto demuestra que todas las cantidades conservadas además de ser inde-

pendientes están en involución. La demostración utilizando el segundo corche-

te de Poisson es análoga.

De esta forma, por el teorema de Liouville probamos que la ecuación KdV es

integrable. Además, dado que la ecuación MKdV comparte las mismas cantida-

des conservadas, también hemos obtenido que es integrable.
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4.5. Ecuaciones de mayor orden jerárquico

Hemos visto que la ecuación KdV tiene un número infinito de cantidades

conservadas Hn con n ∈N tales que

{Hn , Hm}1 = {Hn , Hm}2 = 0 (4.66)

y que además están en involución con respecto a los corchetes de Poisson aso-

ciados a la ecuación. También obtuvimos que las cantidades conservadas satis-

facen la relación de recurrencia (4.53).

Esto explica por qué la ecuación KdV se puede escribir de dos maneras dife-

rentes, como ya hemos visto, con las distintas estructuras de Poisson.

De hecho, cada una de las cantidades conservadas se puede ver como un

hamiltoniano y genera su propia ecuación de evolución dada por

∂u

∂t
= {u(x), Hn}2 =

(
D3 + 1

3
(Du +uD)

)
δHn

δu(x)
= D

δHn+1

δu(x)
= {u(x), Hn+1}1 (4.67)

Estas se conocen como ecuaciones de orden mayor de la jerarquía KdV (véa-

se [Gesztesy y Holden, 2003]). De hecho, todo sistema integrable debe estar do-

tado de una estructura jerárquica de ecuaciones de evolución. Además, dado

que los Hn están en involución, cada ecuación en la jerarquía comparte las mis-

mas cantidades conservadas y es integrable.

Esto nos permite pensar en u como función de un número infinito de varia-

bles de tiempo,

u = u(x, t0, t1, t2, ...) (4.68)

donde los tn representan parámetros de evolución con respecto al hamilto-

niano Hn (se corresponderían con las variables de acción del modelo, tal y como

vimos al principio del trabajo). Así, para una ecuación de evolución dada en la

jerarquía, solo cambia el parámetro de tiempo correspondiente mientras que

los demás permanecen constantes.

Además, dado que los Hn están en involución es fácil ver que los diferentes

flujos conmutan. Dicho de otro modo, si hacemos evolucionar el sistema en tn

durante un tiempo ∆tn y luego en tm durante un tiempo ∆tm el resultado será

el mismo que si hubiéramos evolucionado primero por tm y luego por tn .
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La primera ecuación de la jerarquía KdV será la ecuación

∂u

∂t
= D

δH1

δu(x)
= ∂u

∂x
(4.69)

que no es otra que la ecuación de una partícula quiral u onda quiral en el sen-

tido de que describe una onda moviéndose únicamente hacia la izquierda. Esta

característica de ser quirales es común a la jerarquía KdV, como ya hemos visto

anteriormente.

5. Problema de valor inicial

Hasta ahora hemos conseguido demostrar que la ecuación KdV con condi-

ción de energía finita es integrable y hemos obtenido ciertas propiedades de sus

soluciones, pero no hemos podido desarrollar un método que nos permita re-

solver la ecuación para condiciones iniciales dadas.

Existen métodos ampliamente conocidos que permiten resolver con facili-

dad sistemas hamiltonianos lineales con condiciones iniciales; la transformada

de Laplace, por ejemplo, transforma la ecuación en derivadas parciales en una

ecuación diferencial ordinaria que posteriormente podemos resolver. La trans-

formada de Fourier, por su parte, la transforma en una ecuación algebraica, fá-

cilmente resoluble. Sin embargo, en sistemas no lineales como el que nos ocupa

estos métodos no son aplicables.

Necesitaremos métodos más ingeniosos para poder resolver la ecuación KdV.

El método con el que se resolvió por primera vez, desarrollado expresamente

para resolver la ecuación KdV, se convirtió posteriormente en el método están-

dar para resolver sistemas no lineales. Se conoce como teoría de la dispersión

inversa (véase [Ablowitz y Clarkson, 1991]).

En esta sección profundizaremos un poco en las soluciones de la ecuación

antes de entrar más adelante en la teoría de la dispersión inversa.

5.1. La ecuación de Schrödinger

Consideraremos la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo, des-

crita por
∂2ψ

∂x2 +
(

1

6
u(x, t )+λ

)
ψ= 0 (5.1)
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donde u(x, t ) es la variable KdV que satisface

∂u

∂t
= u

∂u

∂x
+ ∂3u

∂x3 (5.2)

La variable t de u(x, t ) no es la variable de tiempo de la ecuación de Schrö-

dinger, sino que la consideraremos un parámetro que caracteriza el potencial.

Por su parte, λ es el valor propio de energía y ψ la función propia correspon-

diente, siendo las dos en general dependientes de t .

Más adelante incidiremos más en el razonamiento detrás de la inclusión de

la ecuación de Schrödinger. Por el momento, observemos que podemos utilizar

la ecuación de Schrödinger para sustituir u en función de ψ en la ecuación KdV.

Observamos de la ecuación de Schrödinger que

u(x, t ) =−6

(
λ+ ψxx

ψ

)
(5.3)

donde, como es habitual, el subíndice indica la derivación respecto a esa varia-

ble.

Usando esta relación, podemos obtener meramente operando que

ut =− 6

ψ2

(
λtψ

2 + ∂

∂x
ψ2 ∂

∂x

(
ψt

ψ

))
(5.4)

ux =− 6

ψ2

∂

∂x
ψ2 ∂

∂x

(
ψx

ψ

)
(5.5)

Con un poco más de cálculo pero igualmente directo, obtenemos

3uux =− 6

ψ2

∂

∂x
ψ2 ∂

∂x

(
uψx

ψ

)
−12λux + 6uxxψx

ψ
(5.6)

y sustituyendo la fórmula obtenida para ux tenemos

uux =− 6

ψ2

∂

∂x
ψ2 ∂

∂x

((
1

3
u −4λ

)
ψx

ψ

)
+ 2uxxψx

ψ
(5.7)

De forma similar, podemos calcular

uxxx =− 6

ψ2

∂

∂x
ψ2 ∂

∂x

(
ψxxx

ψ
+

(
1

6
u +λ

)
ψx

ψ

)
−2

ψx uxx

ψ
(5.8)
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Así, podemos expresar la ecuación KdV,

ut −uux −uxxx = 0 (5.9)

en función de la función de onda de la ecuación de Schrödinger de la siguiente

forma

λtψ
2 − ∂

∂x
ψ2 ∂

∂x

((
ψxxx −ψt +

(1
2 u −3λ

)
ψx

)
ψ

)
= 0 (5.10)

Integrando sobre x y utilizando el hecho de que la función de ondaψ se anu-

la en el infinito tanto para los estados ligados como para los estados oscilatorios

obtenemos

λt = 0 (5.11)

Este hecho es importante, hemos obtenido que si u(x, t ) evoluciona de acuer-

do a la ecuación KdV, los valores propios de la ecuación de Schrödinger con

u(x, t ) como potencial son independientes del parámetro t . Como λt se anu-

la, la ecuación (5.10) nos da

∂

∂x

((
ψxxx −ψt +

(1
2 u −3λ

)
ψx

)
ψ

)
= 0 (5.12)

Usando la ecuación de Schrödinger nuevamente, podemos expresarlo como

∂

∂x

(
ψt + 1

6 uxψ+4λψx − 1
3 uψx

ψ

)
= 0 (5.13)

Por tanto, tenemos que

ψt + 1
6 uxψ+4λψx − 1

3 uψx

ψ
= cte. (5.14)

Dado que la constante no depende de x, se puede determinar de comporta-

mientos asintóticos.

5.2. Evolución temporal de los parámetros de dispersión

Separaremos el análisis en estados ligados y estados dispersivos.
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5.2.1. Estados ligados

λ=−κ2 < 0 (5.15)

Dado que obtuvimos que λt = 0, la evolución en el parámetro t debe re-

presentar una simetría unitaria del sistema de Schrödinger. Por tanto, podemos

estudiar el sistema en t = 0. En este caso, sabemos que las funciones de onda de

los estados ligados decaen exponencialmente en la forma

ψ(x) −−−−→
x→∞ e−κx (5.16)

Además, sabemos que la variable KdV cumple

u(x, t ) −−−−→
x→∞ 0 (5.17)

Así, tenemos que

ψt + 1
6 uxψ+4λψx − 1

3 uψx

ψ
−−−−→
x→∞ 4λ

ψx

ψ
=−4λκ= 4κ3 (5.18)

Así, tenemos determinada la constante, y la evolución deψ(x, t ) con respec-

to a t resulta

ψt + 1

6
uxψ+4λψx − 1

3
uψx −4κ3ψ= 0 (5.19)

Multiplicando por ψ e integrando sobre x obtenemos

0 = d

d t

∫ ∞

−∞
d x

(
1

2
ψ2

)
+2λ

∫ ∞

−∞
d x

∂ψ2

∂x
− 1

6

∫ ∞

−∞
d x

∂(uψ2)

∂x

+ 1

3

∫ ∞

−∞
d x uxψ

2 −4κ3
∫ ∞

−∞
d x ψ2 (5.20)

Recordemos que todas las derivadas totales se anulan bajo integración. Ade-

más, podemos observar en la ecuación (5.5) que uxψ
2 tiene forma de derivada

total y por tanto también se anula bajo integración. Así, si definimos para los

estados ligados

c−1(t ) =
∫ ∞

−∞
d x ψ2(x, t ) (5.21)
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la ecuación (5.20) nos da la ecuación de evolución

dc−1(t )

d t
= 8κ3c−1(t ) (5.22)

de forma que

c−1(t ) = c−1(0)e8κ3t (5.23)

y

c(t ) = c(0)e−8κ3t (5.24)

Esto nos determina la evolución de la función de onda de los estados ligados

con t .

5.2.2. Estados dispersivos

λ= k2 ≥ 0 (5.25)

En este caso, las funciones de onda tendrán la forma asintótica

ψ(x, t ) −−−−−→
x→−∞ e i kx +R(k, t )e−i kx

ψ(x, t ) −−−−−→
x→+∞ T (k, t )e i kx (5.26)

donde estamos considerando una onda plana que incide desde la izquierda y

R(k, t ) y T (k, t ) representan los coeficientes de reflexión y transmisión respecti-

vamente. Para que la función de onda sea unitaria se requiere la condición

|R(k, t )|2 +|T (k, t )|2 = 1 (5.27)

En este caso, podemos también calcular la constante por el comportamiento

asintótico

ψt + 1
6 uxψ+4λψx − 1

3 uψx

ψ
−−−−−→
x→−∞

(Rt −4iλkR)e−i kx +4iλk e i kx

e i kx +Re−i kx
(5.28)

Para que esto sea constante es necesario que

Rt −4iλkR = 4iλkR (5.29)
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lo que implica

R(k, t ) = R(k,0)e8i k3t (5.30)

Por tanto, es fácil determinar la constante.

ψt + 1
6 uxψ+4λψx − 1

3 uψx

ψ
= 4i k3 (5.31)

Evaluando el comportamiento asintótico en +∞ de manera análoga, obte-

nemos que

ψt + 1
6 uxψ+4λψx − 1

3 uψx

ψ
−−−−−→
x→−∞

Tt e i kx +4iλkTe i kx

Te i kx
(5.32)

Igualando a la constante anterior, obtenemos la condición Tt = 0 y por tanto

T (k, t ) = T (k,0).

Así, hemos obtenido que si el potencial en la ecuación de Schrödinger evo-

luciona de acuerdo a la ecuación KdV, los coeficientes de reflexión y transmisión

evolucionan en la forma

R(k, t ) =R(k,0)e8i k3t

T (k, t ) =T (k,0) (5.33)

Además, cada normalización de los estados ligados evoluciona también de

una forma sencilla

cn(t ) =
(∫

d x ψ2
n(x, t )

)−1

= cn(0)e−8κ3
n t (5.34)

para cada estado ligado con energía −κ2
n .

5.3. La ecuación de Gelfand-Levitan

Dado un potencial en la ecuación de Schrödinger, este determina unívoca-

mente los coeficientes de reflexión y transmisión, así como los estados ligados,

que están especificados por los cn y los κn . Análogamente, si tenemos estas can-

tidades también podemos determinar el potencial unívocamente.

De esta forma, en principio, dada una condición inicial de la ecuación KdV

u(x,0) tendremos determinados R(k,0), T (k,0), κn y cn(0) de forma única, pero

como conocemos la evolución de todas estas cantidades podemos calcularlas en
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cualquier tiempo y así determinar unívocamente el potencial u(x, t ), que será la

solución de la ecuación KdV correspondiente al valor inicial u(x,0) dado.

Para determinar el potencial a partir del conocimiento de los estados liga-

dos y los coeficientes de reflexión y transmisión tenemos que resolver la ecua-

ción de Gelfand-Levitan (véase [Marchenko, 2011]). Sea K (x, y) la solución de la

ecuación

K (x, y)+B(x + y)+
∫ ∞

x
d z K (x, z)B(y + z) = 0, y ≥ x (5.35)

con

B(x) = 1

2π

∫ ∞

−∞
dk R(k)e i kx +

N∑
n=1

cne−κn x (5.36)

donde N es el número total de estados ligados del sistema.

Podemos obtener entonces el potencial a partir de K (x, y) de la forma

1

6
u(x) = 2

∂

∂x
K (x, x) (5.37)

Podemos observar que cualquiera de las cantidades involucradas en la ecua-

ción integral pueden en principio depender de parámetros pasivos como t en

el caso de la ecuación KdV. Nótese también que en general la ecuación no tie-

ne por qué tener solución en forma cerrada. No obstante, si el potencial no

presenta reflexión, entonces siempre existirá solución en forma cerrada (véase

[Koelink, 2008]).

5.4. Aplicación del método

Para ver cómo funciona el método, lo aplicaremos al estudio de la ecua-

ción KdV en la configuración de un único solitón, que, como habíamos visto

en (3.22), para c = 4 es

u(x,0) = 12 sech2x (5.38)

La ecuación de Schrödinger para t = 0 será

∂2ψ

∂x2 +2 sech2x ψ=−λψ (5.39)

Como ya vimos en el párrafo 3.3, este potencia admite un único estado liga-

do con energía

κ2 =−λ= 1 (5.40)
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de forma que κ=±1. La solución del estado ligado será

ψ(x) = 1

2
sechx (5.41)

Elegimos esta normalización para la función de onda de forma que su com-

portamiento asintótico será

ψ(x) −−−−−→
x→−∞ ex

ψ(x) −−−−→
x→∞ e−x (5.42)

Se puede comprobar de forma directa por mera sustitución que la función

de onda que hemos tomado es solución de la ecuación de Schrödinger con el

valor propio adecuado por mera sustitución.

La constante de normalización en este caso será

c(0) =
(

1

4

∫ ∞

−∞
d x sech2x

)−1

= 2 (5.43)

Así, la evolución temporal de la constante será

c(t ) = 2e−8t (5.44)

Por otra parte, hemos obtenido que los potenciales de solitones no presen-

tan reflexión, por lo que

R(k, t ) = R(k,0) = 0 (5.45)

Dado que el coeficiente de transmisión no juega un papel directo en la ecua-

ción de Gelfand-Levitan, no lo estudiaremos con detalle.

Con lo obtenido, tenemos que la ecuación (5.36) tomará la forma

B(x, t ) = 2e−8t−x (5.46)

De esta forma, la ecuación integral de Gelfand-Levitan tomará la forma

K (x, y, t )+2e−8t−x−y +2
∫ ∞

x
d z K (x, z, t )e−8t−y−z = 0 (5.47)

Es claro que la solución será de la forma

K (x, y, t ) =ω(x, t )e−y (5.48)
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Introduciéndola en la ecuación, obtenemos fácilmente que

ω(x, t ) =− 2e−8t−x

1+e−8t−2x (5.49)

Por tanto,

K (x, y, t ) =− 2e−8t−x−y

1+e−8t−2x (5.50)

de forma que

K (x, x, t ) =−2+ 2

1+e−8t−2x (5.51)

Y así, usando la ecuación (5.37) tenemos que

u(x, t ) = 12 sech2(x +4t ) (5.52)

que coincide con la solución que ya obtuvimos en (3.24) y representa una onda

que viaja solo hacia la izquierda.

Sin embargo, la importancia del método radica en que se puede aplicar a

cualquier configuración inicial arbitraria para obtener explícitamente la solu-

ción.

6. Teoría de la dispersión inversa

En la sección anterior, hemos utilizado el método de la dispersión inversa

para resolver la ecuación KdV (y ecuaciones diferenciales no lineales en general)

pero no hemos profundizado en la base del método.

Podemos preguntarnos los motivos por los que un sistema no lineal como el

que nos ocupa está controlado por un sistema lineal. Además, tampoco hemos

profundizado en la razón física detrás de la ecuación de Schrödinger.

Por otra parte, en este formalismo hemos dejado completamente aparte las

cantidades conservadas, y no hemos visto una forma clara de obtenerlas ni qué

papel juegan en el sistema.

En esta sección intentaremos entender un poco más el trasfondo del método

desde la base de la teoría de la dispersión.
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6.1. Dispersión en una dimensión

Consideremos el problema de dispersión en una dimensión para la ecuación

∂2ψ

∂x2 + (q(x)+k2)ψ= 0 (6.1)

Supondremos que el potencial q(x) es real y decae lo bastante rápido en el

infinito, aunque no nos preocuparemos en exceso por su comportamiento asin-

tótico respecto a la existencia de soluciones. Básicamente, supondremos que el

problema está bien definido y que existe una solución.

Podemos observar que el problema que tratamos de la ecuación de Schrö-

dinger con potencial KdV se obtiene sin más que identificar

q(x) = 1

6
u(x) (6.2)

Consideraremos una onda plana que incide desde la izquierda. Tendremos

entonces una función de onda que se comportará asintóticamente de la forma

ψ(x,k) −−−−−→
x→−∞ e i kx +R(k)e−i kx

ψ(x,k) −−−−→
x→∞ T (k)e i kx (6.3)

donde, como sabemos, R(k) y T (k) son los coeficientes de reflexión y transmi-

sión respectivamente.

Para el estudio del comportamiento analítico de R(k) y T (k) introduciremos

las funciones de Jost, que son soluciones de la ecuación (6.1) que satisfacen las

condiciones de contorno

f (x,k) −−−−→
x→∞ e i kx

g (x,k) −−−−−→
x→−∞ e−i kx (6.4)

Observando la forma de la ecuación de Schrödinger (6.1), podemos ver que

para k real, si f (x,k) es solución también lo es f ∗(x,k). Por el comportamiento

asintótico, vemos también que

f ∗(x,k) = f (x,−k) (6.5)

y por tanto es linealmente independiente de f (x,k). Se puede observar fácil-

mente calculando el wronskiano, que es independiente de x y por tanto se pue-
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de evaluar en las formas asintóticas como

[ f (x,k), f (x,−k)] = ∂ f (x,k)

∂x
f (x,−k)− f (x,k)

∂ f (x,−k)

∂x
= 2i k (6.6)

Análogamente, se puede ver que

g∗(x,k) = g (x,−k) (6.7)

es una solución linealmente independiente de g (x,k) y que

[g (x,k), g (x,−k)] =−2i k (6.8)

Como la ecuación de Schrödinger es una ecuación diferencial de segundo

orden, se puede expresar cualquier solución como combinación lineal de los

pares f (x,k) y f (x,−k) o g (x,k) y g (x,−k). En particular, tenemos que

f (x,k) = a(k)g (x,−k)+b(k)g (x,k)

g (x,k) = ã(k) f (x,−k)+ b̃(k) f (x,k) (6.9)

Las funciones coeficientes se pueden calcular fácilmente en términos de los

wronskianos como

a(k) = ã(k) = 1

2i k
[ f (x,k), g (x,k)]

b(k) =− 1

2i k
[ f (x,k), g (x,−k)]

b̃(k) =− 1

2i k
[ f (x,−k), g (x,k)] (6.10)

Tenemos por tanto que

b(k) =−b̃(−k) (6.11)

Observemos también que como se cumple f ∗(x,k) = f (x,−k) y g∗(x,k) =
g (x,−k), los coeficientes deben satisfacer

a∗(k) = a(−k)

b∗(k) = b(−k) (6.12)
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Además, para la consistencia de las relaciones se necesita que

b(k)b̃(k)+a(k)ã(−k) = 1 (6.13)

o, lo que es lo mismo,

|a(k)|2 = 1+|b(k)|2 (6.14)

Así, es claro que a(k) no puede tener ningún cero para valores reales de k.

También es claro que si a(k) diverge para algún valor real de k, b(k) también

debe diverger en ese punto con un comportamiento tal que∣∣∣∣b(k)

a(k)

∣∣∣∣→ 1 (6.15)

Observemos finalmente que aunque la relación (6.14) recuerda a la relación

(5.27) de los coeficientes de reflexión y transmisión, no es exactamente la mis-

ma.

6.2. Comportamiento analítico de los coeficientes de dispersión

Para poder pasar a R(k) y T (k), observemos que la función de onda que des-

cribe la dispersión también se puede expresar en términos de las funciones de

Jost. De hecho, es claro por los comportamientos asintóticos que podemos ex-

presar

ψ(x,k) = g (x,−k)+R(k)g (x,k) = T (k) f (x,k) (6.16)

Sustituyendo ahora la forma que obtuvimos para f (x,k) en la relación (6.9),

tenemos que

T (k) = 1

a(k)

R(k) = b(k)

a(k)
(6.17)

Tenemos así que

|R(k)|2 +|T (k)|2 =
∣∣∣∣b(k)

a(k)

∣∣∣∣2

+
∣∣∣∣ 1

a(k)

∣∣∣∣2

= 1 (6.18)

como esperábamos.

Sabemos que los coeficientes de reflexión y transmisión están bien defini-

dos para valores reales de k, pero para estudiar su comportamiento analítico
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intentaremos extenderlos a valores complejos de k. Las funciones de Jost son

analíticas en la mitad superior del k-plano complejo con Imk > 0. Por tanto, las

funciones coeficiente a(k) y b(k) también serán analíticas en la mitad superior

del k-plano complejo.

Por tanto, podemos ver por la forma de R(k) y T (k) que solo presentarán

singularidades si a(k) se anula. Sin embargo, ya hemos visto antes que esto no

puede ocurrir para valores reales de k. Supondremos por tanto que a(k) se anula

para algún valor complejo de k en el semiplano superior,

a(k) = 0 para k = k0, Imk0 > 0 (6.19)

Entonces, por la definición de a(k) en (6.10), tenemos que f (x,k0) y g (x,k0)

tienen que tener dependencia lineal. Por tanto, supongamos

f (x,k0) = b0g (x,k0) (6.20)

Podemos pensar en b0 como la extensión analítica de b(k) a k = k0. Por otro

lado, observamos que si Imk0 > 0, entonces f (x,k0) y g (x,k0) deben anularse

asintóticamente, ya que

f (x,k0) −−−−→
x→∞ e−(Imk0)x

g (x,k0) −−−−−→
x→−∞ e(Imk0)x (6.21)

Así, vemos que si a(k0) = 0, entonces tenemos una función propia norma-

lizable de la ecuación de Schrödinger correspondiente al valor propio k2
0 . Por

otra parte, como el operador de Schrödinger de la ecuación (6.1) es hermítico, el

valor propio ha de ser real, y dado que k0 no es real, ha de ser imaginario puro,

k0 = iκ0 (6.22)

Así, el estado será ligado. Por tanto, podemos concluir que a(k) puede tener

un número finito de ceros a lo largo del eje imaginario que se corresponderán

con estados ligados. Por la definición de a(k), tenemos que

d a(k)

dk
|k=iκ0 =

{
1

2i k

[
∂ f (x,k)

∂k
, g (x,k)

]
+ 1

2i k

[
f (x,k),

∂g (x,k)

∂k

]}∣∣∣∣
k=iκ0

(6.23)

donde hemos usado el hecho de que el wronskiano de f (x,k) y g (x,k) se anula
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para k = iκ0. Además, notemos que f (x,k) y g (x,k) satisfacen la ecuación de

Schrödinger,
∂2 f (x,k)

∂x2 + (q(x)+k2)) f (x,k) = 0 (6.24)

∂2g (x,k)

∂x2 + (q(x)+k2)g (x,k) = 0 (6.25)

Derivando respecto a k, tenemos que

∂2

∂x2

(
∂ f (x,k)

∂k

)
+ (q(x)+k2)

(
∂ f (x,k)

∂k

)
+2k f (x,k) = 0 (6.26)

∂2

∂x2

(
∂g (x,k)

∂k

)
+ (q(x)+k2)

(
∂g (x,k)

∂k

)
+2kg (x,k) = 0 (6.27)

Si ahora multiplicamos la primera por
∂g (x,k)

∂k
y la segunda por f (x,k) y las

restamos, obtenemos que

∂

∂x

[
f (x,k),

∂g (x,k)

∂k

]
= 2k f (x,k)g (x,k) (6.28)

Finalmente, integrando respecto a x obtenemos que[
f (x,k),

∂g (x,k)

∂k

]x

−∞
= 2k

∫ x

−∞
d x ′ f (x ′,k)g (x ′,k) (6.29)

Análogamente, podemos obtener también que[
∂ f (x,k)

∂k
, g (x,k)

]∞
x
=−2k

∫ ∞

x
d x ′ f (x ′,k)g (x ′,k) (6.30)

Notemos ahora que para k = iκ0, f (x,k) y sus derivadas se anulan exponen-

cialmente cuando x →∞, de la misma forma que g (x,k) y sus derivadas cuando

x →−∞. Así, obtenemos{[
f (x,k),

∂g (x,k)

∂k

]
+

[
∂ f (x,k)

∂k
, g (x,k)

]}∣∣∣∣
k=iκ0

= 2iκ0

∫ ∞

−∞
d x f (x, iκ0)g (x, iκ0)

(6.31)

De esta forma, obtenemos que

i
d a(k)

dk

∣∣∣∣
k=iκ0

= b−1
0

∫ ∞

−∞
d x f 2(x, iκ0) = b−1

0 c−1
0 (6.32)
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donde c0 es la constante de normalización del estado ligado. Con esto proba-

mos que el cero en k = iκ0 es un cero simple, ya que ni b0 ni c0 se anulan para

soluciones no triviales. Además, si el espectro no cambia con la evolución del

potencial, entonces el lado izquierdo de la ecuación es una constante y por tan-

to b0 será proporcional a c−1
0 .

Concluimos por tanto que los coeficientes de transmisión y reflexión son

funciones continuas de k que satisfacen

R∗(k) = R(−k), T ∗(k) = T (−k) (6.33)

Además, son analíticas en el semiplano complejo superior excepto en los

puntos correspondientes a estados ligados, kn = iκn con n = 1,2, ..., N . Las sin-

gularidades de T (k) en los estados ligados se corresponden con polos simples

con residuos

ResT (k)|k=iκn =
(
−i

∫ ∞

−∞
d x f (x, iκn)g (x, iκn)

)−1

= i bncn (6.34)

donde bn y cn son las generalizaciones de b0 y c0 a otros estados ligados.

Por estas propiedades, claramente podemos determinar el coeficiente de

transmisión una vez conocemos el coeficiente de reflexión y los estados ligados.

Por ejemplo, si conocemos R(k), entonces

|T (k)| = (
1−|R(k)|2)1/2

(6.35)

Además, como T (k) es una función meromorfa en k, podemos expresarla

T (k) = exp

{
1

2πi

∫ ∞

−∞
dk ′ ln(1−|R(k ′)|2)

k ′−k

} N∏
n=1

k + iκn

k − iκn
(6.36)

El segundo factor, que proviene de las contribuciones de los estados ligados,

se corresponde con la fase de T (k). Así, vemos que la matriz de scattering es-

tá completamente determinada una vez que conocemos R(k), κn y cn . Es por

ello que el conjunto de la ellos se suele denominar información de scattering.

Además, de la misma forma que un potencial determina la información de scat-

tering y por tanto la matriz S de forma única, el conocimiento de la información

de scattering también lleva a la construcción del potencial de forma única.

Finalmente, para ver la utilidad de la ecuación (6.36), observemos que si el
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potencial no presenta reflexión, entonces R(k) = 0 y por tanto

T (k) =
N∏

n=1

k + iκn

k − iκn
(6.37)

es una fase pura.

A modo de ejemplo, centrémonos en el problema de un único solitón que

estudiamos en la sección anterior. Obtuvimos que el potencial no presenta re-

flexiones y admite un único estado ligado en k = i , de forma que obtenemos que

T (k) = k + i

k − i
(6.38)

Tenemos por tanto que

i
d a(k)

dk

∣∣∣∣
k=i

= 1

2
(6.39)

También obtuvimos que la función de onda del estado ligado es de la forma

ψ(x, t ) = 1

2
sech(x +4t ) (6.40)

y satisface

ψ(x, t ) −−−−−→
x→±∞ e∓(x+4t ) (6.41)

y ∫ ∞

−∞
d x ψ2(x, t ) = 1

2
(6.42)

Podemos expresar las funciones de Jost en términos de ψ(x, t ) como

f (x,k = i ) = e4tψ(x, t ) −−−−→
x→∞ e−x

g (x,k = i ) = e−4tψ(x, t ) −−−−−→
x→−∞ ex (6.43)

Observemos que

f (x,k = i ) = e8t g (x,k = i ) (6.44)

de forma que

b(k = i ) = e8t (6.45)

lo cual identificamos con 2c−1(t ) como vimos en la sección anterior. Además,

tenemos que∫ ∞

−∞
d x f 2(x,k = i ) = e8t

∫ ∞

−∞
d x ψ2(x, t ) = 1

2
e8t = c−1(t ) (6.46)
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Con todo esto, es directo comprobar que la relación (6.32) se cumple.

6.3. Variables de acción-ángulo

Como ya remarcamos al comenzar la discusión sobre la dispersión, pode-

mos particularizar al caso de KdV escogiendo

q(x) = 1

6
u(x) (6.47)

de forma que la ecuación de Schrödinger pasa a ser

∂2ψ

∂x2 +
(

1

6
u(x)+k2

)
ψ= 0 (6.48)

En lugar de trabajar directamente con los coeficientes de dispersión, estu-

diaremos a(k) y b(k). Es claro que estos coeficientes son funcionales del poten-

cial. Por tanto, podemos calcular su variación con respecto al potencial de la

siguiente forma.

Dado que las funciones de Jost satisfacen la ecuación de Schrödinger, tene-

mos que

∂2 f (x,k)

∂x2 +
(

1

6
u(x)+k2

)
f (x,k) = 0

∂2g (x,k)

∂x2 +
(

1

6
u(x)+k2

)
g (x,k) = 0 (6.49)

Supongamos variaciones infinitesimales

u(x) → u(x)+δu(x)

f (x,k) → f (x,k)+δ f (x,k)

g (x,k) → g (x,k)+δg (x,k) (6.50)

sujetas a las condiciones

δu −−−−→
|x|→∞

0

δ f (x,k) −−−−→
x→∞ 0

δg (x,k) −−−−−→
x→−∞ 0 (6.51)

Manteniendo los términos lineales en las variaciones en la ecuación (6.49),
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tenemos que

∂2δ f

∂x2 +
(

1

6
u(x)+k2

)
δ f + 1

6
δu f = 0

∂2δg

∂x2 +
(

1

6
u(x)+k2

)
δg + 1

6
δug = 0 (6.52)

Multiplicando ahora la primera ecuación de (6.49) por δg y la última de

(6.52) por f , restándolas e integrando el resultado, obtenemos[
f (x,k),

δg (x,k)

δu(x)

]
= 1

12
f (x,k)g (x,k) (6.53)

donde hemos usados las condiciones asintóticas y la fórmula∫ ∞

0
d x δ(x) f (x) = 1

2
f (0) =

∫ 0

−∞
d x δ(x) f (x) (6.54)

Análogamente, del otro par de ecuaciones obtenemos[
δ f (x,k)

δu(x)
, g (x,k)

]
= 1

12
f (x,k)g (x,k) (6.55)

Así, con estos últimos resultados y usando que

a(k) = 1

2i k
[ f (x,k), g (x,k)] (6.56)

tenemos que
δa(k)

δu(x)
= 1

12i k
f (x,k)g (x,k) (6.57)

Análogamente, tenemos también que

δb(k)

δu(x)
=− 1

12i k
f (x,k)g (x,−k) (6.58)

De esta forma, podemos calcular los corchetes de Poisson de funcionales de

a(k) y b(k) usando la expresión que ya calculamos para ello. Por su longitud, nos

saltaremos los cálculos, pero el resultado final que obtenemos es que el conjun-

to

P (k) =−144k

π
ln|a(k)|

Q(k) = argb(k) (6.59)
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forma un conjunto canónico de variables que satisfacen para k,k ′ > 0 que

{P (k),P (k ′)} = 0 = {Q(k),Q(k ′)}

{Q(k),P (k ′)} = δ(k −k ′) (6.60)

Además de los estados dispersivos, tenemos también los estados ligados ca-

racterizados por κn y cn . Se pueden calcular también los corchetes de Poisson

asociados a estas variables y obtenemos que

pn = 144κ2
n

qn = 1

2
ln|bn | (6.61)

con

bn = −i c−1
n

d a(k)
dk |k=iκn

, n = 1,2, ..., N (6.62)

también forma un conjunto canónico bajo la estructura de corchetes de Poisson

de KdV.

De esta forma, el conjunto (P (k), pn ,Q(k), qn) constituye unas coordenadas

canónicas del sistema KdV. Se sigue de esto que

{lna(k), lna(k ′)} = 0 (6.63)

y en consecuencia lna(k) debe contener de alguna forma las cantidades conser-

vadas. De hecho, no profundizaremos en el cálculo pero se pueden obtener a

partir de ello las densidades de las cantidades conservadas.

Con un cálculo relativamente largo que tampoco reproduciremos, podemos

obtener la expresión del hamiltoniano en función de las coordenadas canónicas,

HK dV = 8
∫ ∞

0
dk k3P (k)+ 1

5

(
1

6

)3 N∑
m=1

(pm)5/2 (6.64)

Finalmente, con esto es directo calcular la evolución temporal de las varia-
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bles canónicas usando los corchetes de Poisson correspondientes,

dP (k, t )

d t
= 0

d pn(t )

d t
= 0

dQ(k, t )

d t
= 8k3

d qn(t )

d t
= 4κ3

n (6.65)

y por tanto podemos calcular con facilidad la evolución temporal de los coefi-

cientes funcionales

a(k, t ) = a(k,0)

b(k, t ) = b(k,0)e8i k3t

bn(t ) = bn(0)e8κ3
n t (6.66)

Por supuesto, esto coincide con la evolución que ya habíamos calculado,

y nos muestra que esta evolución simple es consecuencia del hecho de que

transformar la información de scattering es transformar las variables de acción-

ángulo del sistema.

7. El método de Lax

Hasta ahora hemos visto que si tenemos una ecuación de evolución no lineal

y le podemos asociar una ecuación lineal apropiada, entonces podemos aplicar

el método de la dispersión inversa para obtener la solución de la ecuación no li-

neal. De esta forma, el sistema lineal cuyos valores propios no evolucionan bajo

el flujo no lineal juega un papel fundamental. Sin embargo, no hemos justificado

cómo surge la ecuación lineal y cómo podemos encontrar una ecuación lineal

adecuada para un sistema no lineal dado.

7.1. Origen de la ecuación de Schrödinger

Antes de entrar de lleno en la discusión formal de la teoría, nos detendre-

mos a entenderlo primero de una manera más intuitiva. Recordamos de (4.17)

y (4.18) que las ecuaciones KdV y MKdV están relacionadas por una relación de
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Riccati, de forma que si u(x, t ) satisface la ecuación KdV, entonces tenemos

∂v

∂t
− v2 ∂v

∂x
− ∂3v

∂x3 = 0 (7.1)

Podemos aprovechar la invariancia galileana de la ecuación KdV que vimos

en (2.44) para definir una relación de Riccati generalizada de la forma

u(x, t )+6λ= v2(x, t )+ i
p

6
∂v(x, t )

∂x
(7.2)

De esta forma, si u(x, t ) satisface la ecuación KdV, tenemos que

∂v

∂t
− (v2 −6λ)

∂v

∂x
− ∂3v

∂x3 = 0 (7.3)

Como ya vimos, si obtenemos una solución de la ecuación MKdV esta nos

dará asimismo una solución de la ecuación KdV a través de la relación de Ricca-

ti. Sin embargo, el recíproco no es cierto en general, ya que la relación de Riccati

no es invertible en general. Sin embargo, dado que ambas ecuaciones son inte-

grables y comparten las mismas cantidades conservadas, uno podría pensar in-

tuitivamente que solucionar una implicaría solucionar la otra y, de esta forma,

podríamos preguntarnos si podemos realmente invertir la relación de Riccati.

La forma más sencilla de invertirla es linealizar, por lo que definimos

v(x, t ) = i
p

6
ψx

ψ
(7.4)

de forma que la ecuación (7.2) pasa a ser

∂2ψ

∂x2 +
(

1

6
u(x, t )+λ

)
ψ= 0 (7.5)

Así, si encontramos unψ que satisfaga la relación anterior podremos invertir

la relación de Riccati. Podemos reconocer esta última ecuación como la que vi-

mos en (5.1) y que identificamos con la ecuación de Schrödinger independiente

del tiempo. Además, como el valor propio de la ecuación de Schrödinger, λ, fue

introducido a través de una transformación de Galileo, es independiente del pa-

rámetro t . Así, hemos visto por qué el parámetro espectral no evoluciona con el

tiempo.

Podemos expresar la función de onda de Schrödinger, ψ, en términos de la
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variable MKdV v(x, t ),

ψ(x, t ) = exp

(
− ip

6

∫ x
d x ′ v(x ′, t )

)
(7.6)

de forma que su evolución temporal será

ψt =
(
− ip

6

∫ x
d x ′ ∂v(x ′, t )

∂t

)
ψ (7.7)

Por otro lado, sabemos que v(x, t ) evoluciona de acuerdo a (7.3), que pode-

mos expresar como
∂v

∂t
= ∂

∂x

(
1

3
v3 −6λv + ∂2v

∂x2

)
(7.8)

Introduciendo esto último en (7.7) tenemos

ψt =− ip
6

(
1

3
v3(x, t )−6λv(x, t )+ ∂2v(x, t )

∂x2 +cte.

)
ψ (7.9)

Expresando v en función de ψ a través de (7.6) y utilizando que ψ satisface

la ecuación de Schrödinger, obtenemos que la evolución temporal de ψ es

ψt + 1

6
uxψ+4λψx − 1

3
uψx = cte. ·ψ (7.10)

que coincide con la ecuación (5.14) que utilizamos para el problema de disper-

sión inversa.

7.2. El par de Lax

Pasaremos ahora a un análisis más formal de la teoría. Queremos, dada una

ecuación de evolución no lineal, encontrar un operador lineal cuyos valores pro-

pios sean constantes bajo la evolución no lineal. Con ello, podremos aplicar el

método que hemos obtenido a otros sistemas y desarrollar así un método gene-

ral para sistemas no lineales.

Comenzaremos analizando el problema en el caso lineal. Dada una ecua-

ción de evolución lineal descrita por un hamiltoniano independiente del tiem-

po H , queremos construir operadores cuyos valores esperados no cambien con

el tiempo. Es claro que si A es un operador con esta propiedad, entonces en la

imagen de Heisenberg A(t ) ha de ser unitariamente equivalente a A(0),

U †(t )A(t )U (t ) = A(0) (7.11)
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con U (t ) el operador de evolución temporal con la forma

U (t ) = e−i H t (7.12)

Derivando con respecto a t , tenemos que

∂A(t )

∂t
= i [A(t ), H ] (7.13)

Así, esta condición es necesaria para que los valores propios de A(t ) sean

independientes del tiempo. Además, podemos expresar

∂U (t )

∂t
=−i HU (t ) = BU (t ) (7.14)

donde

B =−i H (7.15)

es un operador hermítico.

Intentaremos ahora seguir un procedimiento análogo en el caso de ecuacio-

nes de evolución no lineales. Sea

L(u(x, t )) = L(t ) (7.16)

el operador lineal que buscamos. Supongamos que es hermítico y que sus va-

lores propios son independientes de t . Para que esto sea cierto, ha de existir un

operador unitario U (t ) tal que

U †(t )L(t )U (t ) = L(0) (7.17)

Derivando en ambos lados de la ecuación respecto a t obtenemos que

∂U †(t )

∂t
L(t )U (t )+U †(t )

∂L(t )

∂t
U (t )+U †(t )L(t )

∂U (t )

∂t
= 0 (7.18)

Al contrario que en el caso lineal, no conocemos la forma explícita de U (t ),

pero dado que es unitario tenemos que

U †(t )U (t ) = 1 (7.19)

∂U †(t )

∂t
U (t )+U †(t )

∂U (t )

∂t
= 0 (7.20)
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de forma que
∂U (t )

∂t
= B(t )U (t ) (7.21)

con B(t ) un cierto operador que ha de ser antihermítico. Sustituyendo en (7.18),

tenemos
∂L(t )

∂t
= [B(t ),L(t )] (7.22)

Así, vemos que L(t ) debe satisfacer una relación similar a la que encontra-

mos en el caso lineal. La única diferencia es que no conocemos la forma ex-

plícita de B(t ). Sin embargo, sabemos que L(t ) es lineal en u(x, t ). Por tanto, el

lado izquierdo de la ecuación será un operador multiplicativo proporcional a la

evolución temporal de u(x, t ). Es claro, por tanto, que si podemos encontrar un

operador lineal L(t ) y un segundo operador B(t ) no necesariamente lineal tales

que el conmutador [B(t ),L(t )] sea un operador multiplicativo proporcional a la

evolución de u(x, t ) de acuerdo a una ecuación no lineal, entonces los valores

propios de L(t ) serán independientes de t , es decir, en la ecuación

L(t )ψ(t ) =−λψ(t ) (7.23)

los valores λ serían independientes de t . Además,ψ(t ) debe estar unitariamente

relacionado con su valor en t = 0. Es decir,

ψ(t ) =U (t )ψ(0) (7.24)

De esta manera, su evolución con t tomará la forma

∂ψ(t )

∂t
= ∂U (t )

∂t
ψ(0) = B(t )ψ(t ) (7.25)

Los operadores L(t ) y B(t ), cuando existen, se conocen como par de Lax co-

rrespondiente a una ecuación de evolución no lineal dada, y son vitales en la

determinación de soluciones (véase [Lax, 1968]).

7.3. Particularización a KdV

Particularizaremos ahora a la ecuación KdV. Hemos visto que en este caso

L(t ) = ∂2

∂x2 + 1

6
u(x, t ) = D2 + 1

6
u(x, t ) (7.26)
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de forma que
∂L(t )

∂t
= 1

6

∂u

∂t
(7.27)

Este es un operador multiplicativo y describe la evolución temporal de u.

B(t ) se puede encontrar de forma sistemática. Observemos que B(t ) ha de ser

antihermítico y por tanto debe ser impar en el número de derivadas. Elegiremos

la forma más sencilla,

B(t ) = aD (7.28)

con a constante. En este caso,

[B(t ),L(t )] = a(Du(x, t ))

6
= a

6

∂u

∂x
(7.29)

Así, aunque el conmutador es un operador multiplicativo, no describe la

evolución de u(x, t ) bajo el flujo KdV. De hecho, se observa fácilmente que con

a = 1, la ecuación de Lax describe una partícula u onda quiral,

∂L

∂t
= [B ,L] ⇒ ∂u

∂t
= ∂u

∂x
(7.30)

La siguiente elección obvia para B(t ) que satisface todas las propiedades de

simetría y un comportamiento de escala homogéneo es

B(t ) = a3D3 +a1(Du +uD) (7.31)

con a1 y a3 constantes, de forma que

[B(t ),L(t )] =
( a3

6
−a1

)
(D3u)+ a1

3
u(Du)+

( a3

2
−4a1

)
((D2u)D+(Du)D2) (7.32)

Así, este conmutador es un operador multiplicativo si las constantes a1 y a3

satisfacen
a3

2
−4a1 = 0 (7.33)

de forma que

[B(t ),L(t )] = a1

3
(u(Du)+ (D3u)) (7.34)

Se observa fácilmente que con la elección a1 = 1/2, la ecuación de Lax des-
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cribe la ecuación KdV. Así, el par de Lax para la ecuación KdV viene dado por

L(t ) =D2 + 1

6
u

B(t ) = 4D3 + 1

2
(Du +uD) (7.35)

Observemos que el operador B(t ) está definido salvo constante aditiva, ya

que las constantes conmutan con cualquier operador, de esta forma, la evolu-

ción de ψ con t vendrá dada por

∂ψ

∂t
= Bψ=−1

6
uxψ+ 1

3
uψx −4λψx +cte. ·ψ (7.36)

que por supuesto coincide con la que obtuvimos en (5.14) y (7.10).

Podemos generalizar esta construcción para tomar B(t ) de mayor orden en

las derivadas. Como B(t ) ha de ser antihermítico, la forma más general con un

comportamiento de escala homogéneo se puede tomar como

Bm(t ) = a

[
D2m+1 +

m∑
j=1

(
b j (u)D2 j−1 +D2 j−1b j (u)

)]
(7.37)

donde a es una constante general y las b j (u) representan m funcionales arbi-

trarios de u con comportamiento de escala específico. Sabemos también que

[Bm(t ),L(t )] es hermítico y por tanto tiene la forma

[Bm(t ),L(t )] = ãKm(u)+
m∑

j=1
D j C j (u)D j (7.38)

con Km(u) un operador multiplicativo. Imponer que este operador sea multipli-

cativo implica imponer m condiciones que determinan los b j (u) unívocamente.

Tomando una constante a apropiada, se puede probar que la ecuación de

Lax da la ecuación KdV de orden m según (4.67),

∂u

∂t
= ∂

∂x

δHm+1

δu(x)
(7.39)

Con ello, probamos que las soluciones de todas las ecuaciones de la jerar-

quía KdV se pueden obtener de la información de scattering de la misma ecua-

ción de Schrödinger.
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7.4. Construcción alternativa

Por su elegancia, reproduciremos brevemente un método alternativo para

calcular los operadores Bm(t ) basada en técnicas de operadores formales. Re-

cordemos que

L(t ) = D2 + 1

6
u (7.40)

Podemos definir formalmente la raíz cuadrada de este operador como una

serie infinita de potencias inversas de D , esto es,

L1/2(t ) = D +a0(u)+
∞∑

n=1
an(u)D−n (7.41)

donde cada an(u) es un funcional de u. Se pueden determinar sus formas fun-

cionales hasta cualquier orden sin más que calcular la serie formal e igualarla a

L(t ) hasta cualquier orden.

Dada la forma de L1/2(t ), podemos calcular fácilmente (L(t ))
2m+1

2 utilizando

la relación

(L(t ))
2m+1

2 = Lm(t )L1/2(t ) =
(
D2 + 1

6
u

)m

L1/2(t ) (7.42)

Esta es también una serie formal con potencias tanto positivas como negati-

vas de D . Sea (L(t ))
2m+1

2+ la parte de la serie formal con el grado del operador de-

rivada mayor o igual que cero. Denotaremos el complementario por (L(t ))
2m+1

2− y

constará de los términos con potencias negativas de D , por lo que

(L(t ))
2m+1

2 = (L(t ))
2m+1

2+ + (L(t ))
2m+1

2− (7.43)

Observemos que dado que la mayor derivada contenida en Lm(t ) es D2m ,

para conocer (L(t ))
2m+1

2+ necesitamos conocer el coeficiente del término D−2m

en la expansión de L1/2(t ). Observemos también que[
(L(t ))

2m+1
2 ,L(t )

]
= 0 (7.44)

por lo que tenemos que[
(L(t ))

2m+1
2+ ,L(t )

]
=−

[
(L(t ))

2m+1
2− ,L(t )

]
(7.45)

El lado izquierdo de la ecuación es un operador derivada de grado mayor

o igual que cero, mientras que el lado derecha es un operador derivada de gra-
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do menor o igual que cero. Así, la igualdad solo se cumplirá si ambos lados se

corresponden con un operador multiplicativo. Así, vemos que[
(L(t ))

2m+1
2+ ,L(t )

]
, m = 0,1,2, ... (7.46)

es un operador multiplicativo y por tanto podemos identificarlo salvo constante

multiplicativa con los Bm(t ),

Bm(t ) =αm(L(t ))
2m+1

2+ (7.47)

7.5. Derivación de Lenard de la ecuación KdV

Para entender mejor su interrelación, podemos preguntarnos si podemos

obtener la jerarquía de la ecuación KdV a partir de la ecuación de Schrödinger

lineal. Será fundamental para ello la suposición de la independencia temporal

del parámetro espectral λ.

Tomemos la ecuación de Schrödinger,

ψxx +
(

1

6
u +λ

)
ψ= 0 (7.48)

Derivando respecto a t tenemos

ψxxt +
(

1

6
u +λ

)
ψt + 1

6
utψ= 0 (7.49)

Tomamos ψ(x, t ) normalizado a la unidad para todo t , de forma que∫ ∞

−∞
d x ψ2(x, t ) = 1 (7.50)

En consecuencia, si multiplicamos (7.49) por ψ(x, t ) e integramos sobre el

eje x, obtenemos ∫ ∞

−∞
d x

(
ψψxxt + 1

6
uψψt + 1

6
utψ

2
)
= 0 (7.51)

Por otra parte, podemos expresar

λ=−
∫ ∞

−∞
d x

(
ψψxx + 1

6
uψ2

)
(7.52)
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y, dado que λ es independiente de t , tenemos que

λt = 0 =−
∫ ∞

−∞
d x

(
2ψψxxt + 1

6
utψ

2 + 1

3
uψψt

)
(7.53)

Introduciendo la relación (7.51), obtenemos que∫ ∞

−∞
d x utψ

2 = 0 (7.54)

Así, la forma de ut ha de ser tal que el integrando sea una derivada total. La

forma más general para ello es

utψ
2 = ∂

∂x

(
A(u)ψ2

x +B(u)ψψx +C (u)ψ2) (7.55)

donde A(u), B(u) y C (u) son funcionales de u y dependen de λ. Es importante

remarcar que esta es la forma más general ya que cualquier derivada de mayor

orden de ψ se puede reducir a ella utilizando la ecuación de Schrödinger. Escri-

biendo los términos explícitamente, tenemos

utψ
2 = (Ax +B)(ψx )2 +

(
Bx +2C −2A

(
1

6
u +λ

))
ψψx +

(
Cx −B

(
1

6
u +λ

))
ψ2

(7.56)

Comparando ambos lados de la ecuación tenemos que

B =− Ax

C =A

(
1

6
u +λ

)
+ 1

2
Axx (7.57)

y por tanto

ut = 1

2

(
D3 + 1

3
(Du +uD)

)
A+2λD A (7.58)

Dado que ut es independiente de λ, debemos tomar A(u) una función de λ

tal que la relación anterior sea consistente. Expandiendo en serie de potencias

en (−4λ),

A(u) = 2
n∑

j=0
A j (u)(−4λ)n− j (7.59)

y sustituyendo en la ecuación anterior tenemos(
D3 + 1

3
(Du +uD)

)
A j = D A j+1, j = 0,1, ...,n −1 (7.60)
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con

A0 = 1 (7.61)

Así,

ut =
(
D3 + 1

3
(Du +uD)

)
An (7.62)

De esta forma, las A j satisfacen la misma relación de recurrencia que las

cantidades conservadas de la ecuación KdV en (4.63). Podemos por tanto iden-

tificar

A j =
δH j

δu(x)
(7.63)

Así, hemos recuperado las relaciones de recurrencia de la ecuación KdV, así

como las ecuaciones de la jerarquía KdV, ya que cada una se corresponde sim-

plemente con una forma particular de A donde las funciones coeficiente están

completamente determinadas. Esto nos muestra que toda la jerarquía de ecua-

ciones se puede obtener de la misma ecuación de Schrödinger si suponemos

que el parámetro espectral es independiente de t .

8. Otras propiedades de la ecuación KdV

Nos dedicaremos ahora a estudiar algunas propiedades interesantes que pre-

senta la ecuación KdV. En particular, entenderemos el trasfondo físico del pará-

metro espectral de la ecuación de Schrödinger, veremos cómo las cantidades

conservadas están en involución en el formalismo del método de Lax y encon-

traremos una fascinante relación entre la ecuación KdV y un grupo de Lie de

simetrías.

8.1. El parámetro espectral

Abordemos la cuestión del significado de los valores propios conservados de

la ecuación de Schrödinger en la ecuación KdV. Denotaremos la ecuación KdV

de manera compacta en la siguiente forma

ut = uux +uxxx = K (u) (8.1)

Construiremos además una familia paramétrica de soluciones, u(ε)(x, t ), de

la ecuación KdV. Sea

u(ε)(x,0) = u(x,0)+ε f (x) (8.2)
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con f (x) una función suave que se anula asintóticamente.

Denotamos la solución de la ecuación KdV correspondiente a esta condición

inicial como u(ε)(x, t ). Esta, en general, será una serie de potencias de ε de la

forma

u(ε)(x, t ) = u(x, t )+εv(x, t )+o(ε2) (8.3)

con

v(x, t ) = du(ε)(x, t )

dε

∣∣∣∣
ε=0

(8.4)

Para evitar confusiones, recalquemos que v(x, t ) no es la variable MKdV a

pesar de haber utilizado esta notación antes. Definamos ahora

dK (u(ε))

dε

∣∣∣∣
ε=0

= dK (u +εv)

dε

∣∣∣∣
ε=0

= M(u)v (8.5)

Claramente, es un funcional lineal de v y la llamaremos derivada de Frechet

de K (u). M(u) se llama habitualmente derivada funcional de K (u). En general,

M(u) será un operador que involucra derivadas. Sin embargo, observemos que

por la ecuación (8.1), u(ε) satisfará la ecuación

u(ε)
t = K (u(ε)) (8.6)

de forma que al derivar ambos lados con respecto a ε y fijar ε= 0 obtenemos la

ecuación lineal

vt = M(u)v (8.7)

Por simplicidad, introduciremos la siguiente notación para derivadas fun-

cional de cantidades conservadas. Si Hn(u) es una cantidad conservada, enton-

ces su derivada funcional se obtiene como

d Hn(u(ε))

dε

∣∣∣∣
ε=0

= d Hn(u +εv)

dε

∣∣∣∣
ε=0

= (Gn(u), v) =
∫ ∞

−∞
d x Gn(u(x, t ))v(x, t ) (8.8)

de forma que

Gn(u(x, t )) = δHn(u)

δu(x, t )
(8.9)

Podemos también identificar de (4.12) y (8.1) que

K (u) = ∂G2(u(x, t ))

∂x
= ∂

∂x

δH2

δu(x, t )
(8.10)
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Observemos que, dado que Hn(u(ε)) es una cantidad conservada para todos

los valores de ε,

(Gn(u(x, t )), v(x, t )) (8.11)

ha de ser independiente del tiempo. Derivando respecto a t obtenemos(
∂Gn

∂t
, v

)
+

(
Gn ,

∂v

∂t

)
= 0 (8.12)

Además, usando la fórmula (8.7) para la evolución temporal de v tenemos(
∂Gn

∂t
, v

)
+ (Gn , M(u)v) = 0 (8.13)

que podemos expresar como((
∂

∂t
+M †(u)

)
Gn , v

)
= 0 (8.14)

con M †(u) el adjunto de M(u) respecto al producto interno ( , ).

Dado que v se puede elegir arbitrariamente sin más que cambiar la condi-

ción inicial, concluimos que la relación anterior solo se puede cumplir en gene-

ral si (
∂

∂t
+M †(u)

)
Gn(u(x, t )) = 0 (8.15)

Así, la derivada funcional de cada cantidad conservada debe satisfacer esta

ecuación. En particular, como

H1 = 1

2

∫ ∞

−∞
d x u2(x, t ) (8.16)

es una cantidad conservada, tenemos que

G1 = δH1

δu(x, t )
= u(x, t ) (8.17)

debe satisfacer (
∂

∂t
+M †(u)

)
G1 =

(
∂

∂t
+M †(u)

)
u = 0 (8.18)

Comparando con la ecuación KdV (8.1), tenemos

K (u) =−M †(u)u (8.19)

71



ya que con un cálculo directo observamos que

M(u) = ∂3

∂x3 +u
∂

∂x
+ux (8.20)

y por tanto

M †(u) =− ∂3

∂x3 −u
∂

∂x
(8.21)

Es interesante observar también la naturaleza de operador de M(u) y M †(u).

Consideremos ahora el caso en que la solución de la ecuación KdV es una

onda solitaria, es decir,

u(x, t ) = s(x + ct ) (8.22)

con c la velocidad de la onda, que se mueve hacia la izquierda. Esta onda satis-

fará la ecuación

∂s(x + ct )

∂t
= K (s) =−M †(s)s ⇒

(
c
∂

∂x
+M †(s)

)
s = 0 (8.23)

Por otro lado, las derivadas funcionales de las cantidades conservadas tam-

bién satisfacen la misma ecuación en este caso, luego(
c
∂

∂x
+M †(s)

)
Gn(s) = 0 (8.24)

Comparando estas dos últimas ecuaciones, podemos ver que

Gn(s) ∝ s (8.25)

Así, las derivadas funcionales de las cantidades conservadas en el caso de

ondas solitarias son proporcionales a las propias ondas. Otra forma de verlo es

que para estas soluciones, todas las cantidades conservadas deben tomar la mis-

ma forma, dada por

Hn(s) ∝ 1

2

∫ ∞

−∞
d x s2(x + ct ) (8.26)

Planteemos la ecuación de Schrödinger para la familia paramétrica de po-

tenciales,

ψ(ε)
xx +

(
1

6
u(ε) +λ(ε)

)
ψ(ε) = 0 (8.27)
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con

u(ε) =u +εv +o(ε2)

ψ(ε) =ψ+εφ+o(ε2)

λ(ε) =λ+ε dλ

dε

∣∣∣∣
ε=0

+o(ε2) (8.28)

de forma que para ε= 0 recuperamos la ecuación habitual

ψxx +
(

1

6
u +λ

)
ψ= 0 (8.29)

Derivando la ecuación respecto a ε y fijando ε= 0, obtenemos

φxx +
(

1

6
v + dλ

dε

∣∣∣∣
ε=0

)
ψ+

(
1

6
u +λ

)
φ= 0 (8.30)

Tomando el producto interno de esta última ecuación conψ y usando el he-

cho de que ψ satisface la ecuación de Schrödinger usual obtenemos finalmente

que
dλ

dε

∣∣∣∣
ε=0

=−1

6
(ψ2, v) (8.31)

donde hemos usado que ψ está normalizado a la unidad. Además, de la defini-

ción de derivada de Frechet concluimos que

δλ

δu(x, t )
=Gλ(u) =−1

6
ψ2(u) (8.32)

Observamos que, en el marco de (8.25) dado que λ(u) se conserva bajo el

flujo KdV, entonces para una onda solitaria

Gλ(s) =−1

6
ψ2(s) ∝ s (8.33)

de forma que

ψ(s) ∝ s1/2 (8.34)

Así, para un potencial de onda solitaria, la función propia de la ecuación de

Schrödinger es proporcional a la raíz cuadrada de la solución de onda solitaria.

Como podemos recordar de (5.38) y (5.41), para un potencial de un solitón se

cumple esta relación, ya que si

u(x,0) = 12sech2x (8.35)
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entonces la función de onda correspondiente es

ψ(x) = 1

2
sechx (8.36)

Reflexionemos sobre las consecuencias de este hecho. Introduciendo la for-

ma (8.34) en la ecuación de Schrödinger tenemos

sxx − 1

2
s−1s2

x +
1

3
s2 +2λs = 0 (8.37)

Derivando con respecto a x, obtenemos

sxxx + ssx +4λsx = 0 (8.38)

Usando ahora la forma de M †(s) de la ecuación (8.21) llegamos a(
4λ

∂

∂x
−M †(s)

)
s = 0 (8.39)

Por otra parte, dado que s representa una onda solitaria, debe satisfacer la

ecuación (8.22), por lo que por comparación obtenemos que

c =−4λ(s) (8.40)

y esto, finalmente, da significado físico al parámetro espectral de la ecuación de

Schrödinger. Así, los valores propios discretos corresponden a las velocidades

de las ondas solitarias con una constante multiplicativa de −1/4. Efectivamen-

te, en nuestro cálculo para un solitón en las ecuaciones (5.38), (5.40) y (5.52),

obtuvimos que para c = 4 el valor propio correspondiente era λ=−1.

Esta interpretación física lleva a un entendimiento intuitivo de por qué de-

ben conservarse. Recordemos que las ondas solitarias conservan su forma, y ya

encontramos que su forma está directamente relacionada con su velocidad. Así,

la velocidad, y por tanto el parámetro espectral, debe conservarse.

Por otra parte, también es inmediato que dado que las ondas solitarias pue-

den tener un número infinito de velocidades distintas, el número de cantidades

conservadas deberá también ser infinito.
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8.2. Involución de las cantidades conservadas

Veremos brevemente cómo con este formalismo se puede comprobar con

facilidad que las cantidades conservadas están en involución.

Recordemos primero que en el marco de la ecuación de Schrödinger (8.29),

hemos obtenido en (8.33) que

δλ

δu(x, t )
=−1

6
ψ2 (8.41)

Por otra parte, es directo calcular que

D(ψ2) = 2ψψx

D2(ψ2) = 2(ψx )2 −
(

1

3
u +2λ

)
ψ2

D3(ψ2) =−
(

4

3
u +8λ

)
ψxψ− 1

3
uxψ

2 (8.42)

En consecuencia,(
D3 + 1

3
(Du +uD)

)
ψ2 =−8λψxψ=−4λD(ψ2) (8.43)

y por tanto tenemos que(
D3 + 1

3
(Du +uD)

)
δλ

δu(x, t )
=−4λD

δλ

δu(x, t )
(8.44)

Por tanto, mediante un cálculo simple obtenemos la siguiente relación entre

los corchetes de Poisson de los diferentes λ,

{λi ,λ j } =
∫ ∞

−∞
δλi

δu(x, t )
D

δλ j

δu(x, t )
= ... = λi

λ j
{λi ,λ j } (8.45)

Así, si λi 6=λ j tenemos que

{λi ,λ j } = 0 (8.46)

y por supuesto si λi = λ j el corchete de Poisson se anula por antisimetría. Con

esto probamos que el número infinito de cantidades conservadas está también

en involución y por tanto la ecuación KdV es integrable. Además, si podemos

encontrar un par de Lax para una ecuación dada, esta también será integrable.
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8.3. La ecuación KdV y el grupo SL(2;R)

Nos detendremos brevemente para encontrar una propiedad fascinante de

la ecuación KdV, y es que se puede obtener a partir de la ecuación de estructura

del grupo de Lie SL(2;R) (véase [Chern y Peng, 1979]).

Además de establecer una conexión muy interesante entre los modelos inte-

grables y los grupos de simetría, dará una motivación natural para el método de

condición de curvatura cero y el método AKNS (Ablowitz-Kaup-Newell-Segur),

que no trataremos por cuestiones de espacio pero que suponen una maqui-

naria matemática muy útil a la hora de tratar con modelos integrables (véase

[Markov et al., 1985]).

Para evitar posibles confusiones, remarcaremos desde el principio que la re-

lación de la ecuación con el citado grupo de Lie no implica que este sea el grupo

de simetrías asociado a las cargas conservadas, sino que la relación es una sub-

yacencia matemática.

Lo primero será definir y familiarizarnos con el grupo de Lie SL(2;R), que

está definido por las propiedades de grupo del conjunto de matrices reales 2×2

con determinante 1. El álgebra de Lie del grupo consiste en tres generadores

hermíticos Ta con a = 1,2,3 que en una base dada satisfacen las relaciones de

conmutación

[Ta ,Tb] = iCab
c Tc (8.47)

donde las constantes de estructura Cab
c toman los valores

C23
1 =−C32

1 =−1

C12
2 =−C21

2 =−2

C31
3 =−C13

3 =−2 (8.48)

Los elementos de un grupo de Lie conectados de forma continua con la

identidad se pueden expresar en términos de los generadores del álgebra de Lie

como

g = exp(iθaTa) (8.49)

En particular, si los parámetros θa son funciones de espacio y tiempo, en-

tonces los elementos del grupo correspondientes serán también dependientes

de espacio y tiempo. Dado que estamos trabajando en dimensión 1+1, toma-

remos un elemento típico, g (x, t ) ∈ SL(2;R) como una matriz con dependencia

espacio-temporal con determinante 1 que puede representarse en términos de
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los generadores anteriores como

g (x, t ) = exp(iθa(x, t )Ta) (8.50)

Observemos que g (x, t ) será una matriz cuya dimensión dependerá de la

dimensión de la representación.

Dado un elemento del grupo g (x, t ), podemos construir un campo vectorial

con valores en sl(2;R) (el álgebra de Lie asociada), Aµ, como

Aµ = g−1∂µg , µ= 0,1 (8.51)

con

x0 =t

x1 =x

∂0 = ∂

∂t

∂1 = ∂

∂x
(8.52)

Por su estructura, vemos que Aµ debe satisfacer la ecuación

∂µAν−∂νAµ+ [Aµ, Aν] = 0 (8.53)

Esta última se conoce como ecuación de Cartan-Maurer, condición de cur-

vatura cero o ecuación de estructura, ya que permite determinar las constantes

de estructura del grupo (véase [Sharpe, 1996]).

Observemos que la conexión de Cartan-Maurer es antihermítica y de traza

cero, por lo que se puede representar como

Aµ(x, t ) = i Aa
µ(x, t )Ta (8.54)

de forma que las ecuaciones de estructura toman la forma

∂µAa
ν −∂νAa

µ−Cbc
a Ab

µAc
ν = 0, µ,ν= 0,1; a = 1,2,3 (8.55)

que es un conjunto de tres ecuaciones. Estudiémoslo para una elección particu-
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lar de las variables Aa
µ; sean

A1
1 =

p
−λ, λ< 0

A3
1 =6 (8.56)

Entonces, para a = 3 la ecuación de estructura nos da

A1
0 =

(p−λ
6

A3
0 −

1

12
A3

0,x

)
(8.57)

en este caso y en adelante, una coma seguida por un subíndice denotará una

derivada respecto a esa variable.

Análogamente, para a = 1 obtenemos

A2
0 =

(p−λ
36

A3
0,x −

1

72
A3

0,xx +
1

6
A3

0 A2
1

)
(8.58)

donde hemos utilizado el resultado obtenido para a = 3. Finalmente, para a = 2,

A2
1,t = A2

0,x −2
(

A1
0 A2

1 −
p
−λA2

0

)
(8.59)

Usando los resultados (8.57) y (8.58), se simplifica en

A2
1,t =− 1

72
A3

0,xxx +
1

3
A3

0,x A2
1 +

1

6
A3

0 A2
1,x −

λ

18
A3

0,x (8.60)

Si hacemos la identificación

A2
1 =− 1

36
u(x, t )

A3
0 =A(u(x, t )) (8.61)

entonces la relación anterior toma la forma

ut = 1

2

(
D3 + 1

3
(Du +uD)

)
A+2λD A (8.62)

Esta es precisamente la ecuación (7.58) que obtuvimos en la derivación de

Lenard de la ecuación KdV. Con el mismo procedimiento que usamos entonces

podemos obtener no solo la jerarquía completa de ecuaciones KdV sino tam-

bién la relación de recurrencia funcional entre las cantidades conservadas. Con

lo que hemos trabajado en este apartado, toda esa derivación procede directa-
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mente de la ecuación de estructura del grupo de Lie SL(2;R).

Observemos también que de la misma ecuación de Cartan-Maurer se puede

obtener también la ecuación MKdV. Tomemos ahora

A2
1 =A3

1 =
ip
6

v

A1
1 =

p
−λ (8.63)

donde v(x, t ) es la variable dinámica. En este caso, la ecuación de estructura

para a = 1 nos da

(A2
0 − A3

0) =−i
p

6

(
A1

0,x

v

)
(8.64)

Para a = 2,
ip
6

vt = A2
0,x −2

(
ip
6

v A1
0 −

p
−λA2

0

)
(8.65)

Análogamente, para a = 3,

ip
6

vt = A3
0,x −2

(p
−λA3

0 −
ip
6

v A1
0

)
(8.66)

Restando (8.66) de (8.65), obtenemos

(A2
0 + A3

0) = 2ip−6λ
v A1

0 −
1

2
p−λ

(A2
0 − A3

0)x (8.67)

Usando la ecuación (8.64), obtenemos

(A2
0 + A3

0)x = 2ip−6λ
(v A1

0)x + i
p

6

2
p−λ

(
A1

0,x

v

)
xx

(8.68)

Análogamente, usando (8.65) y (8.66) terminamos llegando a

vt = 1p−λ
(v A1

0)x + 3

2
p−λ

(
A1

0,x

v

)
xx

−6
p
−λ

(
A1

0,x

v

)
(8.69)

Si ahora identificamos

A1
0 =

p
−λ

(
−4λ+ 1

3
v2

)
(8.70)

entonces la relación anterior toma la forma

vt = v2vx + vxxx (8.71)
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Esta, como ya adelantamos, coincide con la ecuación MKdV, que por tanto

puede derivarse también del grupo de Lie SL(2;R). Esto último no es sorpren-

dente, ya que las ecuaciones KdV y MKdV están estrechamente relacionadas

proceden del mismo grupo de simetría.

9. Soluciones multisolitón

Hasta ahora, hemos probado que la ecuación KdV tiene soluciones de ti-

po solitón, hemos estudiado sus propiedades y hemos calculado explícitamen-

te una solución de un único solitón. En esta sección, construiremos soluciones

multisolitón de la ecuación KdV. Para ello, necesitaremos hacer uso de las trans-

formaciones de Bäcklund (véase [Hermann, 1976]).

9.1. Transformaciones de Bäcklund

Las transformaciones de Bäcklund se originaron en el estudio de superfi-

cies de curvatura constante negativa. A grandes rasgos, se puede describir de la

siguiente manera. Dada una ecuación diferencial de orden mayor que 1 en la

variable u(x, t ),

P (u(x, t )) = 0 (9.1)

una transformación de Bäcklund es una transformación a una nueva variable

v(x, t ) definida por un par de ecuaciones de primer orden

∂u

∂x
= f (u(x, t ), v(x, t ))

∂u

∂t
= g (u(x, t ), v(x, t )) (9.2)

donde f y g dependen de u, v y sus derivadas de forma que la ecuación de ma-

yor orden, (9.1), surja como la condición de integrabilidad de las dos ecuaciones

de primer orden.

Para entender mejor la transformación plantearemos un par de ejemplos

sencillos. Observemos que una transformación de Bäcklund relacionaría la so-

lución de la ecuación original con la de otra más fácil de resolver. También re-

lacionaría una solución de la ecuación dada con otra que ya conoceríamos. Es

esto último lo que nos permitirá usar las transformaciones de Bäcklund para

construir soluciones multisolitón de la ecuación KdV.
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9.2. Ejemplos de aplicación

9.2.1. Ecuación de Liouville

Consideremos la ecuación de Liouville en 1+1 dimensiones, que está descri-

ta por (
∂2

∂t 2 − ∂2

∂x2

)
u(x, t ) = eu(x,t ) (9.3)

donde u(x, t ) es la variable dinámica. Por simplicidad, pasemos a las variables

definidas por

x± = t ±x (9.4)

En estas variables, la ecuación de Liouville toma la forma

∂+∂−u = eu (9.5)

donde hemos definido

∂+ = ∂

∂x+

∂− = ∂

∂x− (9.6)

Definiremos ahora la transformación de Bäcklund a la variable v(x+, x−) por

∂+u =−∂+v +αe
1
2 (u−v) (9.7)

∂−u = ∂−v + 2

α
e

1
2 (u+v) (9.8)

con α una constante arbitraria. Tomando la derivada de la primera respecto a

x− y la de la segunda respecto a x+, tenemos

∂−∂+u =−∂−∂+v +eu (9.9)

∂+∂−u = ∂+∂−v +eu (9.10)

Así, las condiciones de integrabilidad para estas ecuaciones serán

∂+∂−u = eu (9.11)
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∂+∂−v = 0 (9.12)

Podemos observar que la primera de ellas es justamente la ecuación de Liou-

ville, mientras que la segunda es simplemente la ecuación de ondas, cuyas so-

luciones son bien conocidas. Así, la transformación de Bäcklund en este caso

relaciona la solución de la ecuación de Liouville con la de la ecuación de ondas.

Para ver cómo se obtiene la solución explícita, recordemos que la solución

general de la ecuación de ondas toma la forma

v(x+, x−) = f (x+)+ g (x−) (9.13)

esto es, una superposición de una onda que se mueve hacia la izquierda y otra

que se mueve hacia la derecha. Sustituyendo esta forma en (9.7) obtenemos

∂+(u + f ) =αe
1
2 (u− f −g ) (9.14)

Como g (x−) no depende de x+, podemos reescribir la ecuación como

e−
1
2 (u+ f −g )∂+(u + f − g ) =αe− f (x+) (9.15)

Integrando respecto a x+, obtenemos

e
1
2 (u+ f −g ) =−α

2

∫ x+

d x ′+ e− f (x ′+) +a(x−) =αP (x+)+a(x−) (9.16)

donde hemos introducido una constante de integración a(x−) y hemos definido

−1/2 de la integral del lado derecho como P (x+). Análogamente, de (9.8) obte-

nemos

∂−(u − g ) = 2

α
Q(x−)+b(x+) (9.17)

Comparando estas dos últimas ecuaciones tenemos que

a(x−) = 2

α
Q(x−)

b(x+) =αP (x+) (9.18)

de forma que

e−
1
2 (u+ f −g ) =αP (x+)+ 2

α
Q(x−) (9.19)

82



y, por tanto, operando

u(x+, x−) =− f (x+)+ g (x−)−2ln

(
αP (x+)+ 2

α
Q(x−)

)
(9.20)

Así, la familia uniparamétrica de transformaciones de Bäcklund genera una

familia uniparamétrica de soluciones de la ecuación de Liouville a partir de so-

luciones de la ecuación de onda.

9.2.2. Ecuación de Sine-Gordon

La ecuación de Sine-Gordon es el ejemplo más antiguo de estudio de trans-

formaciones de Bäcklund (véase [Dodd y Bullough, 1976]). En este caso, la trans-

formación relaciona una solución de la ecuación con otra. También sirve para

ejemplificar ciertas propiedades asociadas con estas transformaciones. La ecua-

ción viene dada por
∂2ω

∂t 2 − ∂2ω

∂x2 = sen(ω) (9.21)

que, en términos de las variables descritas en (9.4) y (9.6), se convierte en

∂+∂−ω= sen(ω) (9.22)

Las transformaciones de Bäcklund, en este caso a la variableω1(x+, x−), vie-

nen definidas por el par de ecuaciones

∂+ω= ∂+ω1 +2a sen
(ω1 +ω

2

)
(9.23)

∂−ω=−∂−ω1 − 2

a
sen

(ω1 −ω
2

)
(9.24)

con a una constante. Derivando la primera respecto a x−, obtenemos

∂−∂+ω= ∂−∂+ω1 − (senω1 − senω) (9.25)

Análogamente, derivando la segunda respecto a x+, tenemos

∂+∂−ω=−∂+∂−ω1 + (senω1 + senω) (9.26)
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Así, las condiciones de integrabilidad correspondientes serán

∂+∂−ω= senω (9.27)

∂+∂−ω1 = senω1 (9.28)

De esta forma, vemos que no solo ω sino también ω1 satisface la ecuación

de Sine-Gordon, por lo que en este caso las transformaciones de Bäcklund rela-

cionarán una solución de la ecuación con otra. Esto es bastante útil al construir

las soluciones de la ecuación, ya que sabemos que en particular ω = 0 es una

solución. Introduciéndola en las ecuaciones, obtenemos

∂+ω1 =−2a sen
ω1

2
(9.29)

∂−ω1 =− 2

a
sen

ω1

2
(9.30)

Definimos unas nuevas variables

x̃+ = ax+, ∂̃+ = 1

a
∂+ (9.31)

x̃− = 1

a
x−, ∂̃− = a∂− (9.32)

En términos de estas, las ecuaciones (9.29) y (9.30) se expresan como

∂̃+ω1 =−2sen
ω1

2
= ∂̃−ω1 (9.33)

de esta forma,

ω1 =ω1(x̃++ x̃−) (9.34)

Para encontrar la solución explícitamente, observamos que

∂̃+ω1 =−2sen
ω1

2
=−4sen

ω1

4
cos

ω1

4
(9.35)

de forma que

sec2ω1

4
∂̃+ω1 =−4tan

ω1

4
(9.36)
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y así

∂̃+
(
tan

ω1

4

)
=−tan

ω1

4
(9.37)

De esta forma, tenemos que

tan
ω1

4
=C exp(−(x̃++ x̃−)) (9.38)

y, deshaciendo los cambios de variable,

ω1 = 4tan−1
{

C exp

(−2(t + v x)

(1− v2)1/2

)}
(9.39)

con

v = a2 −1

a2 +1
(9.40)

Así, hemos obtenido una solución no trivial de la ecuación de Sine-Gordon

partiendo de la solución de vacío ω= 0.1

Podemos iterar este proceso para seguir construyendo soluciones más com-

plejas. Sin más resultados, construir soluciones por este proceso puede parecer

una tarea titánica, pero resulta mucho más sencillo debido a que las transforma-

ciones de Bäcklund satisfacen el teorema de permutabilidad, lo que nos facilita

mucho los cálculos.

9.3. Teorema de permutabilidad

De acuerdo al teorema de permutabilidad, dos transformaciones de Bäc-

klund sucesivas son conmutativas (véase [Bracken y Grundland, 2000]). Dicho

de otro modo, si dos transformaciones de Bäcklund con parámetros distintos a1

y a2 llevan una solución ω0 en otra solución ω12, entonces el orden en que se

aplican es irrelevante. Así, si

ω0
a1−→ ω1

a2−→ ω12 (9.41)

y

ω0
a2−→ ω2

a1−→ ω21 (9.42)

1La solución obtenida se conoce como topological kink (que traduciremos libremente como
pliegue topológico) hacia la izquierda o antipliegue, una clase de soluciones de solitón topológi-
cas. Se pueden ver diagramas muy ilustrativos en la página https://en.wikipedia.org/
w/index.php?title=Sine-Gordon_equation&oldid=829285639
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entonces

ω12 =ω21 (9.43)

Si aplicamos este teorema a la ecuación de Sine-Gordon, tenemos de las

ecuaciones (9.23) y (9.24) que

∂+(ω1 −ω0) =−2a1 sen
(ω1 +ω0

2

)
(9.44)

∂+(ω12 −ω1) =−2a2 sen
(ω12 +ω1

2

)
(9.45)

∂+(ω2 −ω0) =−2a2 sen
(ω2 +ω0

2

)
(9.46)

∂+(ω12 −ω0) =−2a1 sen
(ω12 +ω2

2

)
(9.47)

Sumando (9.44) a (9.45) y (9.46) a (9.47) y restando los resultados, obtenemos

que

a1 sen
(ω12 −ω0 +ω2 −ω1

4

)
−a2 sen

(ω12 −ω0 −ω2 +ω1

4

)
= 0 (9.48)

Por las propiedades de las funciones trigonométricas, podemos simplificar-

lo en

tan
(ω12 −ω0

4

)
= a1 +a2

a1 −a2
tan

(ω1 −ω2

4

)
(9.49)

En otras palabras, el teorema de permutabilidad nos permite construir una

solución de segundo orden de forma algebraica. Además, este proceso puede

repetirse en cada orden de forma que una vez construimos la primera solución

no necesitaremos utilizar el farragoso formalismo de cuadraturas.

Así, las transformaciones de Bäcklund son de gran ayuda en la construcción

de soluciones. La dificultad, por supuesto, yace en encontrar una transforma-

ción de Bäcklund. Existe un método, desarrollado por Clairin, para construir

transformaciones de Bäcklund de forma sistemática (véase [Clairin, 1902]). Sin

embargo, no siempre es simple ni directo.

9.4. Transformación de Bäcklund para la ecuación KdV

En realidad, ya hemos utilizado transformaciones de Bäcklund para la ecua-

ción KdV, aunque sin llamarlas de esta forma. Una vez las hemos estudiado, po-

demos reconocer que las transformaciones de Miura o la relación de Riccati que

utilizamos son casos particulares de transformaciones de Bäcklund. Recorda-
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mos de (7.2) y (7.3) que la transformación de Miura generalizada

u +6λ= v2 + i
p

6vx (9.50)

lleva a la ecuación generalizada MKdV

vt = (v2 −6λ)vx + vxxx (9.51)

Efectivamente, podemos tomar estas como las relaciones que definen las

transformaciones de Bäcklund, si las reescribimos como

vx =− ip
6

(u +6λ− v2) (9.52)

vt =− ip
6

uxx − i

3
p

6
u2 + 2ip

6
λu + 24ip

6
λ2 + 1

3
ux v + i

3
p

6
uv2 − 4ip

6
λv2 (9.53)

Derivando la primera respecto a t y utilizando la segunda para simplificar,

obtenemos que

vt x =− ip
6

ut + 1

3
uxx v + 1

9
u2v − 2

3
λuv −8λ2v + 2i

2
p

6
ux v2− 1

9
uv3+ 4

3
λv3 (9.54)

Tácitamente, estamos asumiendo que λ no depende de x ni de t . Por su-

puesto, sabemos que es cierto ya que λ es el valor propio de la ecuación de

Schrödinger.

Podemos ahora derivar la segunda utilizando la primera para simplificar, y

obtenemos

vxt =− ip
6

uxxx− ip
6

uux+1

3
uxx v+1

9
u2v−2

3
λuv−8λ2v+ 2i

3
p

6
ux v2−1

9
uv3+4

3
λv3

(9.55)

Así, la condición de integrabilidad para (9.52) y (9.53) se sigue de (9.54) y

(9.55) y es precisamente la ecuación KdV,

ut = uux +uxxx (9.56)

La ecuación de evolución para v es una de las relaciones de la transforma-

ción de Bäcklund y se puede probar que es la ecuación MKdV eliminando u a

través de (9.52).
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Así, hemos encontrado que es una transformación de Bäcklund la que co-

necta las soluciones de la ecuación KdV con las de MKdV. Podemos preguntar-

nos si existe alguna transformación de Bäcklund que relacione soluciones de

KdV entre sí. Si la encontramos, previsiblemente podremos construir solucio-

nes multisolitón comenzando por una solución de solitón único, que ya hemos

trabajado antes.

Efectivamente, podremos encontrar una transformación de Bäcklund de es-

te tipo, y la podemos construir de la siguiente forma.

Introduzcamos una nueva variable ω(x, t ), definida por

u(x, t ) = ∂ω(x, t )

∂x
(9.57)

En términos de esta nueva variable, la ecuación KdV se convierte en

ωt = 1

2
ω2

x +ωxxx (9.58)

Por otra parte, tenemos de (7.3) que si v(x, t ) es solución de la ecuación

MKdV para un cierto valor de λ, entonces −v(x, t ) también lo es. Cada una de

estas soluciones lleva a una única solución de la ecuación KdV. Denotando por

u(x, t ) y ũ(x, t ) las soluciones obtenidas de v(x, t ) y −v(x, t ) respectivamente, las

relaciones (9.52) y (9.53) pasan a ser

vx =− ip
6

(u +6λ− v2)

−vx =− ip
6

(ũ +6λ− v2)

vt =− ip
6

uxx − i

3
p

6
u2 + 2ip

6
λu + 24ip

6
λ2 + 1

3
ux v + i

3
p

6
uv2 − 4ip

6
λv2

vt =− ip
6

ũxx − i

3
p

6
ũ2 + 2ip

6
λũ + 24ip

6
λ2 + 1

3
ũx v + i

3
p

6
ũv2 − 4ip

6
λv2 (9.59)

De aquí, obtenemos

vx =− i

2
p

6
(u − ũ) (9.60)

1

2
(u + ũ) = v2 −6λ (9.61)
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vt =− i

2
p

6
(u − ũ)xx − i

4
p

6
(u2 − ũ2) (9.62)

Usando ahora que u =ωx y ũ = ω̃x , esto nos lleva a la identificación

v =− i

2
p

6
(ω− ω̃) (9.63)

Así, podemos construir una transformación de Bäcklund entre las variables

ω y ω̃ en la forma

(ω+ ω̃)x =−
(
12λ+ 1

12
(ω− ω̃)2

)
(9.64)

(ω− ω̃)t = (ω− ω̃)xxx + 1

2
(ω− ω̃)x (ω+ ω̃)x (9.65)

Observemos que obtenemos de (9.64) ciertas identidades útiles en el análisis

de la integrabilidad de estas relaciones.

(ω+ ω̃)xx =−1

6
(ω− ω̃)(ω− ω̃)x

(ω+ ω̃)xxxx =−1

6
(ω− ω̃)(ω− ω̃)xxx − 1

2
(ω− ω̃)x (ω− ω̃)xx (9.66)

Derivando (9.64) respecto a t y utilizando las identidades anteriores, obte-

nemos

(ω+ ω̃)t x = (ω+ ω̃)xxxx +ωxωxx + ω̃xω̃xx (9.67)

Análogamente, derivando (9.65) respecto a x obtenemos

(ω− ω̃)xt = (ω− ω̃)xxxx +ωxωx x − ω̃xω̃xx (9.68)

Así, las condiciones de integrabilidad para las transformaciones de Bäcklund

que hemos definido serán

ωt = 1

2
ω2

x +ωxxx (9.69)

y

ω̃t = 1

2
ω̃2

x + ω̃xxx (9.70)

De esta formaω y ω̃ satisfacen la misma ecuación, que como vimos en (9.58)

corresponde a la ecuación KdV en estas variables. Así, este conjunto de transfor-

maciones de Bäcklund relaciona dos soluciones distintas de la ecuación KdV y
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por tanto permite construir nuevas soluciones del sistema.

9.5. Soluciones de solitones

Como sabemos queω= 0 es la solución trivial de la ecuación K dV , podemos

preguntarnos si las transformaciones de Bäcklund nos pueden llevar a solucio-

nes de interés. Para ω = 0, las transformaciones de Bäcklund (9.64) y (9.65) se

reducen a

ω̃x =−12λ− 1

12
ω̃2 (9.71)

ω̃t = ω̃xxx + 1

2
ω̃2

x (9.72)

La segunda, como ya vimos, simplemente nos indica que ω̃ es solución de la

ecuación KdV. Sin embargo, de la primera podemos observar que

ω̃xxx =−1

6
ω̃2

x +
1

36
ω̃2ω̃x (9.73)

Así, la ecuación (9.72) toma la forma

ω̃t = 1

3
ω̃x

(
ω̃x + 1

12
ω̃2

)
(9.74)

Sustituyendo (9.71),

ω̃t =−4λω̃x (9.75)

Así, la solución obtenida a partir de la solución trivial de vacío a través de la

transformación de Bäcklund se corresponde con una onda viajera con velocidad

c =−4λ (9.76)

Podemos observar que coincide con la velocidad que ya trabajamos en (8.40).

Recordemos que si el valor propio de la ecuación de Schrödinger, λ, para los

estados ligados toma valores negativos, entonces la onda se mueve hacia la iz-

quierda.

Reconocemos así este resultado como la solución de un único solitón. Efec-

tivamente, si elegimos

ω(x, t ) = 12
p
−λ tanh

p
−λ(x −4λt ) (9.77)
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de forma que

u(x, t ) =ωx (x, t ) =−12λsech2
p
−λ(x −4λt ) (9.78)

entonces se satisfacen las ecuaciones (9.71), (9.72) y (9.75). Podemos ahora pen-

sar que si aplicamos sucesivamente la misma transformación podemos cons-

truir soluciones multisolitón.

Como ya vimos con la ecuación de Sine-Gordon, el teorema de permutabili-

dad juega un papel importante en la construcción de soluciones de mayor orden

a través de transformaciones de Bäcklund. Estudiemos qué implicaciones tiene

en este caso. Supongamos que

ω
λ1−→ ω1

λ2−→ ω12

ω
λ2−→ ω2

λ1−→ ω21 (9.79)

Entonces, el teorema de permutabilidad nos dice que

ω12 =ω21 (9.80)

Usando las transformaciones de Bäcklund, obtenemos

(ω+ω1)x =−12λ1 − 1

12
(ω−ω1)2 (9.81)

(ω1 +ω12)x =−12λ2 − 1

12
(ω1 −ω12)2 (9.82)

(ω+ω2)x =−12λ2 − 1

12
(ω−ω2)2 (9.83)

(ω2 +ω12)x =−12λ1 − 1

12
(ω2 −ω12)2 (9.84)

Restando (9.81) de (9.82) y (9.83) de (9.84) y restando después los resultados

obtenemos que

ω12 =ω− 144(λ2 −λ1)

ω2 −ω1
(9.85)

Observamos que la expresión es simétrica bajo intercambio de los índices 1

y 2, como requiere el teorema de permutabilidad, y recordemos que

u12(x, t ) = ∂ω12(x, t )

∂x
(9.86)
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El teorema de permutabilidad nos permite construir de forma algebraica so-

luciones a cualquier orden dado. Así, la expresión general para la solución en el

paso n-ésimo será

ω(n) =ω(n−2) − 144(λn −λn−1)

ω′
(n−1) −ω(n−1)

, n > 1 (9.87)

con

ω(n) =ω{k1,k2,...,kn } =ω12...n

ω′
(n) =ω{k1,k2,...,kn−1,kn+1} =ω12...n−1,n+1 (9.88)

y

ω(0) =ω (9.89)

Por ejemplo,

ω123 =ω1 − 144(λ3 −λ2)

ω13 −ω12
(9.90)

Y, como las soluciones segundo paso tienen la forma (9.85), podemos calcu-

lar ω123 explícitamente como

ω123 = λ1ω1(ω2 −ω3)+λ2ω2(ω3 −ω1)+λ3ω3(ω1 −ω2)

λ1(ω2 −ω3)+λ2(ω3 −ω1)+λ3(ω1 −ω2)
(9.91)

La simetría bajo permutación de los índices 1, 2 y 3 es trivial.

Ya hemos visto que si

ω(0) =ω= 0 (9.92)

entonces al menos las soluciones de primer orden se corresponden con solu-

ciones de un único solitón. Las soluciones regulares de la ecuación de solitón,

como ya hemos visto, toman la forma

ω(x, t ) = 12
p
−λ tanh

p
−λ(x −4λt ) (9.93)

pero una solución singular también satisface la misma ecuación,2

ω∗(x, t ) = 12
p
−λcoth

p
−λ(x −4λt ) (9.94)

2Nótese que utilizamos una notación liosa (no confundirla con el complejo conjugado) aun-
que por contra habitual en la bibliografía.
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satisface (9.71) ya que

ω∗
x =−12λ− 1

12
ω∗2 (9.95)

Así, observamos que para obtener soluciones regulares a través de la aplica-

ción de transformaciones de Bäcklund no tenemos que usar siempre soluciones

regulares en los pasos intermedios. Podemos ver esto fácilmente en la solución

de segundo orden obtenida del vacío. Si tomamos

ω12 =−144(λ2 −λ1)

ω∗
2 −ω1

, λ1 >λ2 (9.96)

entonces el denominador nunca se anula y por tanto la solución es regular. Efec-

tivamente, observemos que dado que lasλ son negativas, aunqueλ1 pueda anu-

larse, λ2 no puede por la condición que le imponemos. En el límite λ1 = 0,

ω12(λ1 = 0) =−144λ2

ω∗
2

= 12
√

−λ2 tanh
√

−λ2(x −4λ2t ) =ω2 (9.97)

que es, claramente, regular. Es fácil ver que si hubiéramos utilizado la solución

regular ω2 en el paso intermedio, entonces el límite hubiera llevado a una solu-

ción singular. Así, para obtener soluciones regulares no solo tendremos que usar

soluciones singulares en los pasos intermedios sino que deberemos ordenar los

parámetros de las transformaciones de forma adecuada.

Finalmente, analizaremos el comportamiento asintótico de la solución de

segundo orden obtenida del vacío. Para simplificar la notación, tomaremos

ω1 = 12
√
−λ1 tanhξ1

ω2 = 12
√
−λ2 tanhξ2 (9.98)

con

ξ1 =
√
−λ1(x −4λ1t )

ξ2 =
√

−λ2(x −4λ2t ) (9.99)

Introduciremos además la notación

tanhγ=
√
−λ1√
−λ2

(9.100)
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Entonces, de la ecuación (9.96) observamos que cuando ξ2 →±∞,

ω12 → ±
√

−λ1 cothγ+12
√
−λ1 tanh(ξ1 ∓γ) (9.101)

Análogamente, cuando ξ1 →±∞,

ω12 → ±
√

−λ2 tanhγ+12
√

−λ2 tanh(ξ2 ∓γ) (9.102)

Así, vemos que

u12 =ω12,x −−−−−−→
|ξ2|→±∞

−12λ1 sech2(ξ1 ∓γ)

u12 =ω12,x −−−−−−→
|ξ1|→±∞

−12λ2 sech2(ξ2 ∓γ) (9.103)

Con esto probamos que u12 es una solución pura de dos solitones con fa-

ses asintóticas
γ√
−λ1

y
γ√
−λ2

respectivamente. Esto es significativo ya que nos

indica que podemos construir las soluciones multisolitón desde la solución de

vacío a través de repetidas aplicaciones de transformaciones de Bäcklund, au-

mentando el número de solitones en una unidad en cada paso sucesivo. Se pue-

de observar que esto es cierto sin más que aplicar el método recursivamente.
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(a) t = 0 (b) t = 2,5

(c) t = 2,7 (d) t = 3,2

(e) t = 4 (f) t = 5,5

Figura 2: Solución de tres solitones en distintos instantes de tiempo, con λ1 =
−0,5, λ2 = −1 y λ3 = −1,5, ω1 y ω3 regulares y ω2 singular (cada solitón está
desplazado para dejar el más alto a la derecha).
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10. Conclusión y cierre

A lo largo del trabajo hemos querido estudiar conceptos sobre integrabili-

dad basándonos en el estudio concreto de las soluciones de energía finita de la

ecuación KdV.

Hemos abordado el concepto de onda viajera y de solitón y hemos obteni-

do propiedades suyas por cálculo directo y a través de un tratamiento mecano-

cuántico. Hemos podido probar que la ecuación KdV con condiciones de ener-

gía finita tiene un número infinito de cantidades conservadas en involución, y

por tanto es integrable.

Hemos analizado el problema de valor inicial, hemos encontrado un método

general y lo hemos aplicado a la solución de un solitón para hallar que efectiva-

mente es una onda viajera.

Hemos visto de forma somera el método de dispersión inversa y el método

de Lax, dos métodos fundamentales en el tratamiento de sistemas integrables.

Finalmente, hemos abordado la herramienta de las transformaciones de Bäc-

klund para poder hallar soluciones multisolitón de la ecuación KdV.

No obstante, simplemente por razones de espacio no hemos podido profun-

dizar más en ciertas cuestiones de la integrabilidad enormemente interesantes

y de actualidad científica. Nos hubiera gustado poder incidir más en cuestiones

como la aproximación geométrica a los modelos integrables (puede ampliarse

en [Cariñena et al., 2007] o [De Filippo et al., 1985]) o la aproximación teórica de

grupos (véase [Reyman y Semenov-Tian-Shansky, 1994] o [Aziz, 2007]).

Además, hemos incidido únicamente en lo que se llama integrabilidad clási-

ca (en todo momento hemos supuesto que nuestras ondas eran completamente

deterministas y no presentaban incertidumbre alguna). No hemos tratado ni si-

quiera de forma somera el principal campo de trabajo de la integrabilidad en la

actualidad: la integrabilidad cuántica, que utiliza sin embargo métodos en cier-

to modo análogos a los que tratamos clásicamente, como el llamado método de

dispersión inversa cuántica (véase [Sklyanin, 1992]).

Cerramos así este breve repaso de los fundamentos de la teoría de integrabi-

lidad dejando interesantes y estimulantes campos abiertos, que no invitan sino

a una mayor profundización.
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