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Resumen

En este trabajo se va a emplear la correspondencia AdS/CFT para estudiar el compor-
tamiento dindmico de un conjunto de D3-branas en distintas soluciones de supergravedad.

El enfoque que se tomara para ello parte de la descripcién de los dos marcos tedricos
relacionados por la dualidad de Maldacena [1]: el de la teorfa gauge N' =4 SYM, prestando
especial atencion al espacio de moduli asociado a la misma; y el de la teoria de supergra-
vedad en una geometria AdSs x S°. Tras la descripcién de estos dos tipos de teorfa y de la
correspondencia que los relaciona, se analizara el comportamiento de N D3-branas colocadas
en un espacio AdS. La correspondencia AdS/CFT permitird en el andlisis relacionar este
comportamiento con el espacio de moduli de la teoria dual.

En el trabajo se pretenderd usar analizar de manera andloga el comportamiento de las
branas en una solucién de supergravedad distinta concreta: la soluciéon GPPZ. Esta solucién
serd, descrita en detalle, asi como su teoria gauge dual NV = 1* SYM. Se prestard especial
atencion a lo que ocurre en la singularidad descrita por este tipo de solucién, y se tratara de
interpretar mediante branas cuando sea posible.

Se incluye, por ultimo, una discusién sobre los resultados obtenidos en los analisis, com-
parandolos con otras publicaciones en las que se realizan estudios similares.
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Capitulo 1

Introduccion

I used to think that information
was destroyed in black holes. But
the AdS/CFT correspondence led
me to change my mind. This was
my biggest blunder, or at least
my biggest blunder in science.

Stephen Hawking

En la actualidad, para poder describir de forma microscopica la naturaleza, es necesario
emplear la Teoria Cudntica de Campos. Este tipo de teoria combina tres de los temas mas
populares en la fisica moderna: la teoria cuantica, el concepto de campo y el principio de la
relatividad. El concepto de dtomo empleado en los anos 200-100 a.C. en la Antigua Grecia
para describir los bloques de construccion mas basicos del universo ha evolucionado hasta
el concepto de particulas y fuerzas fundamentales que se describen en el Modelo Estdndar
desarrollado en el siglo XX. A estas particulas se les describe como excitaciones de algin
campo, se les atribuye una forma puntual y se observa como interaccionan localmente con
otras particulas.

Sin embargo, a pesar de que la Teoria Cuantica de Campos es capaz de describir la natura-
leza en las escalas energéticas que somos capaces de observar, se piensa que apareceran nuevos
elementos al considerar distancias mucho menores, en la escala de Planck (o, equivalentemen-
te, energias mucho mayores). Esto se debe a que los efectos gravitatorios cudnticos cobraran
una mayor importancia a esta escala. La gravedad no se ha podido cuantizar mediante los
métodos perturbativos usuales; sin embargo, es posible incorporar gravedad cudntica en este
tipo de teorias abandonando el concepto de particula puntual, para considerar en su lugar que
los objetos fundamentales de la teoria se encuentran extendidos a lo largo de una dimensién
y se pueden denominar, por lo tanto, como cuerdas.

En 1974, 't Hooft propuso una serie de teorias gauge confinantes, cuyo color es descrito
mediante el grupo de simetria U(N), que se pueden reformular en el limite N — oo como
teorfas de cuerdas [2]. Mas adelante, en 1998, Maldacena propuso una dualidad similar, pero
que relacionaba teorias gauge conformes con N' = 4 supersimetrias con teorias de cuerdas de



tipo IIB en espacios con geometria AdSsxS® 1] (dualidad que se conoce como correspondencia
AdS/CFT). A partir de esta correspondencia, es posible obtener de nuevo una teoria gauge
confinante mediante procesos como los descritos por Polchinski y Strassler en el ano 2000 [3],
que planteaban perturbaciones en la teoria conforme que nacen al anadir términos de masa
que se mantienen invariantes bajo menos supersimetrias (o incluso bajo ninguna).

Mediante la dualidad de Maldacena se pueden asociar los calculos de la teoria de cuerdas
en su régimen perturbativo a otros calculos en una teoria gauge no perturbativa, que en caso
contrario serfan dificiles de obtener. Esto permitird caracterizar el espacio de moduli que
se obtiene en distintas teorias gauge en su régimen de acoplamientos fuertes a partir de su
relacion con los estados de Dp-branas de la teoria de supergravedad dual. Ademas de esto,
se piensa que el reciproco de la asociacién anterior es cierto: se pueden relacionar teorias de
cuerdas no perturbativas con un determinado fondo gravitacional, que a priori son dificiles
de estudiar, con teorias gauge perturbativas.

En este trabajo se va a presentar, en primer lugar, las distintas teorias que se relacionan
mediante la correspondencia AdS/CFT. En el capitulo [2] se describe el concepto de espacio
de moduli y se introduce la teoria gauge N' = 4 SYM, definiendo cada uno de los campos
que la componen y observando sus principales caracteristicas. Posteriormente se atenderd a
la teoria de supergravedad en el capitulo (3| en el cual se introduce la teoria de supercuerdas.
Habra una descripciéon previa de la teoria que la precede, la teoria de cuerdas bosénicas; y
también se presentaran los estados no perturbativos de la teoria de supercuerdas, que pueden
ser descritos mediante branas de forma semiclésica, y que seran los que permitan un estudio
mas detallado de la teoria gauge dual a partir de la dualidad de Maldacena.

Esta dualidad se describe en el capitulo 4l y se presentard también la manera en la que
se pueden relacionar los operadores de la teoria gauge con los campos de su teoria dual.
Serd importante también el estudio en esta misma parte sobre los limites de validez de la
correspondencia, la cual serd empleada de manera explicita en el capitulo [f] y permitird
observar como el comportamiento dindmico de un conjunto de N branas colocadas en un
espacio AdS determina el espacio de moduli de la teoria conforme dual.

A continuacion se pretenderd realizar un estudio andlogo, pero asociado a N branas
colocadas en el uplift de una solucién concreta de supergravedad: la solucién GPPZ [4]. El
capitulo [6] tiene como objetivo describir esta solucién, que originalmente fue propuesta en 5
dimensiones, y plantear su uplift hasta las 10 dimensiones en las que se puede emplear la

teoria de supercuerdas. De la misma manera, se pretende introducir en el capitulo su teoria
gauge dual, la teorfa N'= 1* SYM.

En el capitulo[7]se detallara la relacién entre las branas colocadas en este tipo de solucién
y el espacio de moduli correspondiente. A pesar de presentar un andlisis similar al del capitulo
se podra observar como el comportamiento dindmico de las branas es fundamentalmente
distinto en cada caso.

El trabajo concluye con una serie de conclusiones en el capitulo [§|en las que se resumen los
resultados que se han obtenido y se comparan con los resultados presentados en referencias
bibliograficas intimamente relacionadas con el trabajo.



Capitulo 2

El espacio de moduli de la teoria
gauge

Una de las teorias que se referencian en la correspondencia de Maldacena es la teoria
gauge conforme A" = 4 SYM. La descripcién de esta teoria serd uno de los objetivos del
capitulo, insistiendo ademas en la relevancia de las simetrias que existen en una teoria gauge,
y en la definicién del espacio de vacios que caracterice la teoria.

2.1. Introducciéon a la ruptura espontanea de simetria.

Las leyes de la naturaleza podrian tener una serie de simetrias internas que no resultan
aparentes debido a que el estado de vacio de la teoria que las describe no es invariante bajo
dichas simetrias. Este concepto se conoce por ruptura espontdinea de simetria, y resulta clave
en el estudio de la Teoria Cuédntica de Campos.

2.1.1. Simetria discreta.

Un ejemplo clésico y sencillo se obtiene al considerar el lagrangiano:

1 1 A
L= 2(0.6)2 4+ =202 — Dt 21
donde el subindice a recorre a = 0,...,3, y el parametro p estd relacionado con la masa de
la forma m? = —p?.

La simetria del lagrangiano, en este caso, es discreta: hay una invariancia al tomar ¢ —
—¢. El hamiltoniano correspondiente es el siguiente:

1 1 1 A
H = /d% [279 + 5(v¢>)2 - §u2¢2 + Iqﬁ‘l . (2.2)
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La configuracion clésica de menor energia se obtiene cuando el campo ¢ es uniforme,
o(x) = ¢o, donde ¢ es aquel valor que minimice el siguiente potencial:

1 A
V(9) = —su?¢” + 5o (2.3)
2 4!
Este potencial, representado en la figura [2.I] tiene dos minimos que estdn situados en
¢pog=Fv== gu. A la constante v se le denomina como el valor esperado de vacio de ¢.

14
A

NN

Figura 2.1: Forma del potencial V' descrito en la ecuacion 1)

La fisica que describe el sistema al situarse alrededor de uno de sus minimos serd la
misma, sin importar cudl se ha escogido; sin embargo, esta seleccion provocard una ruptura
de la simetria interna. Suponiendo que el sistema estd situado alrededor del minimo ¢y = v,
resulta conveniente reescribir el lagrangiano en funcién de campos de la forma ¢(z) = v+o(x),
de forma que o(z) toma valores pequenos, obteniéndose asi la expresion:

g2 Lo 2_\ﬂ 3 A
L= 2(8a0) 2(2,u Jo GHo o (2.4)

En este lagrangiano ya no se puede observar una simetria ¢ — —¢ como en el caso
anterior: ha habido una ruptura espontdnea de la misma.

2.1.2. Simetria continua.
Un lagrangiano con simetria continua también puede sufrir una ruptura espontianea de

simetria. Un ejemplo andlogo al discreto se obtiene al considerar un lagrangiano con N campos
escalares de la forma:

N
L= ; (;(3a¢i)2 + %M2(¢i)2 _ 2[(¢z>2]2> . (2.5)

En este caso, el lagrangiano resulta invariante bajo transformaciones de la forma ¢* — RY ¢/,
donde R es una matriz ortogonal N x N (es decir, es invariante bajo el grupo ortogonal O(N)).

4



De nuevo, la configuracién clasica de menor energia se obtiene al tomar un campo escalar
uniforme ¢;, cuyo valor minimiza el siguiente potencial (representado en la figura 2.2)):

V(g = — i) + 16 (26)

Figura 2.2: Forma del potencial V descrito en la ecuacién (2.6)), al considerar N = 2 campos
escalares. La regién sombreada se corresponde con el espacio de moduli.

. 2
La expresiéon toma valores minimos cuando se cumple (¢6)2 = “7; esto determina la
longitud (o médulo) de ¢f), pero no su direccién. A este conjunto de valores se le conoce por
espacio de vacios o espacio de moduli de la teoria.

Al reescribir el lagrangiano alrededor de un minimo situado en la direccién escogida se
pierde la simetria inicial O(N), obteniéndose en este caso una invariancia bajo el grupo
O(N —1). El nuevo lagrangiano incluird un campo masivo junto con un conjunto de N — 1
campos sin masa invariantes bajo el grupo SO(N)/SO(N — 1) ~ SN~1 es decir, bajo las
direcciones angulares del espacio RY que parametrizan los campos ¢'.

La generacion de particulas sin masa en un sistema donde se rompié una simetria continua
espontaneamente es el suceso que predice el Teorema de Goldstone. Dichas particulas se
conocen como bosones de Goldstone.

2.1.3. Degeneracion de los estados de vacio.

En los dos tipos de ruptura que se han introducido en esta seccién se ha podido observar
una degeneracion en los estados de vacio de la teorfa cudntica. A continuacién se va a mostrar
como este hecho se relaciona con la existencia de simetrias en el hamiltoniano de la teoria.

Considérese que el hamiltoniano de la teoria es H y que la teoria permanece invariante bajo
una simetria cuyo operador asociado es S. En esta situacién, al efectuar una transformacién



de semejanza en el hamiltoniano mediante el operador S, no habra ninguna variacién:

SHST = H. (2.7)

Debido a que S es un operador asociado a una simetria, se tratard de un operador unitario:
ST = 8~1. Recuérdese, por ejemplo, el caso continuo discutido anteriormente cuyas matrices
asociadas a la simetria pertenecian al grupo O(N) y, por tanto, eran reales y ortogonales.

Esto causa que el hamiltoniano conmute con la simetria:

H=SHS'=SHS™' = HS=SH. (2.8)

Asi, al considerar un estado de vacio de la teoria |0) con energia Ey, se puede obtener un
estado con la misma energia, S|0):

HS|0) = SH|0) = SEo|0) = EoS|0). (2.9)

Los nuevos estados de vacio que se obtienen mediante cada operador de simetria pueden ser
linealmente independientes del primero, formando asi todo un espacio de estados de vacio
degenerados.

2.2. La ruptura espontanea de simetria en una teoria N = 4
Super Yang-Mills.

En la teorfa SYM con A = 4 supercargas se puede producir una ruptura espontanea de
su simetria continua, de manera similar a lo que ocurria en la teoria cuyo lagrangiano venia
representado por la expresion ((2.5)).

En esta seccidon se estudia dicha ruptura de manera analoga. En primer lugar, se atienden
a las simetrias de la teoria; posteriormente se atiende al espacio de moduli que minimiza el
potencial correspondiente; y, por ultimo, se discuten las consecuencias al seleccionar un valor
esperado de vacio de los campos.

2.2.1. Descripcién de la teoria y sus simetrias.

Una teoria de Yang-Mills es una teoria gauge invariante bajo algin grupo de simetria que
trata de describir el comportamiento de las particulas elementales a partir de grupos de Lie
no abelianos.

La teorfa de Yang-Mills supersimétrica (Super Yang-Mills, SYM) contempla la existencia
de supersimetrias en el modelo de Yang-Mills. En particular, el lagrangiano para la teoria de
dimensién 4 con 4 supersimetrias (N = 4) invariante bajo el grupo especial unitario, SU(N),



es Unico y puede expresarse de la forma:

1 o . - . N
£=T{~ o FuF"™ + s " = Y AT DA — Y DX DX

942 {72
29 us -

2
+ 7 CENIX M)+ D gCan AKX N + L ST X)L (2.10)

a,b,i a,b,i ,J

En el lagrangiano descrito anteriormente, aparece el acoplamiento gauge representado por
g, el angulo del instantén representado por 6; y las matrices de Pauli representadas por o,
donde el indice recorre los valores u = 0,1,2,3. Ademads, se reflejan los componentes del
multiplete gauge N' = 4:

= Seis escalares reales (hermiticos), X (i = 1,...,6). En la teorfa invariante bajo el grupo
SU(N), estos escalares son matrices N x N que pueden ser agrupados en combinaciones
complejas ¢4 = (XA 4+iX4%3)/1/2, con A = 1,2, 3, formando parte de supermultipletes
quirales que aparecen de manera holomorfa en el superpotencial (es decir, sin que
dependa del hermitico conjugado de ninguno de ellos) [7].

» Cuatro fermiones de Weyl de quiralidad izquierda, A% (a =1,...,4, a =1,2).

= El campo de gauge A,,.

A partir del campo 1~4# se puede construir F,, = 0,4, — 0, A, + i[A,, AJ]: 1a fuerza del
campo. Por otra parte, F),, = %ewp(,F”” es el dual Poincaré de F'. De la misma manera, D,
denota la derivada covariante y sigue la expresién D A\ = O\ +i[A,, Al

Las constantes C’fb v Ciqp estan relacionadas con las matrices de Clifford Dirac para
SO(6)r ~ SU(4)r [8]. En este grupo se representan las simetrias internas que permiten rotar
las supercargas (R-simetrias) asi como los campos fermiénicos y escalares sin variar la teorfa.

La supersimetria de Poincaré N' = 4 que caracteriza el lagrangiano tiene las leyes de
transformacion:

(5XZ — [ g“Xi] — Cmb)\abv
0Ny = {Q%, Mg} = i, (o) 505 + [X', XV]eap(Cij) s
oA, = Q5. Ny} = Ot DX (2.11)

5‘4# = [ gmAu] = (Uu)aﬂj‘%

Los términos Q)% son espinores de Weyl de quiralidad izquierda que representan la supercarga
de espinor. La notacién del espinor en dos componentes se relaciona con la notacion del espinor
de Dirac en 4 componentes de la manera:

Q= ( g% ) : (2.12)

Por otra parte, las matrices o** se definen por o* = —i[’y“,’y”], y las constantes (Cy;)%,
que aparecen estaran relacionadas con formas bilineales de Clifford Dirac para SO(6)r [8].

7



Dado que el lagrangiano es invariante Poincaré e invariante de escala (debido a que todos
sus componentes tienen dimension 4), tiene una mayor simetria conforme [9] que se ve repre-
sentada por el grupo SO(2,4) ~ SU(2,2). Més atn, el grupo que representa la supersimetria
N = 4 Poincaré y las simetrias internas que rotan las supercargas es SU(2,2) x SU(4)g; di-
cho grupo constituye la parte bosénica del supergrupo SU(2,2|4) que representa la simetria
superconforme de la que se dispone. La teoria es también invariante de escala a un nivel
cudntico y el supergrupo SU(2,2/4) es una simetria a dicho nivel.

Ademds, la dualidad de Montonen-Olive o S-dualidad indica que existe una simetria global
de la teoria. Para poder observarla es habitual combinar el acoplamiento g y el angulo del
instantén €; en un dnico acoplamiento complejo:

Oy Ami

= —. 2.1
T=o o + e (2.13)

La teorfa cuantica es invariante bajo transformaciones de la forma 6; — 67 + 27 (o de
la forma 7 — 7 + 1). Los fisicos Montonen y Olive propusieron en 1977 que también hay
una invariancia bajo 7 — —1/7 [10], como fue comprobado para la teorfa N' = 4 SYM en
1995 [11]. Al combinar ambas simetrias, se obtiene el grupo S-dualidad SL(2,Z) generado
por:

T — ‘;Is, ad—bc=1, a,b,c,deZ. (2.14)

2.2.2. El espacio de moduli clasico y la ruptura espontanea de simetria.

El comportamiento dindmico de la teorfa N'= 4 SYM puede ser analizado a partir de su
término de energia potencial,
—g? Z/Tr[xi, X2, (2.15)

1]

Debido a que el algebra gauge estéd asociada al grupo especial unitario, el cual es compacto
[12], cada término de la suma anterior serd positivo o nulo. Por lo tanto, si el potencial se
anula, se obtiene un minimo energético que se corresponde con el estado de vacio. Para ello,
es necesario que ocurra:

(XY, X/]=0, i,j=1,...,6. (2.16)
Hay dos clases principales de soluciones para esta ecuacion:

» La fase superconforme, en la cual (X?) = 0 para cada i = 1,...,6. En esta fase no hay
una ruptura espontanea de la simetria gauge de los estados fisicos y los operadores, los
cuales transforman bajo representaciones unitarias de SU(2,2[4).

» La fase de ruptura espontdnea o de Coulomb, en la cual existe algin i tal que (X?*) # 0.
Es el caso en el que los campos escalares se sitian en un punto concreto del espacio de
moduli distinto al origen, por lo que aparecerd una escala energética en la teoria y se
provocard una ruptura espontanea de las R-simetrias y de la simetria superconforme.
En esta fase se generaran bosones de Goldstone asociados a dicha ruptura espontdnea.



En el dltimo tipo de solucion, las direcciones sobre las cuales el campo escalar cumple
(X% # 0 seran las que conforman el espacio de moduli. Se puede dar una descripcién inva-
riante gauge en funcién de los valores esperados de los polinomios que son invariantes gauge
en los campos.

Debido a que dos matrices semejantes determinan dlgebras de Lie isomorfas [13], el espacio
de moduli parametrizado por las seis matrices X* serd isomorfo al parametrizado por las
matrices diagonales a las que son semejantes a cada uno de los campos escalares. La diagonal
de estas ultimas estd compuesta por los valores propios de cada campo X°, respectivamente.
Esto permite afirmar que, debido a que cada una de las matrices es de tamano N x N, el
espacio de moduli serd a lo sumo isomorfo a ROV,

Hay que notar que dos matrices que tienen los mismos valores propios van a ser semejantes:
esto implica que dos matrices diagonales que tienen los mismos valores en la diagonal seran
semejantes también, independientemente de como se ordenen los mismos, produciendo asi
algebras de Lie isomorfas. Esta observacién reduce el espacio de moduli a un cociente de ROV
sobre las simetrias discretas que permutan los valores propios de cada matriz.

Hay otro tipo de simetrias que reducen atin mas el espacio: las R-simetrias. Una matriz
O¥Y € SO(6) actiia de la forma X* — O% X7, llevando a un punto del espacio de moduli X
a otro punto del mismo que resulta fisicamente inequivalente (situado a la misma distancia
del origen del espacio). Este tipo de simetria es continua.

Dos espacios de moduli clasicos con un valor esperado del campo escalar no nulo distinto
son fisicamente inequivalentes. Esto se debe, por ejemplo, a que la masa de los bosones
masivos generados al romperse la simetria sera distinta en ambas teorias. Por lo tanto, una
degeneracién en el espacio de moduli clésico es accidental y podria no observarse en el estudio
cudntico, con la excepcién de que los valores esperados no nulos estén relacionados mediante
una simetria como las descritas anteriormente. Si el espacio de moduli fuese isomorfo a una
5-esfera o un cociente de la mismaﬂ la existencia de R-simetrias permitiria afirmar que no
habran correcciones cuanticas en ninguin caso; sin embargo, el espacio de moduli es mayor
y para evitar dichas correcciones es necesario que hayan simetrias adicionales. En este caso,
las supersimetrias del modelo serdan las que permitan proteger el espacio de moduli, que es
isomorfo a un cociente de RV, de posibles correcciones cuanticas.

Un ejemplo de operador sencillo que parametriza el espacio de moduli es el operador
quiral primario Q%) = Tr (X X7 — ‘%X kx k), el cual hace referencia en su subindice a
que pertenece a la representaciéon 20" del supergrupo SU(4) y es el componente de menor
energia del multiplete de supercorriente N' = 4. Otro operador relevante, en este caso como
componente de menor energfa del multiplete de Konishi N' = 4 del supergrupo SU(2,2|4), es
el operador K1 = 1 Z?:l : Tr (X" X") :, donde el simbolo :: denota la ordenacién normal [14].

!Este serfa el caso de una teorfa cuyo lagrangiano resultase invariante bajo el grupo O(N), como la descrita
en la seccién m Esta tltima describe un espacio de moduli isomorfo a una N-esfera.
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Capitulo 3

Branas y campos en supergravedad

La teoria dual que se pretende asociar a la teoria gauge descrita en el capitulo |3 es una
teoria de supercuerdas. Este capitulo tiene como objetivo describir este dltimo tipo de teoria
y los campos que aparecen en ella, introduciendo previamente la teoria de cuerdas bosénicas
cuyo modelo serd modificado considerando supersimetria en el mismo para poder evitar las
limitaciones que se observan.

El concepto de brana aparecerd descrito también en este capitulo como un estado no
perturbativo de la teoria de supergravedad (p-branas) y como un hiperplano en un espacio
plano donde se sitia el extremo de una cuerda abierta (D-branas).

3.1. Introduccién a la teoria de cuerdas.

La idea principal a partir de la cual se desarrolla la teoria de cuerdas, es que las particulas
elementales no son objetos puntuales, sino que se extienden a lo largo de una dimensién (y
por ello son referidos como cuerdas). Estas cuerdas pueden ser tanto abiertas como cerradas,
y estan caracterizadas por una longitud caracteristica Ly = 1/M,. El motivo por el que
percibimos las particulas elementales como puntos es que las energias a las que son observadas
estan por muy debajo de la escala energética M, y no hay suficiente resoluciéon para poder
percibir su extensién espacial.

Los distintos modos de vibraciéon de las cuerdas son percibidos como particulas comple-
tamente distintas, con nimeros cuanticos y simetrias diferentes entre ellas. El nimero de
modos de oscilacién excitados se relaciona con la masa de la particula, lo que permite defi-
nir una cantidad infinita de particulas con diferencias entre sus masas del orden de M, (a
menudo referida como torre de particulas). Al tratarse de una escala energética tan grande,
las particulas que se pueden observar deben corresponderse con las de orden cero de la torre
anterior (el orden mas fundamental: Leading Order, LO).
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3.1.1. Caracteristicas de una teoria de cuerdas.

La superficie que describe una cuerda al moverse en el espaciotiempo, denotada por X, se
conoce como worldsheet. Las cuerdas abiertas describen worldsheets con fronteras (descritas
por los extremos de la cuerda en movimiento), al contrario que las cuerdas cerradas.

Cualquier punto de una worldsheet puede ser descrito a partir de dos coordenadas locales:
t, que actiia como coordenada “temporal”; y o, que parametriza la cuerda en el momento t.
Una funcién de embedding X*(o,t), con p=0,...,d—1, permite parametrizar la worldsheet
en un espacio de Minkowski de dimensién d, My (que se conoce como espaciotiempo objetivo):

XH Yy — My
(3.1)
(o,t) — XH(o,t).

En la figura[3.1]se representa un ejemplo de embedding en un espaciotiempo 3-dimensional
de una cuerda abierta y una cuerda cerrada. El drea que define la worldsheet sirve a modo
de accién que describe la cuerda al moverse en este espaciotiempo; esta idea se refleja en la

accion de Nambu-Goto, en la cual se hace referencia a la tensién de la cuerda, T = M2, en
su férmulalT}

Sna = —T / (X" X,, — 0y X0y X ) 2 dodt. (3.2)
b

X0 X0

X/ X/

Figura 3.1: Embedding de una cuerda cerrada (izquierda) y una cuerda abierta (derecha) en
movimiento en un espaciotiempo de 3 dimensiones. Tomado de [15].

Una accion cldsicamente equivalente a la de Nambu-Goto, pero mas facil de cuantizar, es
la accion de Polyakov:

T
Sp= % / V=992 (0,)0u X0y X1 dordt, (33)
b

donde aparece la funcién adicional ¢®? (0,t) que puede ser interpretada como un campo
auxiliar que define una métrica local en la worldsheet. Resulta notable observar que en las
acciones definidas anteriormente se mantiene una simetria conforme.

1A menudo se encuentra la cantidad o = I2 en esta definicién, relacionada con la tensién de la cuerda de

la forma T = %
T
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La suma de todas las worldsheets que pueden interpolarse entre dos configuraciones
energéticas de una cuerda (que se corresponde con una integral de caminos) permite ob-
tener la amplitud cuéntica entre dichas configuraciones. Al realizar este cédlculo es preciso
tener en cuenta las topologias de las que puede disponer la worldsheet: hay que considerar
superficies con distinto nimero de “agujeros” y distinto nimero de “asas” (en la figura
se muestran algunas topologias distintas entre dos configuraciones de una cuerda abierta a
modo de ejemplo). La expresién que se obtiene es de la forma de la funcién de correlacién:

(blevolucién|a) = Z [DX]e= X0, [ X]10,[X], (3.4)
worldsheets

donde aparece la accién de Polyakov tras fijar un cierto gauge, S,[X], asi como operadores de
vértice O;[X] que aportan informacién sobre los estados inicial (a) y final (b) de la cuerda.

= + 10+ LD+
X

e

—— ——

Figura 3.2: Algunas worldsheets interpoladas entre dos configuraciones de una cuerda abierta,
cada una de ellas con distintas topologias. La segunda superficie tiene un “agujero” més que
la primera, y la tercera superficie tiene un “asa” maés que la primera.

Las interacciones mas basicas entre cuerdas vienen representadas en la figura Se tra-
tan de interacciones que acoplan cuerdas abiertas, dando lugar a una nueva cuerda abierta
(figura superior); interacciones analogas entre cuerdas cerradas (figura central); y una tltima
interaccién que acopla cuerdas abiertas y cerradas. Esta tdltima interaccion debe ser consi-
derada en una teoria de cuerdas abiertas, dado que es uno de los procesos que median el
acoplamiento entre tres cuerdas de este tipo. Por este motivo, una teoria de cuerdas abiertas
que interactian debe considerar cuerdas cerradas, mientras que el reciproco no es cierto.

Una ventaja fundamental de la teoria de cuerdas es su consistencia a nivel cudntico.
Desde el punto de vista de la Teoria Cuéantica de Campos, no existen divergencias en la
region ultravioleta (UV) por distintos motivos:

= Las divergencias en esta region aparecen cuando dos vértices de interaccion coinciden
en el mismo punto del espacio tiempo. En la teoria de cuerdas, se evita esta situacién
al estar los vértices deslocalizados en toda una regién de tamano L.

» El comportamiento para energias muy altas (muy superiores a M;) en bucles (loops)
es distinto del descrito en la Teoria Cudntica de Campos para particulas puntuales,
en el cual se producen divergencias en la regiéon UV. En la teoria de cuerdas, al inter-
cambiarse estados de una cuerda cuya longitud aumenta con la energia, se observa un
comportamiento caracteristico de la regién de infrarrojos (IR) de un canal dual de la
teorfa.
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——_—~  equiv

— — T . ——— -
—
S — C ) equiv | I:I
) ( _ — AN »5_______,-/ / \
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/ f N\ -
r\_h____]' A A
T Ty . P
T P equiv .

Figura 3.3: Interacciones bésicas entre cuerdas. En energias mucho menores que Mj, las
cuerdas son percibidas como puntos y los tres diagramas son equivalentes.

= En particular, la simetria conforme de la worldsheet permite describir cualquier dia-
grama, con vértices muy préximos como un diagrama con los vértices bien separados,

conectados por un canal dual arbitrariamente largo.

La simetria conforme de la worldsheet ha resultado una propiedad necesaria para que
la teoria resulte consistente. Es necesario, por lo tanto, conservar esta simetria clasica en la
teoria cudntica (es decir, evitar que se provoque una anomalia). Esto se consigue tomando un
numero concreto de campos en la teoria, que se corresponden con las d funciones de embedding
descritas al principio de la seccién, X*. La teoria resulta consistente para la eleccién d = 26,
que a su vez fija la dimensién del espacio de Minkowski en el que se describen las cuerdas en
el mismo nimero. En el apéndice [A] se detalla el célculo que permite llegar a esta conclusion,

asi como la cuantizacién de la cuerda que se ha descrito.

3.1.2. Teoria de cuerdas cerradas.

Los estados de menor energia de una teoria de cuerdas cerrada son los siguientes:

» El estado fundamental de la cuerda. Debido a que tiene una masa o/ M? = —2 (es decir,

una masa taquionica, ya que su valor al cuadrado es negativo), se observa que la teoria
no es estable: el valor esperado de vacio que trata de alcanzar este campo no estara

situado en el minimo del potencial, el cual podria no existir.

s Un campo tensorial de rango 2. Este campo puede descomponerse en su parte simétrica
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(el gravitén, Garn (X)), su parte antisimétrica (la 2-forma denotada por Byn (X)) v
su traza (el dilatén, ¢(X), un escalar sin masa).

Es posible construir una accién efectiva para estados sin masa de la cuerda que reproduzca
las amplitudes de la teoria en energias bajas, E' < M; (al tomar valores cercanos o superiores
a M, esta teorfa deja de ser una buena aproximacion) y que esté bien definida a nivel cudntico.
Dicha accion viene expresada de la forma:

1 1
Sesf = g2 A X (—=G)1 /272 {R — EHMNPHMNP + 4aM¢aM¢} +0(d), (3.5)
0
donde M,N,P = 0,...,25 y Hynp = JyBnp). Se trata de una accién invariante bajo

transformaciones de coordenadas en 26 dimensiones y bajo la invariance gauge:
Bun(X) — Bun(X) + 9 An)(X), (3.6)

con Apr(X) una 1-forma que actiia como parametro gauge.

Tipicamente, los campos ¢, Gyrny 0 By no tienen un potencial en su accién efectiva,
por lo que pueden tomar cualquier valor esperado de vacio a priori: esto indica que si son
campos constantes formaran parte del espacio de moduli de la teoria.

3.1.3. Teoria de cuerdas en espaciotiempos no triviales.

La accion de Polyakov puede generalizarse al considerar un espaciotiempo cuya métrica,
Gun(X), no es trivial (las funciones de embedding llegan a un espaciotiempo curvo en lugar
de Msg). El modelo que se obtiene, conocido por modelo sigma no lineal, depende de los
campos X (0,t) y g(o,t), y queda definido por la accién:

1
SO0l = s / V=9GN [X]gP 0. XM 95 XN dodt. (3.7)
by

Si ademaés se acoplan a la expresion los campos sin masa observados para la teoria de
cuerdas cerradas, se obtiene una nueva expresion:

1
4o/

SYIX,g] = /E [GMN [(X19P0, XM XN+ Bpn[X]e®P0a XM 05 XN +/ R[g]¢p| /—gdodt.

(3.8)

El término asociado al campo Gy n puede interpretarse como el area de la worldsheet bajo
la métrica del espaciotiempo no trivial. Por otra parte, el que se asocia a By es una integral
de una 2-forma By = By ndX™ A dXY sobre la worldsheet, fz Bs. Este ultimo término es
puramente topolégico y se puede interpretar como una carga de la cuerda respecto a Bs.

La parte de la accién asociada a ¢ actia como un término de Einstein para la métrica
Jap asociada a la worldsheet. Sin embargo, debido a que es una métrica sobre una superficie,
anadir este término en el calculo de una amplitud es equivalente a anadir un factor a la misma
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con el valor de e=%¢, donde ¢ es el nimero de Eulelﬂ Esto muestra como el valor esperado
de vacio del dilaton actiia como la constante de acoplamiento de la cuerda.

Al anadir campos no triviales a la accién, estos dejan de ser libres: esto invita a realizar
un estudio segiin la teoria de perturbaciones, tomando como pardmetro de expansién o’ /R?
(donde R es la escala de longitud para la variacién de cualquier campo en el espaciotiempo).
Requerir que se mantenga la simetria conforme que resulta clave en esta teoria se traduce, en
el orden mas bajo de la expansion, en que no debe haber dependencia entre la constante de
acoplamiento de la cuerda con la escala energética (es decir, la funcién beta se debe anular).

3.2. La teoria de supercuerdas.

La teorfa de cuerdas descrita en la seccién anterior (la teoria de cuerdas bosdnica) pre-
sentaba un estado fundamental de la cuerda con masa taquidnica y no contenia fermiones
en su espectro perturbativo. Ambos argumentos pueden ser empleados para indicar que este
modelo no representa de manera precisa la realidad; sin embargo, es posible modificar el
modelo de manera que se eviten los inconvenientes anteriores.

La teoria de supercuerdas esta definida por una teoria conforme en dos dimensiones, como
la teoria de cuerdas bosénicas a partir de la worldsheet de la cuerda. Sin embargo, la teoria de
supercuerdas es una teoria supersimétrica donde aparecen d campos fermiénicos en la worlds-
heet, UM (o, t), ademas de los d campos bosénicos, X (o, t), que son sus supercompaieros.
De manera andloga, aparece el supercompaiiero de la métrica g,5(c,t) de la worldsheet que
se describia en la accién de Polyakov: el denominado gravitino de la worldsheet.

Los campos W* descritos son fermiones en la worldsheet, es decir, en la teoria de cam-
pos para 2 dimensiones definida sobre la superficie. Sin embargo, estos campos transforman
como bosones en el espaciotiempo, por lo que la existencia de fermiones en la teoria de d
dimensiones no se obtiene de manera directa mediante estos campos. Algo anédlogo ocurre
con la supersimetria de la worldsheet, la cual no implica de manera directa que existiran
supercompaiieros de las particulas definidas en el espectro del espaciotiempo.

3.2.1. Caracteristicas de las supercuerdas abiertas o cerradas.

El efecto que tienen los fermiones de la worldsheet en la accién de Polyakov, definida segin
(3.7, se refleja en su expresién anadiendo un nuevo término asociado al supercompanero de
la posicién de la cuerda en la worldsheet X denotado por UM:

1 —
Sg / \/TQGMN[X]gaﬁ (aaXMagXN + i\IfM’yaag‘llN) dodt. (3.9)
%

4o

Los espinores ¥ de la worldsheet pueden ser tratados como espinores de Majorana,
con una forma UM = (1/154 , 1/114 )T, donde aparecen dos componentes reales 1/@/[ . En la expre-

2¢ =2 —2g —ny, donde g es el nimero de “asas” de la superficie, y n; el nimero de fronteras.
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sién anterior también se emplean las matrices de Dirac denotadas por v, con una posible

representacion dada por:
0 —i 0 1
0 _ 1_
'y—<i 0)’7_<i0>' (3.10)

La parte fermionica de la accién de Polyakov puede ser reescrita de la forma:
)
S, =
I~ oral

[ @Yo+ 00 )dode, (3.11)

v a partir de ella se obtienen unas ecuaciones del movimiento que describen ondas moviendose
a izquierda y derecha:

o_ypM =o_yvi =o0. (3.12)

La accién es invariante bajo transformaciones de supersimetria de la forma §. XM = eyM
y 6 ¥M = 429, XMe, con € un espinor de Majorana infinitesimal y constante. Mas atin, si
se considera que la coordenada ¢ toma valores en el intervalo [0,27] al describir cuerdas
cerradas y en el intervalo [0, 7] al describir cuerdas abiertas, la integracién de la expresién
permite obtener un término de frontera de la forma:

Z’ o=T

08y = oy [t (W50 — Hb0an)| 7y (3.13)

4o

3.2.2. Supercuerdas abiertas.

Las contribuciones en ¢ = 0 y ¢ = 7 del término de frontera (3.13|) deben anularse al
tratar supercuerdas abiertas, lo cual es equivalente a que se cumpla:

WM op_nr — Y Sv | =0 = 3Wsm)?|,_g, = 0W-m)?|, o, =0 (3.14)

o=0,7

Se puede imponer que wf\r/f (0,t) = M (0,t), lo que provoca que la condicién de frontera
en o0 = 7 deba cumplir:
R: w-ij\—/[(’fr:t) = +¢y(7ﬂt), (3 15)
NS: pM(rt) = —pM(m,1). '
La teoria tendra dos sectores asociados a que se haya cumplido una de las dos condiciones
anteriores: el sector de Ramond (representado por R) y el sector de Neveu-Schwarz (repre-
sentado por NS). Cada uno de ellos tiene asociado una expansién de Fourier de la forma:

R: ¢¥(mt) = 53 ez dyle™%,
NS M (m,t) = % dorez-1)2 b emirow,
donde d,, b, son numeros de Grassmann. El espectro de la supercuerda abierta se puede

determinar de manera andloga al caso bosonico, imponiendo las siguientes relaciones de an-
ticonmutacién sobre los modos de Fourier:

(3.16)

{dM dNy = pMN§,, (WM 0N} = pMNS, s (3.17)

m’n
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El estado fundamental en el sector NS se caracteriza por la relaciéon con operadores de
destruccién bfn\/l |0) ns, para cada r > 0; siendo los modos con r < 0 los que se corresponden
con operadores de creacién. En el sector R, el estado fundamental cumplird una relacién
andloga y se ve representado por un espinor del espaciotiempo con espin 1/2. Para obtener
estados excitados en ambos sectores, basta con aplicar operadores de creacién (teniendo en
cuenta que al anticonmutar los modos b, y d,,, solo se puede aplicar cada operador una vez).

La masa que obtendran los estados energéticos en el sector NS se puede obtener a partir
de la expresién [16]:

d—1
. o\ d-o2
/ 2: J J — _
=Y (S el 3 ) -2 (318)
j=2 \n>0 reN+1/2

donde los valores de o) y o ,, estan asociados con la expansién de Fourier de la parte bosénica
de la cuerda. A partir de esta férmula, se puede determinar el valor de la masa del primer
estado excitado en este sector, b11/2]0>N5 (coni=1,...,d—2):

1 /1 d-2
M?=_—|(2_ 1
o <2 16 ) ’ (3:.19)

Este estado se esperaria que siguiese unas normas de transformacién segin SO(d — 1) en el
caso de tener masa no nula; sin embargo, al transformar como un vector en SO(d — 2), se
determina que debe cumplirse M? = 0 y, por tanto, se debe cumplir la condicién d = 10 en
las teorias de supercuerdas.

El estado vacio en el sector NS serd por tanto taquidnico, con un cuadrado de su masa
negativo: M? = —1/2a/. En el sector R, sin embargo, el vacio tendrd masa nula y contendra
ambas quiralidades. El valor de la masa en este sector puede ser obtenido a partir de la
expresién [16]:

d—1
o/ M? = Z (Z o ol + Zrdj_rcﬂ) . (3.20)

7=2 \n>0 reN

Al introducir el operador F', cuyo valor propio denota el niimero de veces que se ha aplicado
un operador de creacién fermiénico (es decir, se corresponde con el operador ), o\, /2 v, bl

en el sector NS y con el operador ) .y d’ .d}. en el sector R), la expresién e tomard
valores negativos si este niimero es impar y positivos en caso contrario. Es preciso notar que
las teorfas de supercuerdas abiertas contienen un estado fundamental fantasma (un estado no
fisico necesario para preservar la invariancia gauge); y, como consecuencia, aparece un factor
(—1) al aplicar el operador ¢ sobre un estado cualquiera [17]. Esto encaja con la idea de
que F' cuenta el nimero de veces que se aplicé un operador de creacién, ya que su paridad
cambia al considerar un estado adicional.

Si sélo se consideran los estados con valor positivo en el sector NS (con F' impar), entonces
se estaria logrando rechazar el estado taquidnico que surge en este sector. De la misma manera,
tomando una eleccién sobre la paridad de F' en el sector R permite que los estados tengan una
unica quiralidad bien definida y sean reales (es decir, que sean espinores de Majorana-Weyl).
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La eleccion sobre la paridad de F' que se puede realizar en estos sectores se conoce como
proyeccion de Gliozzi-Scherk-Olive (proyeccion GSO). Otra ventaja de esta proyeccién es
que permite obtener el mismo nimero de bosones y de fermiones para cada masa, como se
esperaria en una teoria con supersimetria.

3.2.3. Supercuerdas cerradas.

La teoria de supercuerdas cerradas puede describir los modos de vibracién que se desplazan
hacia la derecha o hacia la izquierda segtn los distintos sectores estudiados para supercuerdas
abiertas. Esto desemboca en bosones en el espaciotiempo, en los casos NS — NSy R— R,y
en fermiones en el espacio tiempo en los casos NS — Ry R— NS.

Los estados de menor energia se obtienen al considerar dos copias de los estados considera-
dos para supercuerdas abiertas. Denotando los estados con F' impar por + y a los estados con
F par por —, hay dos teorias de interés para la dualidad gauge/gravedad: las denominadas
como teorias de tipo IIA y de Tipo IIB. La proyeccion GSO permite obtener los siguientes
sectores:

Tipo ITA: (NS+,NS+), (R+,NS+), (NS+,R-), (R+,R-),
Tipo IIB: (NS+,NS+), (R+,NS+), (NS+,R+), (R+,R+).

La representacién del grupo SO(8) del sector NS — NS de la teoria de tipo IIB es de
la forma 1 @ 28 @ 35. Esta representacién tiene un campo escalar asociado ¢ (el dilatén),
una 2-forma diferencial Bysy (el campo de Kalb-Ramond) y una 4-forma gyn (el gravitén),
respectivamente.

La representacién del grupo SO(8) del sector R — R en la misma teoria es de la forma
1®28® 35,. Tendra asociados un campo escalar Cy (el axién) y dos tensores antisimétricos,
uno de rango 2 (C3) y otro de rango 4 (Cy, cuyo tensor de fuerza asociado, Fj, satisfacera la
condicién de autodualidad).

Los tensores antisimétricos son p-formas diferenciales que se corresponden con potenciales
de gauge, por lo que sus interacciones y acoplamientos seran invariantes bajo transformaciones

de gauge cuyo pardmetro viene dado por una (p — 1)-forma A,_1; es decir, serdn invariantes
bajo C), = Cp + dAp_1.

Las fuerzas de campo de las formas vienen dadas por su diferencial:
Fpp1 =dC,. (3.21)

Por otra parte, los grados de libertad de cada p-forma C), son reflejados en una (8 — p)-forma
dual Cg_p, cuya fuerza de campo, Fy_,, estd asociada a Fj,11 mediante la dualidad Hodge:

Fypi1 = *10aFo—p (3.22)
3.2.4. Distintos tipos de teoria de supercuerdas.

En la seccion anterior se describian dos tipos de teorias de supercuerdas cerradas, la de
tipo IIA y la de tipo IIB. Ambas contienen cuerdas cerradas orientadas en su modelo y N = 2
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supersimetrias locales; es decir, son invariantes bajo dos supercargas de Majorana-Weyl (de
distinta quiralidad en la teoria ITA y de la misma quiralidad en la teoria IIB).

En la teoria ITA aparecen particulas supercompaneras de los campos descritos que se
corresponden con gravitinos de quiralidad opuesta y espin 3/2, asi como dos fermiones de
quiralidad opuesta y espin 1/2. La teoria IIB también contiene algunos gravitinos, que en
este caso tienen igual quiralidad, y dos fermiones también con la misma quiralidad.

Ademsds de las teorias anteriores, también hay otros ejemplos de teorias de supercuerdas,
como el caso de las supercuerdas heteréticas y las de tipo L. La teoria de supercuerdas heterdti-
ca es una teoria de cuerdas cerradas orientadas con una sola supersimetria local (N = 1).
Una vez més, la teoria contiene los campos Gy n, By v ¢, ademds de sus supercompaneros
fermidnicos. Mas atn, existen 496 bosones gauge A}, (asi como sus supercompafieros fer-
midnicos) asociados a generadores del grupo gauge, que puede ser Eg x FEg 0 SO(32) (en cada
caso, definiéndose una teoria de cuerdas heterética distinta).

La teoria de supercuerdas de tipo I es una teoria de cuerdas abiertas y cerradas, sin orientar
(es decir, las worldsheets pueden definir superficies no orientables), con una supersimetria
local (N = 1). Los campos sin masa que contiene la teorfa son los mismos que se observan
en la teoria de supercuerdas heterdticas, pero con la tinica posibilidad de asociar los bosones
a
A, al grupo gauge SO(32).

3.3. Teoria no perturbativa.

A partir de lo desarrollado en este capitulo y mediante la teoria de perturbaciones, es
posible calcular amplitudes de interacciones en la teoria de cuerdas. Sin embargo, las accio-
nes que se han introducido no son acciones del espaciotiempo, sino de la worldsheet. Esto
provoca que no se pueda definir de manera no perturbativa una integral de caminos, la cual
es importante para completar el estudio de los campos en el espaciotiempo.

3.3.1. Estados no perturbativos de p-branas.

Una consecuencia basica del estudio de la teoria de cuerdas no perturbativa es que se
obtendran estados de energia que no se podrian obtener en el sector perturbativo de la
misma.

Estados no perturbativos a bajas energias.

Para la obtencién de los estados no perturbativos de la cuerda, se emplea como accién del
espaciotiempo una aproximacion a bajas energias de una accion efectiva, como la denotada
por Seyr en la expresion . A pesar de ser una aproximacion a bajas energias, mas adelante
se comprobard como las soluciones particulares descritas también son soluciones de la teoria
completa.

Cada una de estas soluciones se asocia a una teoria de supergravedad de 10 dimensio-
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nes distinta, la cual describe un tipo de supercuerda en particular. A partir de esta teoria
se obtiene una solucién de energia finita de las ecuaciones del movimiento, la cual describe
“bultos” de energia (regiones donde se puede localizar la energia) situados en determinadas
direcciones y que se extienden a lo largo de p dimensiones espaciales. Estas soluciones, inva-
riantes bajo una simetria de Poincaré en p+ 1 dimensiones, son conocidas como p-branas; y la
region donde se localiza la energia se denomina worldvolume de la p-brana. Las caracteristicas
principales de este tipo de soluciones son las siguientes:

1. Por cada (p + 1)-forma obtenida en el espectro perturbativo sin masa de una cuerda,
existe una solucién no perturbativa definida por una p-brana. Las soluciones para las
teorias de supercuerdas introducidas se pueden observar en el cuadro

2. La energia por unidad de volumen de cada brana es del orden de 1/g5, donde g4 repre-
senta el acoplamiento a la cuerda.

3. La carga eléctrica de la p-brana se obtiene a partir de cada (p + 1)-forma, mientras que
su carga magnética se obtiene a partir de la (7 — p)-forma dual de las mismas.

4. Las soluciones son invariantes bajo la mitad de las transformaciones de supersimetria
en la teoria de vacios, es decir, son soluciones 1/2 BPS.

5. El worldvolume de cada p-brana define una teoria de campos supersimétrica en (p+ 1)
dimensiones conocida, la cual contiene 9 — p campos escalares reales, bosones de Golds-
tone por cada simetria traslacional rota y distintos fermiones que pueden interpretarse
como Goldstinos.

Teoria de cuerdas Branas (p + 1)-forma | Tensién
Tipo ITA F1, NS5 By, Bg ~1/g?
D0, D2, D4, D6, D8 | C1,C3,C5,Cr | ~1/g,
Tipo 1IB F1, NS5 Bo, Bg ~1/g?
D(-1), D1, D3, D5, D7 | a, By, Cy,Cs,Cs | ~1/gs
Heterdticas F1, NS5 Bs, Bg, ~1/g?
Tipo I D1, D5 B, Cs ~1/gs

Cuadro 3.1: Soluciones de tipo p-brana en distintas teorias de supercuerdas.

Estados no perturbativos en energias arbitrarias.

La obtencion de los estados de energia ha empleado una aproximacion a bajas energias de
una accién efectiva (es decir, se ha trabajado en la regiéon o/ — 0). Los estados construidos
tienen la propiedad de ser estados BPS, y gracias a esta caracteristica se pueden generali-
zar a estados de una accién general (con valores de o alejados de 0), como se muestra a
continuacién.

En una teoria supersimétrica, los multipletes supersimétricos de estados se obtienen a
partir de los supergeneradores de la misma. Los supergeneradores son divididos en operadores
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de creacién y destruccion, y al definir un estado fundamental (el cual es aniquilado por
todo operador de destruccion), la actuacién de los operadores de creacién sobre este permite
obtener el multiplete.

Los estados no perturbativos que se han obtenido tienen una caracteristica clave: son
soluciones 1/2 BPS, y la invariancia bajo la mitad de supersimetrias del estado se traduce
en que la mitad de operadores de creacién lo aniquilan. El multiplete, por lo tanto, tendra
la mitad de estados que un multiplete genérico. Para diferenciar ambos tipos de multiplete,
a menudo se les hace referencia como multiplete “corto” (al que tiene la mitad de estados) y
“largo” (al genérico).

La diferencia de estados entre un multiplete largo y uno corto es un indicativo de que
un estado BPS no podra transformarse en un estsado no BPS mediante una transformacion
continua de los pardmetros del sistema (en particular, al aumentar el pardmetro o’ que se
supone proximo a 0 en un principio).

El algebra supersimétrica en presencia de p-formas incluye una serie de cargas centrales
Z(¢), es decir, operadores que conmutan con todos los supergeneradores y el hamiltoniano.
Las cargas centrales son funciones del espacio de moduli y aparecen en el dlgebra mediante
la relacién:

{Q4,QEY = dap(0")ac Py + 241 (9), (3.23)
donde Q4 y QdB denotan los supergeneradores.

Si se denota a los operadores que aniquilan los estados BPS por QF, la parte izquierda
de la igualdad anterior quedaria anulada anulada. La expresion se reduce entonces a una
igualdad entre la masa o tensién del objeto con su carga para este tipo de estados.

Las cargas a las que se hace referencia estdn cuantizadas; si se tiene en cuenta este
argumento, junto con el hecho de que un estado BPS no puede cambiar a un estado no BPS
cuando se modifican los pardmetros de manera continua, se puede concluir que la tensién de
un estado BPS seguird estando determinada incluso al incluir las correcciones en el parametro

o

Esto demuestra que al encontrar un estado BPS en una aproximacién a bajas energias de
supergravedad, existird un estado en la teoria completa que comparta su carga y tension.

3.3.2. Dualidad en la teoria de cuerdas.

Una p-brana puede tener un acoplamiento eléctrico a la 2-forma sin masa que contiene
la teoria, de la misma manera que una cuerda puede tenerlo también. La solucién de su-
pergravedad que describe la brana no es diferente del fondo que se genera por una cuerda
de la teoria, por lo que las 1-branas con esta caracteristica son conocidas como soluciones
fundamentales de la cuerda y se denotan por F'l-branas.

El hecho de que aparezca esta cuerda fundamental de una manera similar a la que aparecen
otros tipos de p-brana, sugiere que todas las branas deberian tratarse de la misma manera.
Esta idea también surge al notar que, a menudo, las soluciones de branas estan relacionadas
entre si por simetrias en la supergravedad, que se conocen como simetrias de U-dualidad.
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A la idea que se ha introducido se le conoce como democracia de p-branas |18|. Mediante
ella se podria proponer una tnica teorfa detrds de todas las teorias de cuerdas, y al estudiarse
un caso lejos del general (como el limite de acoplamiento débil) es cuando unos estados son
mas fundamentales que otros. El espectro de menor energia se obtendria en este contexto al
cuantizar dichos estados fundamentales.

En la seccién se proponia un limite en el estudio perturbativo en la regién ultravio-
leta, en el cual la teoria podia describirse segun la regién infrarroja de un canal dual de la
teoria. Volviendo al caso de las supercuerdas en 10 dimensiones, en el estudio no perturbativo
se encuentran branas “democraticas” con una relacién andloga a la del estudio perturbativo:
el limite de acoplamientos arbitrariamente grandes de una teoria puede simplificarse median-
te una teorfa dual con acoplamientos débiles (la cual no tiene por qué contener supercuerdas
del mismo tipo), cuyos grados de libertad se corresponden con estados no perturbativos. La
tensién de los objetos puede describirse mediante una funcién del espacio de moduli gracias
a que los estados no perturbativos son estados BPS.

Auto-dualidad de la teoria de supercuerdas de tipo 1IB.

Esta seccién describe un ejemplo en el estudio no perturbativo de supercuerdas de tipo
IIB, en el cual se observa como un acoplamiento fuerte en esta teoria puede describirse
mediante una teorfa dual (también de tipo IIB) cuyo acoplamiento estéd relacionado con el

primero segtn la relacién:
1

(9s)1 = s (3.24)

Al estudiar la teoria dual a la primera, hay que tener en cuenta también cual es la relacién
entre las branas y los campos sin masa entre las teorias:

Teoria IIB (acoplamiento fuerte) <= Teoria IIB (acolamiento débil)
— F1, NS5 D1, D5

D3 D3

T=a+ie ? —1/7

Gun GuN
Campos By By
sin masa Bs B
C4 C'4

Cuadro 3.2: Relacién entre las branas y los campos sin masa de dos teorias duales de tipo
1IB.

La transformacién g; — 1/gs es conocida como una transformacién de S—dualidaaﬁ De-
bido a que se relaciona una teoria de tipo IIB con otra teoria del mismo tipo, se dice que es
una transformacién de autodualidad. También resulta destacable que pertenece al subgrupo
de simetria SL(2,Z) de la teorfa, el cual es un caso particular de U-dualidad.

3Se trata de una transformacién equivalente a la descrita en la seccién m para una teoria A" =4 SYM.
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Red de dualidades.

Al recuperar la fisica que se puede observar en un espaciotiempo de 4 dimensiones a
partir de una geometria con un mayor nimero de dimensiones (es decir, al compactificar el
espacio), el espacio de moduli se hace mayor. Esto permite tomar limites mas variados en sus
parametros, que tienen como consecuencia un mayor numero de relaciones de dualidad que
no resultan triviales.

Este hecho reafirma la idea introducida al principio de la seccién sobre la democracia de
las p-branas: el mayor ntimero de dualidades permite relacionar a las teorias de supercuerdas
descritas al compactificarse, dando lugar a una red de dualidades. Una unica teoria que
describa todos los objetos BPS extendidos (como la M-teorfa) podria estar detrds de cada
tipo distinto de supercuerda, el cual se obtiene al estudiar un limite de la teoria.

En la red de dualidades se pueden encontrar relaciones de S-dualidad entre las teorias que
se relacionan, como en el caso de la auto-dualidad de la teoria de tipo IIB. Otra dualidad
que puede existir es la T-dualidad, que relaciona dos teorias que son equivalentes pero estan
descritas en espaciotiempos distintos. Esta ultima dualidad relaciona las teorias de tipo ITA y
tipo IIB, como prueban Dai, Leigh y Polchinski (1989) [19]. En la ﬁgura se puede apreciar
distintas teorias de supercuerdas relacionadas mediante este tipo de dualidades.

SO(32) Heterdticas

Fg x Fg Heterdticas

Figura 3.4: Red de dualidades para distintas teorias de supercuerdas. Las relaciones de T-
dualidad son representadas mediante lineas rojas, y las de S-dualidad mediante lineas azules.
La relacion de autodualidad en teorias de tipo IIB se describe en la seccién anterior; el resto
de S-dualidades aparecen descritas en [20]; la dualidad IIB - ITA es propuesta en [19]; y la
dualidad entre cuerdas heterdticas se discute en [21].
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3.4. Las D-branas.

El concepto de Dp-brana fue introducido por Polchinski (1995) [22] con el objetivo de
estudiar el espectro de una teoria de cuerdas alrededor de un cierto estado de p-brana. Este
tipo de branas se definen como hiperplanos extendidos en p + 1 dimensiones en un espacio
plano, de manera que la existencia de fluctuaciones de la teoria alrededor de una p-brana se
corresponde con una cuerda abierta que sitia uno de sus extremos dicha superficie.

La Dp-brana es un estado no perturbativo de la teoria, y no aparece como un estado de
oscilacion de la cuerda. Sin embargo, la cuantizacion de la misma permite obtener el espectro
de fluctuaciones de la teoria alrededor de la p-brana.

Algunas de las propiedades de las que disponen Dp-branas son las siguientes:

= La interaccion de las branas con cuerdas cerradas se representa mediante diagramas
con la topologia de un disco, como se representa en la figura |3.5

= Las Dp-branas tienen una tension y carga que se corresponden con las observadas en
las soluciones de p-branas de la supergravedad.

» Una Dp-brana influye en el espacio (plano) donde se sittia curvandolo y modificando la
solucién completa de supergravedad.

» Estas branas son invariantes bajo la mitad de supersimetrias (son estados 1/2 BPS).

Ry_,

Figura 3.5: Interaccién de una Dp-brana con una cuerda cerrada (en este caso se acopla un
gravitéon G y una (p + 1)-forma C)1). Tomado de [23].

Es importante también senalar que no todas las p-branas de la teoria de cuerdas son Dp-
branas (este es el caso, por ejemplo, de las NS5-branas); ni todas las teorias de supercuerdas
contienen D-branas (por ejemplo, en la teoria de cuerdas heteréticas). Algunas teorias en las
que si que aparecen D-branas son las teorfas de tipo IIB (D(2p + 1)-branas), las de tipo ITA
(D2p-branas) y las de tipo I (D1, D5 y D9-branas).
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3.4.1. El worldvolume de la D-brana.

El worldvolume de una Dp-brana se extiende a lo largo de p + 1 direcciones espaciales,
con funciones de embedding x°,...,2”, en un espaciotiempo de 10 dimensiones plano. Los
estados de oscilacién de menor energia de una cuerda abierta cuyos extremos estan situados
en la brana se corresponden con bosones gauge A,, con 9 — p escalares y' (que a su vez se
corresponden con los bosones de Goldstone generados en la ruptura de las simetrias transla-
cionales del vacio a causa de la brana), y con algunos fermiones \* (los goldstinos asociados
a las supersimetrias del vacio que han sido rotas por la brana). Todos los campos se sitian
en el worldvolume de la brana, definiendo asi una teoria de campos en p+ 1 dimensiones que
describe la dindmica de la misma.

Las Dp-branas (y las p-branas en general) son estados 1/2 BPS y por tanto la tensién
y carga que las caracteriza es la misma. Esto permite considerar configuraciones en las que
una cantidad arbitraria de branas son colocadas de manera paralela en distintos puntos del
espacio, de forma que la atracciéon gravitatoria que podrian sufrir entre ellas sea cancelada
con la repulsién entre sus cargas.

Si se considera, por ejemplo, el caso de las D3-branas en la teoria de tipo IIB, el worldvo-
lume de una brana contiene un bosén vector U(1), seis escalares reales y cuatro fermiones de
Majorana (todos invariantes bajo el grupo U(1)). Si en lugar de considerar una tinica brana se
consideran N Dp-branas que coinciden en el mismo punto del espacio, hay N? configuraciones
posibles de cuerdas abiertas con extremos en la brana (considerando que son orientadas, cu-
yos extremos inicial y final pueden localizarse en cualquiera de las N branas sin la necesidad
de estar en la misma). Esto provoca en el ejemplo que hayan N2 bosones gauge relacionados
segun el grupo U(N), seis escalares reales y cuatro fermiones de Majorana.

Los modos que aparecen en las N Dp-branas coincidentes no tienen masa; pero si se
considera que hay una cierta separacién entre las branas se traduce en la adquisicion de masa
de algunos campos cuyo valor es el producto de la tensién de la cuerda por la separacion
entre las branas (con separaciones lo suficientemente pequenas se puede afirmar que la masa
es mucho menor que Mj).

Una manera de definir una accién efectiva para los modos de menor energia consiste en el
empleo de una accién en dos dimensiones asociada a la worldsheet en presencia de los campos
en supergravedad que han sido descritos anteriormente, y bajo la imposicién de que existe
simetria conforme. El acoplamiento de los campos a la worldsheet es descrito mediante un
término que se anade a la accién de Polyakov que expresa la accién en la frontera:

Stary = [ da"0,X"(0,0)4,(X(0,)). (3.25)
o))

donde Y. denota la worldsheet y 0% su frontera. A partir de esta expresion se puede observar
como los extremos de la cuerda estdn cargados mediante la 1-forma A, del worldvolume de
la brana.

La accién efectiva que se obtiene se puede expresar a su vez como una suma de dos
acciones, S = Sppr + Swz. En primer lugar, la denominada accion de Dirac-Born-Infeld

25



(DBI) describe su parte bosénica y toma la expresién:

Sppr = —T, / AP ze=?\/—det(P[glap + P[Blap + 27/ Fp). (3.26)

En la accién de DBI aparecen campos pertenecientes al sector NS — N.S de la teoria, donde
el tensor Fy, = 0,Ay — OpA, refleja el efecto de A, que es un campo gauge U(1). La tensién
de la brana en p dimensiones est4 relacionada con o/ de la forma:

T, = (2m) ol H/2, (3.27)

Las expresiones P[g] y P[B] denotan el pullback de los campos g o B, respectivamente, es
decir, dadas unas funciones de embedding de la brana en el espaciotiempo XM :

M N
Plola = 6‘9);%4 afigﬁ?ngN (3.28)
P[Bla = %y Gy By

A la accién anterior se le debe sumar el término que acopla a la brana las formas diferen-
ciales descritas en el sector R — R de la teoria, conocido como accién de Wess-Zumino (WZ):

Swz = tp / > P[Cypa] AP BT (3.29)
q

donde aparece el factor p, = T,/gs.

3.4.2. Dp-branas en teorias de tipo IIB.

Las D-branas resultan ser una herramienta muy 1til en las teorias de cuerdas. Su popula-
ridad ha llevado a expresar las soluciones de supergravedad mediante un nimero grande de
D-branas con las mismas simetrias y cargas que capturan la dinamica de las mismas.

Si se considera una D-brana extendida a lo largo de p dimensiones espaciales, su espacio
transverso tendra dimension D — p — 1. En dimensiéon 10, la brana conserva las simetrias
RPL x SO(p,1) x SO(9 — p), y un ansatz que resuelve las ecuaciones del movimiento de la
gravedad de tipo IIB viene dado por:

ds* = Hp(r)_l/Qnabd:nad:L‘b + Hp(r)l/Qdyidyi, (3.30)

e? = g H,(r)3P)/4, (3.31)

Cpi1 = (Hp(r)™t = 1) da® Ada' A+ A da?, (3.32)

B =0, (3.33)

donde 2% (a = 0,...,p) son las coordenadas en el volumen del mundo, e 3 (i =p+1,...,9)

las coordenadas perpendiculares a la brana. Por otra parte, se define r de forma que r?

9 2
Zz‘:p-l-l Yi-

26



Esta solucién es la més simétrica en este tipo de supergravedad, y al considerar las ecua-
ciones del movimiento se obtiene que se debe cumplir:

OH,(r) =0, (3.34)

cuando 7 # 0. Esto implica que Hj(r) debe ser una funcién arménica de la forma:

L,\"?
Hy(r) =1+ (:) . (3.35)

En el limite de grandes r, se recupera un espaciotiempo de Minkowski gracias a la defi-
nicién de Hp(r) anterior. Por otra parte, L, se obtiene mediante la carga de la solucién de
la Dp-brana, la cual viene dada por @ = Ny, siendo N el nimero de Dp-branas [15]. La
longitud caracteristica L, sigue por tanto la expresion:

L7 = (4m)-P)/2r (7;1)> G N/ T2, (3.36)

En particular, si se consideran N D3-branas (conjunto que cobrard importancia en las
siguientes secciones), se obtiene la relacién:

L3 = 4ngsNa'?. (3.37)

3.4.3. Algunos usos de las D-branas en teorias de cuerdas.

De la misma manera que se emplean D-branas para formular teorias de supergravedad,
como la teoria de tipo IIB, es frecuente afirmar en las teorias que contienen cuerdas abiertas
que el extremo de dichas cuerdas siempre va a estar situado en una D-brana. Un ejemplo de
ello es la teoria de supercuerdas de tipo I: en el vacio de la teoria se encuentran cuerdas abiertas
cuyos extremos pueden estar en cualquier lugar de las diez dimensiones del espaciotiempo.
Esto se traduce en que el vacio contendra una serie de D-branas que se extienden en todo el
espacio (D9-branas), y los bosones gauge de la teorfa formaran parte del worldvolume de las
mismas.

Hay mas ejemplos de la utilidad de este tipo de branas en teorfas de cuerdas. La capacidad
de describir estados no perturbativos fue relevante en el estudio de la compactificacién de
la teoria de tipo IIB de espacios Calabi-Yau de Greene, Morrison y Strominger (1995) [24],
donde hay una singularidad de la accién efectiva en una parte del espacio de moduli. Esta
singularidad se obtiene a partir de una subvariedad del espacio descrita mediante los puntos
de C* que cumplen z% + z% + zg + zz = ¢, donde € es el valor esperado de vacio de un campo
del espacio de moduli en 4 dimensiones, cuando se considera el caso € = 0.

Para evitar la singularidad se puede notar la existencia de un estado no perturbativo
correspondiente con una D3-brana que cubre la subvariedad [25], aparentando ser un estado
que se corresponde con una particula. Para valores reales de ¢, la subvariedad es una 3-esfera
S? cuyo volumen se relaciona con la masa y la tensién de la brana de la forma Mps = Tp3Vas,
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obteniéndose por tanto una particula sin masa en el limite € — 0. Al considerar este estado
se puede conocer el espectro completo de la teoria y, asi, determinar por completo la accién.

Tras considerar este enfoque en los espacios de Calabi-Yau, el estudio de Greene, Morrison
y Strominger permitié comprobar la utilidad de las D-branas como mediadoras de transiciones
de fase en las que la topologia del espacio interno cambia. Este es el caso de un espacio
de Calabi-Yau en el que se consideran dos singularidades como la anterior, definiendo una
teorfa gauge a bajas energfas en el espacio de moduli dada por el grupo N' = 2 U(1) con
dos hipermultipletes cargados y sin masa. Los hipermultipletes pueden adquirir un valor
esperado de vacio en la rama de Higgs de la teoria, lo cual se interpreta geométricamente
como la parametrizacién de una 2-esfera S2. Asi, es posible describir un cambio de fase en
este contexto de una esfera S® a una esfera S? (primero, empleando una D3-brana como se
describia anteriormente y llevando el radio de la esfera al limite ¢ — 0; y, posteriormente,
asociando un valor esperado al estado de vacio que aparece en el punto singular que se
obtiene).
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Capitulo 4

La correspondencia AdS/CFT

En una teoria de cuerdas en la que se describen Dp-branas, es posible considerar un
limite de bajas energias en el cual todas las cantidades fisicas relativas a la teoria gauge del
worldvolume de las branas permanezcan finitas. En este limite, la dinamica del sistema se
reduce a una teoria gauge cudntica en p + 1 dimensiones desacoplada de la gravedad. Por
este motivo, el conocimiento de las dindmicas perturbativas y no perturbativas de la teoria
de cuerdas y de las D-branas permite estudiar las dindmicas de la teoria gauge.

De esta manera se estd relacionando a un nivel fundamental una teoria de cuerdas, que
resulta ser una candidata para elaborar una teoria de gravedad cudntica consistente; con una
teoria cuantica de campos en un espaciotiempo plano, la cual no parecia estar relacionada
con la gravedad cuantica a priori.

Esta correspondencia, que se conoce como correspondencia AdS/CFT (Anti-de
Sitter/Conformal Field Theory), supone ademds una aplicacién del principio hologrdfico,
el cual postula que la informacién contenida en un volumen V.1 se puede obtener a partir
del drea de su frontera, 9Vyy1 [15] (en este contexto, se obtiene en la frontera del espacio AdS
la teoria gauge).

4.1. La dualidad de Maldacena.

Considérese una teoria de supercuerdas de tipo IIB en un espacio de Minkowski de 10
dimensiones. Considérese ademds N D3-branas paralelas y muy préximas entre si (extendidas
a lo largo de las coordenadas 2%, . .., 2%), donde se sitiian los extremos de las cuerdas abiertas
(este es el contexto de la seccién tomando p = 3). Las soluciones de supergravedad que
se obtienen fueron estudiadas en la seccién y al considerar p = 3 se obtiene:

ds? = H(r)~Y?n,,dztdz” + H(r)'\2dy'dy’,
Fs=dCy = (1 + *)d$0 Adxy Adxrg N\ dxg A (dH_l), (4.1)
H(r)y=1+ (%)4; L} =4ngsNa'?;, Q = Nus.
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La solucién es de tipo 1/2 BPS y, por tanto, @ = M. En el caso de considerar una
pequena variacion en la masa, M + 6 M, la solucién describiria un horizonte de sucesos con
un pequenio radio rg > 0, similar a un agujero negro de Schwarzschild, emitiendo asi cierta
radiacién térmica mediante su horizonte (conocida como radiacion de Hawking).

Para comprender la correspondencia de Maldacena [1], es preciso estudiar el contexto
descrito desde dos enfoques que a priori son distintos.

Punto de vista 1.

Debido a que la teoria se describe mediante D-branas, las excitaciones perturbativas
de la solucién exacta se pueden describir mediante cuerdas cerradas, que se corresponden
con excitaciones fuera del worldvolume de la brana, en el espacio vacio; asi como mediante
cuerdas abiertas, que describen las excitaciones de las propias branas. Las interacciones entre
las cuerdas pueden ser descritas mediante un lagrangiano efectivo que representaria, por
ejemplo, la radiacion de Hawking. Asi, denotando a la accién asociada a este tltimo como
Sint, hay dos contribuciones a la accion mas que se estan considerando: la que describe las
excitaciones de las cuerdas cerradas (Spy), asociada un lagrangiano de supergravedad de tipo
IIB que da lugar a un supermultiplete en 10 dimensiones y que estd acoplada a los modos
masivos de la cuerda; y la que describe las excitaciones de las cuerdas abiertas (Sprana),
asociada al lagrangiano de una teorfa N'=4 U(N) SYM que da lugar a un supermultiplete
con N = 4 en 4 dimensiones en adicién con ciertos términos de mayor orden en derivadas.

La accién efectiva completa de las cuerdas tendrd por tanto una expresion de la formas:

S = Sbulk + Sbrana + Sint. (42)

La accién Spyx se obtiene a partir de la accién de Polyakov, y adopta la expresién [15]:

1 1
Stutk = 5 dPz\/=ge 2 (Ry, + 400 0™ @) + -+ ~ -3 / d20yhdMh + O(k). (4.3)

En la expresién aparece el valor x, dado por 2k% = (27r)7o/4g§; el escalar de Ricci, Rp; y el

dilaton, ¢, cuyo valor esperado se relaciona con la constante de acoplamiento de la forma
gs = e?. La parte de la derecha de la expresién considera una expansién de la métrica de la
forma g = n+ kh y desprecia las fluctuaciones de la métrica plana denotadas por h (el factor
K en la expansién asegura que el término cinético de la accién para h pueda normalizarse de
manera candnica [15]). En la ecuacién no se muestra de manera explicita, sin embargo, los
términos que involucran las fuerzas de campo de las formas diferenciales que aparecen en la
solucién, ni los campos fermidénicos.

Las acciones Sprana ¥ Sint Se obtienen a partir de las acciones DBI y WZ para las branas.
Si se considera el caso en el que se coloca una sola brana y el campo de Kalb-Ramond se
anula, By ny = 0; que las coordenadas transversas a la brana tienen asociadas los indices
i,j=05,...,9; y que se toma el primer orden en o’ de las expansiones en e ? y g = 1 + rh,
las expresiones que se obtienen son las siguientes:

R O R W R
Swana ~ o [ (JFwB + L 0,60,60 +0(@)). (1.0
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1
8mgs

Sint ~ — /d4ac(/~i¢)FWF’“’ +oe (4.5)
La tultima expresion ha reescalado el dilatén ¢ por x, de manera similar a la expansién en la
métrica, para que la normalizacién candnica sea posible [15].

Para generalizar las acciones a las asociadas a la consideracién de N branas paralelas, es
preciso notar que los escalares y los campos gauge estardn representados por el grupo U(N),
por lo que para asegurar invariancia gauge es preciso tomar la traza sobre dicho grupo (tendra
la forma ¢' = ¢'%T,, A, = A} T,, donde T, son los generadores de U(N)). Esto también influye
en el término cinético, que toma la forma F w15 ast como en las derivadas parciales, que
deben ser sustituidas por derivadas covariantes. Por tltimo, aparece un potencial escalar en
la accién Sprane €n el orden més bajo de o’ de la forma:

1

V pu—
2mgs

> Trlg’, ¢, (4.6)

/L'7j

El limite a bajas energias se considera manteniendo fijos parametros sin dimensién como el
acoplamiento a la cuerda gs o el niimero de branas N, pero estudiando el caso Is — 0 (o — 0;
esto justifica haber considerado anteriormente el menor orden en ' en las expansiones). En
este limite se obtiene lo siguiente:

= Spur — Srrp: a bajas energias solo pueden ser excitados los estados sin masa de las
cuerdas cerradas. Al desacoplar los estados masivos de la accién, esta se reduce a una
accién de supergravedad.

® Sprana — SN=4 syMm: la accién de las cuerdas abiertas se corresponde exactamente con
la teoria N = 4 SYM en el limite de bajas energias, anulando los términos de mayor
orden en derivadas (identificando los valores 2mgs = g% ,,)-

= Sine — 0: esto se debe a que la accién es proporcional a k « gsa'?, y un limite de bajas
energfas implica tomar o/ — 0. Esto provoca que los dos sistemas anteriores queden
desacoplados y no interaccionen entre ellos (es decir, la gravedad se vuelve libre a bajas
energias o, equivalentemente, a largas distancias).

Punto de vista 2.

Debido a que la teoria se estd describiendo mediante p-branas, es posible tomar un segundo
punto de vista a partir de las soluciones de supergravedad descritas al principio de la seccién.
Si la métrica que se obtiene a partir del elemento de linea ds? de las expresiones se denota
por gy, es posible comprobar como dicha métrica no va a ser constante. En particular,
debido a que ggg no es constante, la energia de un objeto medida por un observador en una
posicién constante r, E,., estara relacionada con la energia del mismo objeto medida por un
observador situado en el infinito, £, mediante un factor de redshift,

E = =gk, = H(r)"/*E,. (4.7)
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Por otra parte, al considerar valores de r pequeiios se obtiene que:

H(r) =% (Lf”>4 (4.8)

r

Consecuentemente habra una relacién de proporcionalidad E o« rF, que indica que la energia
para el observador situado en el infinito serd arbitrariamente pequena al tomar valores de r
cada vez més pequenos.

El limite de bajas energias, por lo tanto, se obtiene en la regidn cerca del horizonte (al
considerar r — 0). En este contexto, el observador situado en el infinito aprecia dos tipos de
excitaciones (cuerdas cerradas que se propagan) desacopladas:

» Particulas sin masa que se propagan en el espaciotiempo, con longitudes de onda muy
grandes. En el limite » — 0, la longitud de onda de las particulas resulta mucho mayor
que la longitud caracteristica L3, evitando que se acoplen con las excitaciones en la
region cerca del horizonte.

= Excitaciones cerca de r = 0 que no son capaces de evitar el potencial gravitacional para
escapar a la regién asintotica.

Ma3s atn, la regién cerca del horizonte adopta una geometria caracteristica de un espacio
AdSs x SP. Para comprobar esto es preciso tener en cuenta que la métrica plana de RS,
descrita en las expresiones por dy'dy’, se puede escribir de manera equivalente como
dr? 4+ r2dQs, con dfs el elemento de linea de la esfera S°; asf como recordar la forma que
toma H(r) descrita en la expresion (4.8]):

2 d’l“2

ds? = %(_dxg +daf + da + daf) + L~ + L3ds. (4.9)
3
Efectuando el cambio de variable r/Ls = L3/ z, se obtiene la nueva expresién:
—dxd + da? + da3 + da3 + d2?
2
z

ds®> =12 + L3dSs, (4.10)

donde se puede ver con mayor claridad un primer término que se corresponde con un espacio
anti-de Sitter (en el sistema de coordenadas de Poincaré), sumado al término que describe
una 5-esfera.

En la region cerca del horizonte, la expresién que toma la forma Fy es la siguiente:

()
Ls
dH-1 — 4%dr (4.11)

Fs — (1+x%) %dmo Adzt A dx? Adax® Adr = AL5(1 + x)ws,

donde wj es la forma de volumen,

V=9

5 dz® A da' A da® A dax® A dr. (4.12)
3

Wy =

Por lo tanto, teniendo en cuenta la expresién de L§ en (4.1)), el flujo estard cuantizado en
unidades de N.
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Correspondencia entre los puntos de vista.

Se ha podido estudiar el sistema descrito desde dos puntos de vista distintos, obteniéndose
a su vez en cada uno de ellos dos sistemas desacoplados en el limite de bajas energias. Uno
de los dos sistemas fue, en ambos casos, la supergravedad en un espacio plano. Es natural
asumir entonces una correspondencia entre el segundo sistema de cada punto de vista, es
decir, que una teoria N =4 U(N) Super Yang-Mills en 4 dimensiones es igual o dual a una
teoria de supercuerdas de tipo IIB en un espacio AdSs x S°.

Desde el punto de vista de la solucién de supergravedad, la teoria gauge se obtiene al
considerar el limite » — oo (o el limite z — 0), el cual se corresponde con un espacio de
Minkowski en la métrica y describe la frontera del espacio AdSs.

Ademsds, es posible estudiar la regién cerca del horizonte de forma mas precisa. Si se
estudia el limite o/ — 0, como en la discusién de la teoria de campos descritos en la brana,
es preciso que la energia de los objetos que viven en esta region se mantenga fija para poder
considerar estados de las cuerdas arbitrariamente excitados. Esto implica que se debe fijar la
cantidad Vo' E,.

Al considerar valores pequenos de o y recordando la expresién , se puede afirmar
que la energia medida por un observador en el infinito serd del orden E ~ Ep\/% =V E, 5.
Las energias medidas en la teoria de campos se corresponden con las medidas por este tipo de
observador, por lo que para mantener fija esta medida en el limite r — 0, se debe mantener la
variable U = r/a/ ﬁjaﬂ La métrica adquiere la siguiente expresion al introducir esta variable:

2 d 2
ds — o \/4U7N(—d:c3 + dx? + dad + da3) + 4wgsN% + /AngsNdQs | . (4.13)
Tgs

Esta métrica es la que se obtiene cuando se consideran D3-branas situadas alrededor de
un punto del espaciotiempo a una distancia r. En la teoria de Yang-Mills, fijar esta posicién
se corresponde con asignar un valor esperado de vacio a un escalar (en este caso, la masa
de la cuerda con un extremo en el punto donde se colocan las D-branas y el otro situado en
r = 0; un valor proporcional a U que permanecerd fijo en el limite de desacoplamiento).

La teoria gauge U(IN) que se describe en la brana es equivalente a la que se obtiene
mediante un producto de un multiplete vector U(1) y una teoria gauge SU(N), salvo iden-
tificaciones Zy que solo afectan a simetrias globales. La teoria de cuerdas dual, por otra
parte, se ve descrita por el grupo de simetria SU(N): esto es debido a que todos los modos
interaccionan con la gravedad y no hay modos desacoplados. Para entender el significado del
multiplete U(1) en la teoria de gravedad, se atiende con mas precisién a las excitaciones que
pueden describir las cuerdas.

Los modos de vibracion que se han descrito hasta ahora se situaban en el la region cerca
del horizonte (la regién donde r toma valores préximos a 0). Ademds de ellos, hay una serie

'El limite o/ — 0 en el cual se estd manteniendo fijo /o’ se conoce como limite de Maldacena. Se trata
de un limite equivalente al de la region cerca del horizonte en la solucién de supergravedad, debido a que

L o'? —4 /-2
4 =4ngsN%x = 4dmgsNU "o’ " — oo, y por tanto r — 0.
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de modos (de valor propio nulo) que conectan esta regién del espacio con el espacio que le
rodea (caracterizado por valores de r arbitrariamente grandes). Dichos modos son descritos
mediante 6 escalares y describen el movimiento del centro de masas de las branas, viéndose
representados por el grupo de simetria U(1).

Al formularse la correspondencia AdS/CFT, se pueden incluir los modos anteriores y de
esta manera se relacionan dos teorfas con grados de libertad U(N) (esta relacién ha sido la
introducida hasta ahora, y por tanto en ella se refleja la regiéon que conecta la teoria r — 0
con la teoria de valores de r altos). También es posible atender a una correspondencia que no
los incluye, relacionando asi la teoria gravitacional en r — 0 con una teoria N =4 SU(N)
Super Yang-Mills.

Por 1ltimo, la relacién que existen entre los parametros libres de la teoria de Yang-Mills
(el pardmetro N y el acoplamiento de Yang-Mills, gy as) v los pardmetros libres de la teoria
de cuerdas (la relacién Lz/v/o/ y la constante de acoplamiento de la cuerda en la teorfa de
gravedad, gs) viene expresada de la forma:

2mgs = gyars 295N = L3/a”. (4.14)

4.2. Validez de la correspondencia.

La dualidad AdS/CFT relaciona una teoria de cuerdas en su limite a bajas energias y en
presencia de D3-branas con una teorfa N' =4 SYM SU(N) en cuatro dimensiones en la fron-
tera del espacio AdSs. En esta seccién se profundiza en los limites donde la correspondencia
resulta valida.

En primer lugar, para poder tomar la aproximaciéon de supergravedad en la teoria de
cuerdas, es necesario que se cumplan una serie de condiciones:

= Para evitar que la teoria sea sensible a la extension finita de la cuerda, es necesario que
la curvatura del espacio ambiente dado por la ecuacién , L3, sea mucho mayor que
la longitud de la cuerda: Lg = @(4%931\7)1/4 > Vo = I,. Esto sitda la aproximacién
en el limite A = 2ng,N = g% uN > 1. En caso contrario podrian aparecer estados
masivos de la cuerda a bajas energias junto con los campos sin masa de supergravedad.

= Para evitar correcciones cudnticas en la cuerda, gobernadas por gs, la aproximacion se
sitia en el limite g; — 0.

El limite donde se sitia la aproximacién se obtiene, por tanto, al considerar gs — 0y N — oo
manteniendo constante el denominado acoplamiento de 't Hooft, A, de manera que cumpla
A> 1.

En una teoria gauge con campos adjuntos, los pardmetros de expansién seran Ay 1/N. Si
solo hay campos adjuntos, la dependencia de las amplitudes con los parametros de expansién
es de la forma [28]:

~ (g pr N)ENI20, (4.15)
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donde L es el nimero de loops o bucles en el diagrama de Feynman y h el niimero de asas
de la superficie donde se sitia la interaccién representada por el diagrama.

La expresién anterior permite ver como los diagramas que no pueden dibujarse sobre
una superficie plana estardan multiplicados por factores 1/N2. Esto tiene como consecuencia
que en el limite N — oo, donde g% ,,N permanece fijo (conocido como limite de 't Hooft),
los diagramas planos tengan una amplitud mucho mayor que permite despreciar el resto de
diagramas. Es posible realizar una expansién perturbativa sobre la constante de acoplamiento
A, requiriendo por lo tanto A < 1 (al contrario que en la aproximacién de supergravedad).

Es por este motivo que la correspondencia es considerada una dualidad: las dos descripcio-
nes que son asociadas son vélidas en regiones completamente opuestas. Esto también provoca
que sea dificil comprobar dicha dualidad, ya que en cada régimen solo es posible emplear una
de las dos descripciones del sistema.

La validez de la correspondencia AdS/CFT puede ser una cuestién mas compleja que lo
descrito en esta seccién. Hay distintas versiones de la dualidad que difieren en los limites para
los cuales ésta serd cierta, y cada una de ellas tiene una serie de dificultades asociadas:

= La version mas débil de la correspondencia postula que para que sea cierta, la apro-
ximacion de supergravedad de la teoria de cuerdas debe poder realizarse y, por tanto,
serd preciso que el valor A = 4wgs N sea siempre grande. Este punto de vista ha sido el
que se ha tomado en el resto del capitulo.

= Una versién algo mas fuerte afirma que la correspondencia es valida para cualquier
gsIN finito, siempre que N — oo y gs — 0. Esto permite identificar las correcciones del
acoplamiento de la cuerda y la worldsheet cuyo factor es o'/ L% =1/ VA, pero no se
puede comprobar si las correcciones de factor 4wgs = g% v =AN 2 también coincidiran.

= La versién mas fuerte de la dualidad, y la que se piensa que es la versién correcta,
afirma que la correspondencia es valida para cualquier valor de g; y IV, a pesar de que
los célculos solo puedan ser realizados en determinados limites.

Los calculos que se puedan realizar de manera exacta bajo estas aproximaciones resultan
de gran interés, ya que en caso de poder realizarse suponen pruebas “experimentales” de la
validez de la dualidad en estos regimenes.

4.2.1. Técnicas de localizacién en la teoria de campos.

Las técnicas de localizacién supersimétrica son herramientas capaces de conectar la teoria
N =4 SYM con una teoria de cuerdas para cualquier valor de g, requiriendo tan solo que
el valor de N sea suficientemente grande. En esta seccién permitirdn realizar los cédlculos
correspondientes con la teoria conforme en la region A > 1, donde se podian despreciar los
diagramas que no fuesen planos al realizar una expresién sobre 1/N, pero ahora no es posible
realizar una expansién perturbativa sobre la constante de acoplamiento.

Un operador con un dual holografico bien definido que ademds puede ser calculado me-
diante estas técnicas de localizacion, es el loop de Wilson. Se trata de un observable invariante
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gauge (obtenido a partir de la holonomia de la conexién gauge alrededor de un loop [29])
definido de la forma:

Wr(Com) = <TrRP exp [ f[}, ds(idh A, + |:i‘|nI<I>1)} > . (4.16)

El operador estd caracterizado por un contorno C' = {z#(s)|s € (0,27)} en el espaciotiempo
4-dimensional, un contorno en S® parametrizado por un vector unidad 6-dimensional n’, y por
una representaciéon R del grupo gauge U(N) (en la representacién fundamental, esta etiqueta
se omitird). Ademds, aparece el operador de orden de caminos P (path-ordering operator), el
cual ordena los factores del campo gauge que surgen al expandir la exponencial siguiendo el
orden en el que se insertan en el contorno. En esta seccién se van a considerar loops de tipo
espacial y, por tanto, se va a obtener siempre que & > 0.

El loop de Wilson resulta invariante local bajo transformaciones de supersimetria. Para
mostrar esto, se muestra la expresion de una variacion por supersimetria del operador:

t+27
S W = <TrRP7{dt e(id"y, + |#|y°n T ) Wexp [/ ds(ii" A, + y;'c|nf<1>1)] > . (4.17)
t

La combinacion de las matrices de Dirac que aparecen en la variacion es degenerada debido

a que n! es un vector unitario:

(idhy, + ||y n'Tr)? = 0. (4.18)
Esto permite reescribir la expresiéon de la formas:
E(idty, + |2 n T )V = iePTity, U, (4.19)

haciendo uso de proyectores que se definen como sigue:

-
PE=14 i%%ﬁf’nﬁ“[. (4.20)

Si se toma € = P~ y se considera constante (lo cual no es trivial al haber dependencia
con el vector #), la variacién supersimétrica del loop de Wilson se anula. Este serfa el caso,
por ejemplo, si C describe una linea recta. No considerar el parametro de variacién constante
refleja de manera mas general la dependencia con el espaciotiempo, pero aparece un contorno
sobre S° no trivial y correlacionado con el contorno sobre el espaciotiempo C' [30].

La invariancia local es suficiente para evitar divergencias a la region ultravioleta en los
loops de Wilson, debido a que dichas divergencias surgen de pequenias variaciones de un
campo cuantico y, a bajas distancias, una curva derivable se comporta como una recta.

Un loop de Wilson algo méas complejo que el descrito en el caso completamente super-
simétrico, es el loop invariante bajo transformaciones superconformes. Si bien no estara com-
pletamente protegido de posibles correcciones cuénticas, este operador resultara invariante
bajo transformaciones de la forma:

€ =17+ Xz, (4.21)
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que son transformaciones superconformes debido a que € es una funcién lineal de z*. En la
expresion aparecen ademds dos espinores de Majorana-Weyl arbitrarios e independientes de
las coordenadas, 7 y X. El caso més simple, el loop circular, puede ser calculado de manera
exacta mediante localizacién, asi como partiendo de un enfoque desde la teoria dual segin la
correspondencia AdS/CFT.

En primer lugar, para comprobar que este operador es invariante bajo la mitad de trans-
formaciones superconformes, se va a considerar que el loop esta situado en el plano que
forman las direcciones cuyo indices asociados son = 2 y u = 3. Esto permite establecer las
siguientes identificaciones:

i = €Pry, Y0y’ = e’ (4.22)
donde los indices a y b recorren las direcciones del plano. Bajo estas expresiones, los proyec-

tores definidos en (4.20)) se describen de la forma:
PE =14 iy 0T 2%,. (4.23)

Un loop de Wilson cuya curva C estd situada en un plano como el que se describe, en
general, conmuta con 4 de las 16 supercargas de la teoria, probando ser una solucién de tipo
1/4 BPS [30]. En este plano se cumple la relaciéon z%y, = x#7,, lo que permite que en el
caso del loop circular un espinor de la forma € = €P~ (con € constante) tenga la forma
de variacion superconforme descrita en la expresion . Esto supone una relacion del
operador de Wilson con el que define C' al ser una linea recta mediante una transformacién
conforme [31], y por este motivo el operador serd de tipo 1/2 BPS.

El valor esperado de un loop con estas caracteristicas puede ser calculado mediante técni-
cas de localizaci(’)nﬂ Para ello, la integral de caminos definida en S* localiza los modos de
valor propio nulo de uno de los campos escalares (que por consistencia, es el mismo que apa-
rece en el operador del loop de Wilson) y la funcién de particién se queda reducida al modelo
matricial gaussiano hermitico:

7r2
7 = /dN2<I>e_8 e (4.24)

El motivo por el que se considera la integral definida en S* es que en una teorfa conforme
(como la teorfa N'= 4 SYM) las funciones de correlacion en la esfera son equivalentes a las
del plano R*. En el modelo sobre la esfera, el loop de Wilson cuya curva se sitia en el ecuador
de la misma (la cual se denota por Ceys) se reduce al promedio de la exponencial [32]:

WR(Cesf) = (Trpe*™®). (4.25)

El valor esperado en la representacion fundamental del grupo gauge puede ser calculado de
manera exacta [33], empleando los polinomios de Laguerre denotados por L (x):

A
W(Cop) =2k (< ) (4.26)

2Esto se debe a que el generador empleado para la localizacién en la integral de caminos se encuentra entre
las supersimetrias que preserva el el loop de Wilson [32].
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Para poder emplear més adelante la correspondencia AdS/CFT, es necesario situarse en el
limite de grandes N. La funcién de particion puede expresarse, denotando los valores propios
del modelo matricial por a;, aj, de la forma [34]:

Tr2
Z = /dNa H(ai — aj)26_8 X2l (4.27)

1<J

Los valores propios que minimizan la accién efectiva satisfacen las ecuaciones:

1 1 8
N a o = (4:28)
j#i

que se obtuvieron al aplicar la aproximacién de punto de silla (la cual resulta exacta en el
limite N — o0). Estas suponen una condicién de equilibrio de N particulas que se repelen
entre si de manera logaritmica seglin un mismo potencial arménico. Esta repulsion evita que
los valores propios se sitien en el minimo del potencial, provocando una distribucién discreta
de dichos valores. En el limite de grandes N se reemplaza el caso en el que se toman un
conjunto discreto de valores propios por toda una distribucién continua, cuya expresién es la
siguiente:

p(x) = % Z oz — a;). (4.29)

Con ayuda de esta expresion de la distribucién, se puede reescribir la condicién (4.28]) de la

o / " dyply) _ 87 (— 0, 1) (4.30)
-y A 4, 1) :

El valor de p de la ecuacién se determina a partir de la condicién de normalizacién. Si
este valor es fijo y se cumple p(+p) = 0, la solucién serd unica [|35], y serd la distribucion
semicircular de Wigner:

2 A
p(r) = —5+/p? — 22, donde pu= £ (4.31)

T 27

A partir de la ecuacién (4.25)) y con las expresiones sobre la distribucién de valores propios,
se obtiene que [36]:

1 Iz
—W(Cesp) = | d = (VA 4.32
W (Cop) = [ dolae™ = on (), (432
donde I,(z) es una funcién de Bessel modificada. En el régimen de acoplamiento fuerte,

en el cual A toma valores altos, estas funciones tienen un comportamiento asintotico de la
forma [37]:

¢ = (=DFap(v) e ™ S ag(v)
I,(2) ~ n : 4.33
(2) V212 kZ:O 2k 2mz kZ:o Zk ( )
denotando por ax(v) a las funciones:
(-1)F 1 1
ap(v) = 7] (5 + I/)k(§ —v)i (k>0), (4.34)
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y tomandﬂ (a)k =T(a+k)/T'(a) =ala+1)---(a+k —1). Asi, para acoplamientos fuertes,
se obtiene a primer orden en —= (y teniendo en cuenta que el segundo sumatorio se vuelve

NoY
despreciable al estar multiplicado por e*ﬁ):

1 2. _3/4 Vx
W (Cesy) \/; AT eV, (4.35)

La expresién se trata de un resultado explicito calculado a partir de la integral de
caminos de la teoria SYM en el limite A > 1. El valor esperado del loop de Wilson en la
representacion fundamental, segiin la correspondencia de Maldacena, se correspondera con la
amplitud de la teoria de supergravedad dada por:

W(C,n) = / Dhay DX MDY e~ Seuerda (4.36)

Se ha denotado al campo interpretable como métrica de la worldsheet por hgy, la cual es
riemanniana al ser un loop de tipo espacial; a la funcién de embedding de la cuerda por
XM v alos fermiones de la worldsheet por 2. En el analisis cldsico que se estd realizando,
basta con considerar que la accién de la cuerda denotada por S.yerdq €S la parte bosénica del
modelo sigma no lineal en supercuerdas bajo una métrica riemanniana. La accién de dicho
modelo fue descrita en la expresién , sobre la cual se considera que estd situado en un
espacio AdSs, y por lo tanto aparece una coordenada més que en el espaciotiempo plano en
4 dimensiones, denotada por Z(o,t); se toma unas unidades adecuadas en la longitud de la
cuerda que permitan identificar o/ = i; y se considera sin pérdida de generalidad que el
término asociado al drea de la worldsheet es Gy (X) = 1:

1 1
Severin = 5 / tdoV/Rh— (0,X10, X, + 0aZ0,7) + -+ (4.37)

Es necesario que la curva C asociada al loop de Wilson esté situada en la frontera del
espacio AdS (en el punto z = 0 segin el sistema de coordenadas de Poincaré, descrito en
la métrica ) para justificar el estudio del operador desde el punto de vista de la teoria
conforme de campos. Esto provoca una serie de condiciones de frontera sobre las funciones
de embedding de la worldsheet, de la misma manera que lo hace n! sobre la 5-esfera:

X#(0,0) = 2"(0), Z(0,0)=0, N'(0,0)=n(0), (4.38)
donde N(o,t) denota el vector normal a S® en cada punto.

En el régimen de fuertes acoplamientos, A — oo, la integral de caminos de la cuerda se ve
saturada por un punto de silla y el valor esperado para el loop de Wilson sera el que minimice
el area de la worldsheet. Esto permite calcular este valor mediante las simetrias del problema,
tratando de encontrar una superficie en el espacio AdS que forme un circulo en su frontera.

I3

. ’ . n
Si la curva C fuese una linea recta caracterizada por z#(0) = 5k + onb, con nf y nf
dos vectores unitarios ortogonales y R una constante, la superficie minimal se obtendria de

manera trivial: "
n
XH = ﬁ +onk, Z=t, (4.39)

3La notacién empleada se conoce como simbolo de Pochhammer.
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que se corresponde con el embedding de un hiperplano AdSs en AdSs.

Para obtener la superficie minimal en la que C' = Csy describe una circunferencia, es
posible aplicar una isometria en la métrica del espacio AdSs que se traduce, en la frontera,
por una inversién y una traslacion:

< X L

72 1+ X2 1 72 1 X2

La transformacién descrita mantiene invariante la accién de la cuerda, por lo que sus ecua-
ciones de movimiento seran también ecuaciones de movimiento transformadas de la accién

original. Al aplicarse este cambio a las igualdades (4.39)), y transformando a su vez las coor-
denadas de la worldsheet de la forma:

(4.40)

_ 1 o 1
tanht = —————, tang = — ) (4.41)
R g + 1% + 02 R iy — 2 — 02
se obtiene la superficie minimal buscada, descrita por:
o R _ _
X" = (n! cos@ + nbsina), Z = Rtanht (4.42)

cosht

Esta solucion describe una semiesfera en el espacio AdS, ya que cumple X + 7 = R2.
La curva descrita al tomar ¢ = 0 cumple las condiciones de frontera propuestas anteriormente
y, por tanto, es un circulo situado en el gauge conforme. Para calcular el drea se puede tomar
en la accién de la cuerda que h,, = d,4p. La divergencia que aparece en la integral sobre ¢
debido al factor 1 /72 se puede regularizar mediante un cutoff Z < ¢ [38], y aplicando sobre
el drea regularizada (més adelante denotada por Seyerda,ren) un operador 1 + e%. Al aplicar
este procedimiento y tomar el limite € — 0, se obtiene:

0 > dt
Scuer a,ren Ces =2rli 1 a —s= = —27. 4.43
da;ren(Cesf) 7r51_13%< +58€>/€ L s ( )

Asi, el valor esperado del loop de wilson para grandes A es el siguiente:

W (Coss) ~ ¥, (4.44)

Este resultado es perfectamente compatible con [36]. El factor N que aparece en
el célculo se corresponde con fluctuaciones de la cuerda alrededor de la superficie minimal
calculada [39]; el factor A%/% se asocia a la simetrfa SL(2,R) de la funcién de particién del
disco [33]; y la constante numérica se asocia a fluctuaciones [40] asi como a la estructura y
normalizacién de la integral de caminos [41].

4.3. Relacién entre los operadores de la teoria gauge y los
campos de la teoria de gravedad.

Una vez propuesta la correspondencia entre la teoria N'= 4 SYM y la supergravedad en
AdSs5, en esta seccién se estudiard la relacién entre los operadores invariantes gauge de la
primera teoria con los campos de la dltima.
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Un operador gauge en la teoria conforme, O, queda caracterizado por sus dimensiones
conformes, A, y su indice de representacién en el grupo gauge que representa las simetrias
internas, I,,. Las simetrias internas mencionadas son las R-simetrias discutidas en la seccién
y el grupo gauge al que pertenecen es SO(6) = SU(4); este grupo se corresponde con
la simetria de la esfera S® en el espacio AdSs x S°. El espacio AdS5 tendrd una isometria
con el grupo de simetrias conformes, SO(2,4) (el cual se estudia en la seccién al igual
que el grupo SO(6)). Por tltimo, es preciso que el operador O sea invariante gauge ya que
no hay un grupo gauge en la teoria de supergravedad.

En la teorfa de cuerdas, O se correspondera con un campo. En particular, esto sera cierto
en el limite de supergravedad, en el cual se va a limitar la discusién. Con el objetivo de
ver esta correspondencia, es posible realizar una expansién de un campo de supergravedad
en arménicos esféricos en S°: estos modos actian de manera similar a los modos de una
expansién de Fourier y pueden ser tomados al ser S® un espacio compacto.

El campo escalar queda expandido de la forma:
Z Z S ()Y 7 (1), (4.45)

En la expresién aparecen las coordenadas en Ad5’5 representadas por z y las coordenadas en
S® por y. El arménico esférico, Y(ZS (y), actia como un modo de Fourier de la forma einz/Ls,
donde el orden de la expansién viene denotado en ambos casos por n.

El campo que existe en el espacio AdS (y tiene masa M), gﬁé’;) (x), sera el que se corresponde

con un operador en la teoria gauge (de dimensién conforme A), (9(12). La relacién entre Ay
M para un espacio AdSgz,1 de dimensién mas general viene dada por:
d d?

A=z 44—+ M2L2. 4.46
STVt (4.46)

Maés atn, si en lugar de considerar un campo escalar se considera una p-forma diferencial
en un espacio AdSy1, la relacién (A — p)(A + p — d) = M2L3 permite obtener la siguiente
expresion:

2
A:;ZJF\/‘Z + M2L3 — p(p — d). (4.47)

Una reduccién dimensional en S® vendra determinada por el orden més bajo de la expan-
sién, proporcionando asi una teoria de supergravedad en AdS5. Es preciso notar que en este
espacio, al contrario que en un espaciotiempo plano, no es necesario que se cumpla M? > 0
para que el campo sea estable. Para que la estabilidad sea garantizada basta con que la
dimensién A sea real (esto se conoce como cota de Breitenlohner-Freedman). En un campo
escalar, esto se traduce en la condicion:

2 d2
ML3 > —-. (4.48)

Una prueba de este limite se puede obtener a partir de la accién del campo escalar libre
en el espacio AdS,

S = —g/dzddx\/jg (9" O pOnd + M2q§2) , (4.49)
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donde C' es una constante proporcional a N2 y M la masa del escalar. Si ademds el campo
es de la forma ¢ = ¢(z) (y teniendo en cuenta la expresion de g"™"), la accién tiene la forma:

d—1
S = —CL23 /dzddx

Sd+1 (228Z¢8z¢ + M2L§¢2) (4.50)

Un cambio de coordenadas y = Inz junto con un reescalado del campo escalar dado por
¢ = 2%2¢ reduce la accién (salvo términos frontera) a la expresién:

cry! d 272, 1 o) o
S = —;/dyd x <8yq§8y¢+ (M Ly + Zd ) ¢ ) . (4.51)

Esta ultima expresion puede interpretarse como la accion de un campo escalar de masa
MfffL2 =M 2L§ + idQ en un espaciotiempo plano. La condicién 1) se deduce al notar
que en un espaciotiempo plano, la teoria de campos solo es consistente para M ezf 7 =0.

4.4. La correspondencia en el espectro.

La expansion descrita en la ecuacion da lugar a una torre de campos ¢(,) en
supergravedad. A su vez, el operador O da lugar a una torre similar de operadores en la
teoria gauge que se corresponden con una representacién definida de un grupo de simetria.
En esta seccion se pretenden identificar los componentes mas bajos de las torres, como deberia
ocurrir al identificarse los dos tipos de teoria, asi como se comparan las masas de los campos
con las dimensiones conformes de los operadores.

Para obtener el espectro de operadores en el grupo de simetria conforme, SO(2,4), se
actia sobre O con el operador P, como si se tratase de un operador de creacién. Sin embargo,
al considerar la supersimetria, el grupo de la teoria es SU(2,2/4) y hay un mayor niimero
de representaciones (debido a que hay una mayor cantidad de simetrias y, por tanto, se
obtendrd un mayor nimero de campos o de “operadores de creacién”). A pesar de que esto
supondria que la representacién de supersimetria N' = 4 en cuatro dimensiones tuviese 26
operadores primarios, obtenidos por sus 16 supercargas, es preciso recordar que los estados no
perturbativos de la supergravedad son de tipo 1/2 BPS: se puede obtener un supermultiplete
“corto” a partir de los operadores quirales primarios, que son aquellos que son aniquilados
por alguna combinacién de las supercargas.

La dimensién conforme de los operadores quirales primarios esta determinada tinicamente
por la carga de R-simetria, ya que la masa de este tipo de estados es igual a dicha carga (y
a partir de la masa se obtiene A segin la expresion ) Es por este motivo que, a pesar
de estar trabajando en una regién de la teorfa gauge no perturbativa (A > 1), no habran
correcciones cuanticas sobre la dimensién conforme; estas correcciones se traducirian a su
vez en correcciones cuanticas sobre la R-carga, lo cual es imposible debido a la relacion de
igualdad entre la carga y la masa que dejaria de respetarse. Esto prueba que la dimension A
sera igual independientemente del valor de A y, por tanto, se puede aplicar la correspondencia
AdS/CFT para calcular su valor.
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Los modos de supergravedad de la teoria AdSs se corresponderan con campos quirales
primarios de la teorfa SYM, mientras que los campos generados por perturbaciones de las
cuerdas estaran, en general, en el supermultiplete grande. En particular, hay 6 tipos de campos
escalares de supergravedad en AdSs, los cuales se corresponden con las 6 representaciones
quirales primarias siguientes (donde los campos de la teorfa gauge quedan denotados por

<A
¢17 )\aAa Ad y A#):
s O=Tr (qﬁ(h e (bI")), de dimensién A = n (hay n campos de dimensién 1) y con masas
de los campos dadas por M?L3 = n(n —4) (n > 2).

= Q*Oni2(= €9 {Q0.[Qp,On]}) = Tr (e*PAaargpe™ - ¢/"), de dimensién A = n + 3
(la dimensién de A es 3/2) y masas M2L% = (n+3)(n — 1) (n > 0).

Q*Onqo = Tr (F Fr gt -+ ¢™), de dimension A = n + 4 (A, tiene dimensién 1) y
masas M2L3 =n(n+4) (n > 0).

Q2@2(9n+4 =Tr (eo‘ﬁeé‘fé)\aAl /\Mjfl )\gngh e (bI"), de dimensién A = n 4+ 6 y masas
M?L% = (n+6)(n+2) (n>0).

Q4@2(9n+4 =Tr (eo‘ﬁ)\aA)\ggFﬁl,gbIl e gi)["), de dimensién A = n + 7 y masas M2L§ =
(n+3)(n+7) (n>0).

. Q4@4(’)n+4 =Tr (Fﬁyqﬁh -+ ¢M), de dimensién A = n+8y masas M?L3 = (n+4)(n+8)
(n>0).

El célculo de las masas de cada campo se ha realizado mediante la relacién descrita en
(4.47)). El hecho de que se obtenga mediante este método unos valores de masa iguales a los
que se obtienen al estudiar los campos sin considerar la correspondencia AdS/CFT puede
considerarse una prueba “experimental” de la validez de esta correspondencia.
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Capitulo 5

D3-branas en un espacio Anti-de
Sitter

En este capitulo se va a atender de manera mas concreta a las caracteristicas de un
espacio Anti de-Sitter en el que se colocan N D3-branas. El estudio parte del ansatz para
las soluciones en supergravedad descrito en la seccién [3.4.2] el cual se volvié a emplear en el
capitulo 4| demostrando su compatibilidad con la correspondencia de Maldacena. El ansatz
supone una solucién de una teoria de tipo IIB cuya métrica tiene un comportamiento propio
de un espacio AdS5 x S® en su regién cerca del horizonte.

En una teoria de tipo II hay un acoplamiento entre cuerdas cerradas y cuerdas abiertas,
vy dado que estas ultimas solo tienen una supersimetria que mantiene invariante la condicién
sobre sus extremos, la teoria es invariante bajo N/ = 1 supersimetria. Si no hay ninguna
D-brana, el espacio vacio es invariante bajo N’ = 2 supersimetrias: esto vuelve a senalar que
las D-branas en la teorfa IT pueden ser interpretadas como p-branas, que son estados 1/2 BPS
invariantes bajo la mitad de las supersimetrias.

La consistencia en la identificacion entre D-branas y las soluciones de supergravedad de
p-branas se ve reflejada en distintos aspectos. En ambos casos, la carga surge al acoplar de
manera natural el worldvolume de la brana a una (p + 1)-forma diferencial Cj1, por lo que
cada tipo de brana tendra asociada una carga R— R. La carga de las D-branas esta cuantizada
debido a que son soluciones de tipo 1/2 BPS, al igual que ocurre con la carga de las p-branas
al estudiarla méds alld del limite clasico (la carga clasica de este ultimo tipo de brana no esta
cuantizada). Mas aun, la tensién de una D-brana se comporta de forma ~ 1/gs, causando
que su accién sea de tipo soliténico (en el cuadro se mostraba una dependencia entre el
tipo de D-brana con el comportamiento de la tensién); esto ocurre de igual manera con la
accién de las p-branas, que se comportan como un solitén R — R [25] y por tanto su tensién
tiene la misma forma ~ 1/gs.

Como se introducia anteriormente, el nimero de dimensiones ortogonales a la Dp-brana
determina el tipo de teoria de supercuerdas. La teoria ITA admite Dp-branas con p = 0,2,4,6
y 8, mientras que la teoria IIB admite p = —1,1,3,5,7 y 9. La dualidad de Hodge descrita
en la seccién relaciona las distintas fuerzas de campo que se obtienen al diferenciar las
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(p+1)-formas diferenciales (que por tanto son (p+2)-formas). Mas concretamente, una fuerza
de campo descrita por una n-forma serd dual Hodge de otra fuerza de campo descrita por
una (10 — n)-forma. Asi, una p-brana y una (6 — p)-brana son fuentes de los mismos campos,
pero la interpretacién de qué campo es “magnético” y cual es “eléctrico” varia en cada caso.

Las D3-branas suponen un caso notable en el que la fuerza de campo es una 5-forma
diferencial y por tanto es autodual, permitiendo asi interpretar la forma C4 como un campo
eléctrico y magnético. Otros casos notables son el de las D9-branas, que no se acoplan a
una fuerza de campo pero si a un potencial no trivial [42]; y el de las D8-branas, ya que la
ecuacion de campos para la 10-forma no permite estados que se propagan, pero dispone de
una densidad de energfa significativa fisicamente [22].

La (—1)-brana es, esencialmente, un instantén de Dirichlet (o D-instantén) obtenido al
imponer condiciones de Dirichlet tanto en la direccién temporal como en las espaciales [43]. Si
bien no esté claro que la T-dualidad en la direccién temporal, mediante la cual se relacionan
(—=1)-branas y O-branas, tenga un sentido fisico, se puede argumentar la presencia de las
primeras de la siguiente forma. Al admitir la existencia de O-branas en la teoria ITA, la linea
del universo de las mismas (requerida por la mecédnica cudntica) puede estar descrita en una
direccion puramente espacial. Esto implicaria que las branas estén localizadas en el tiempo
(serén instantones), y al aplicar la relacién de T-dualidad sobre dicha direccién espacial se
obtendrfa una (—1)-brana.

Al tener una accién de la forma ~ 1/gs, los D-instantones son una de las claves de la
relevancia de la presencia de D-branas en las teorias de supergravedad, ya que sus efectos
contribuyen con orden e~ /9 como se espera que se comporten las correcciones no perturba-
tivas en la teorfa de cuerdas [44].

5.1. Comportamiento de las N D3-branas.

El comportamiento dindmico que siguen las N D3-branas colocadas en un espacio con
supergravedad puede ser descrito, atendiendo a la correspondencia de Maldacena, mediante
una teorfa N =4 U(N) SYM.

Al estudiar el comportamiento de una Dp-brana, es frecuente tomar un sistema de refe-
rencia que permita localizar la brana en 9 — p coordenadas del mundo, mientras que aparece
extendida en las p 4+ 1 coordenadas restantes. La tabla representa esta eleccion de coor-
denadas para el caso de una D3-brana, la cual se extiende en las direcciones M = 0,1,2,3 y
es localizada en el resto de direcciones espaciales.

sM ol1]2]34]5]6]7]8]09
D3-brana || X | X | X | X

Cuadro 5.1: Extension de una D3-brana a partir del sistema de referencia escogido. Las
coordenadas del mundo estan representadas por s™ (siendo s° la direccién temporal). Las
direcciones sobre las que se extiende la D3-brana estan denotadas por un aspa, asi como las
direcciones donde aparece localizada lo estan por un punto.
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O

D3-brana

N D3-branas RS

11

Direcciones donde se
extienden las branas

Figura 5.1: Representacién esquemética de un conjunto de N D3-branas colocadas en un
espaciotiempo de 10 dimensiones. En la figura de la izquierda las branas son representadas
como objetos de dos dimensiones, y estan colocados de manera paralela con una separacion
despreciable entre ellos. La figura de la derecha coloca este conjunto de branas en las 6
coordenadas sobre las que estén localizadas, que forman en este caso un espacio RS.

La colocacién de las branas en un espaciotiempo vacio tiene como consecuencia un cambio
en la métrica del mismo. Siguiendo con lo introducido en la seccion [3.4.2] se puede plantear
un ansatz para el caso particular de la solucién de N D3-branas que preservan las isometrias
SO(3,1) x SO(6) en una teoria de supercuerdas de tipo IIB para la accién que describen un
gravitén, un dilatén y una fuerza de campo descrita por una 5-forma. Este ansatz expresa el
elemento de linea de la forma:

ds%IB = H(r)*l/Qans“ds” + H(r)l/Qdyidyi. (5.1)

En la expresion se denoté las coordenadas transversales a cada brana por 3 (i = 4,...,9).
Es posible realizar un cambio a coordenadas esféricas (dr? + r2d§; = 2?24 dy'dy’, teniendo
en cuenta que 72 = Z?Zl y?), el cual permite localizar la brana en la hipersuperficie con més
simetrias que podria rodearla, una 5-esfera. El elemento de linea queda por tanto expresado
de la forma:

dsip = H(T)_1/217Wd5“ds” + H(r)Y2(dr? + r2dSs). (5.2)

La expresién de H quedaba restringida mediante las ecuaciones del movimiento de la
forma OOH(r) = 0 (r # 0). Esto suponia tomar una expresién arménica en la que aparecia
una longitud caracteristica L3, cuya expresién se obtiene a su vez analizando la carga de las
branas dada por Q = Npus. Concretamente, se obtiene que:

L 4
H(r)=1+ <r3> . L} =4mg,No”>. (5.3)

La regién cerca del horizonte fue una zona de interés en secciones anteriores, y estaba
caracterizada por valores de r proximos a 0 y bajas energias. Al situarse en esta regién,
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resulta util observar que:

4 4
Hir) 2% (L3> L HE) Y <T> . (5.4)
r L3

En esta regién, la ecuacién permitia ver como el elemento de linea se corresponde
con el de un espacio AdSs x S°. Sin embargo, al tomar valores altos de r (alejados de las
D3-branas), se recupera una métrica de Minkowski en 10 dimensiones. Este tipo de geometria
viene representada en la figura la cual sitia a las branas en el centro de la “garganta’
que se forma.

1| AdSs x S°
(Bajas energias)

Figura 5.2: Geometria del espaciotiempo en el que se han colocado N D3-branas. La regién
cerca del horizonte estd representada por valores de r cercanos a 0, que se corresponden con
valores préximos al centro de la “garganta” de la figura, donde estdan situadas las branas. Al
tomar valores altos de r se recupera una geometria plana.

5.2. Separacién de una brana de prueba.

En esta seccién se va a considerar que se separa una brana de prueba del conjunto de N
branas considerado anteriormente. Al tener una masa y carga despreciable en comparacién
con el conjunto de N — 1 branas, se pueden despreciar los efectos que tenga separar esta
brana sobre la métrica del espacio o sobre el factor H(r).

La D3-brana de prueba serda denotada de ahora en adelante por D3’. Su interaccién con
el resto de branas puede ser descrita mediante un intercambio de cuerdas cerradas, y puede
ser tanto atractiva (la cual se interpreta como una generalizacién de la atraccién gravitatoria
y estd causada por los campos del sector NS — NS) como repulsiva (similar a la repulsién
eléctrica, y ocurriendo entre objetos con carga del mismo signo obtenida a partir de los
campos del sector R — R).
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N-1 D3-branas D3’

N-1 D3-branas

Figura 5.3: Representacion de la separacién de una brana de pruebas del conjunto de N D3-
branas. En la figura de la izquierda se representan las dimensiones sobre las que se extienden
las branas, que se mantienen paralelas entre si, y se representa la interaccién del conjunto
con D3’ mediante el intercambio de cuerdas cerradas (de color naranja). En la figura de la
derecha, se representa esta separacion en las coordenadas sobre las que estan localizadas las
branas.

La accién de D3’, descrita en la seccion [3.4.1] para una Dp-brana en general, refleja los dos
tipos de interaccion. El término DBI permite estudiar las fuerzas atractivas, y la expresion
que toma para el caso p = 3 es la siguiente:

Sppr = —Ts/d45 e~ ?\/—det(P[glap + P[Blap + 21’ Fy), T3 = (21)73a’7%,  (5.5)

donde es preciso tener en cuenta que segin el ansatz considerado en esta seccién, los campos
Byn y Fap estéan apagados (Byy = Fyp = 0). El dilatén, sin embargo, se considera que sigue
la expresién:

e? = g,. (5.6)

Al tener todo esto en cuenta, la accion DBI queda simplificada de la siguiente manera:
T
Sppr = —gﬁ /d43\/ —det(P[glap) = —u3/d4sv —det(P[g]ap)- (5.7)

El término de la accién que acopla a la brana los campos del sector R — R de la teoria
tomaba la expresién, para p = 3:

Swz = 3 / Z P[Cyy1] A P BIH2mE (5.8)
q

donde se acoplan las formas diferenciales Cy41 con ¢ < p. Esta expresién se simplifica en el
ansatz debido a los campos del sector NS — NS apagados y debido también a que solo se
acopla una forma Cy:

Swy = i3 / PlCy. (5.9)

El campo Cj determina la carga eléctrica y magnética de la brana (ya que la fuerza de
campo, F5 = dCy, es autodual en este caso) y viene dada como sigue:

Cy = (H(T‘)_l —1) ds® A dst A ds? A ds. (5.10)
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En la expresién anterior aparece un factor (H (r)=t — 1) que multiplica el producto exte-
rior de 1-formas diferenciales. Debido a que la fuerza de campo es un invariante gauge, este
factor se puede describir sumandole a H(r)~! cualquier potencial constante, no solo —1, ya
que mantendra invariante su diferencial. Se trata por tanto de un potencial puramente gauge

’ . r—00 . . .«
que, en este caso, se habia escogido para obtener C4 ——— 0. Para simplificar la expresién en
la regién cerca del horizonte, resulta més practico considerar que Cy viene dado por:

Cy= (H(r)™') ds® nds' Ads® A ds?, (5.11)
y, por tanto,
4
cy =5 <£> ds A dst A ds® A dsP (5.12)
3

La brana de prueba se extiende en 3 dimensiones espaciales, y esta localizada en el resto de
ellas. Si se considera que fue separada del resto de branas manteniéndose paralela y siguiendo
la direccién radial r, las expresiones de sus funciones de embedding pueden ser las siguientes:

XH = sh
X4 =, (5.13)
Xo=X0=X"T=X8=X%=0,
donde r denota el valor radial fijo que caracteriza D3’ (el cual no depende de s* y, por tanto,
Our = 2= =0).

— OsH

Figura 5.4: A la izquierda se representa la D3-brana de prueba localizada en un valor de r
constante. Si se considera que se ha alejado poco sobre la direccién radial, la brana permanece
en la regién cerca del horizonte, representada con forma de “garganta” en la figura. A la
derecha, se representa D3’ localizada en un punto de S°, representada en este caso de manera
esquematica como una esfera en 3 dimensiones.

El pullback de la métrica viene dado por la expresion:
P[g]uv = gMN(X)auXMaVXN‘ (514)

Al tener en cuenta la expresion del embedding, se tiene que:

49



= XM =0 (y por tanto 9, X = 0) para M =5,...,9.
. 3MX4 = 0ur =0.
= 9, XY = 0yus” =0

Asi, el pullback queda determinado por:

7“2

P[g]/w = ﬁ"?um (515)
3
donde se tuvo en cuenta que —goo = g11 = g22 = ¢33 = %22 El determinante de esta expresion
es: :
-8
det(Plgluw) = —75- (5.16)
3

En la accion WZ también aparece un pullback, esta vez de la forma Cy, que viene dado
por la expresion:

1
P[Cy] = ICMNPQ(X)G#XM&,XNé?pXPGUXst“ Ads” A ds® A ds°, (5.17)

donde M, N,P,Q) =0,...,9y u,v,p,0 =0,1,2,3.

El comportamiento de las derivadas parciales de las funciones de embedding fue descrito

para el célculo de P[g],,. En la regién cerca del horizonte, ademas, se obtuvo que Cp0 = Z—i.
3
Esto simplifica la expresion de la forma:
oo 1 2 s_ 1ty
P[Cy] = Fds Nds® Nds® Nds® = ﬁd S, (5.18)
3 3

donde el factor % desaparece al sumar cada término correspondiente con una ordenacién
distinta de los elementos que aparecen en el producto exterior.

Todos estos célculos permiten concluir que la accién total de las D3-branas, bajo esta
solucién de supergravedad, se anula:

4

4
r r
S = Sppr+Swz = —ug/d4s\/—det(P[g]ab)+u3/P[C4] = —,ug/d48L4+u3/d48L4 =0.
3 3
(5.19)
Este resultado muestra como las fuerzas atractivas que surgen de los campos del sector
NS — NS se ven compensadas con las fuerzas repulsivas del sector R — R, probando que no
supone un gasto energético separar una D3-brana del resto de ellas en la regién cerca del
horizonte. Dicho de otra manera, la energia de la brana serd la misma independientemente de
donde esté colocada, por lo que su posicién aparecera en un espacio de moduli de la teoria.
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5.3. Consecuencias de la separacion de la brana en el espacio
de moduli.

La dindmica del conjunto de N branas se podia obtener a partir de la teoria gauge N = 4
SYM. En la seccién se comprobd como los seis campos escalares de la teoria, ¢*, definen
un espacio de moduli caracterizado de la formaﬂ

[¢',¢'] =0, i,j=1,...,6. (5.20)

Estos campos minimizan un potencial con la forma V = —g? Zl ; [ Tr[¢%, ¢/]%, debido a que
este ultimo es definido positivo.

Los escalares estan representados por matrices hermiticas N x N. El espacio de moduli
puede parametrizarse por matrices diagonales de este tipo, es decir, matrices de la forma:

. 0 X -+ 0
=1 . . . |, i=1,....6. (5.21)
0 0 - M\n
Cada valor \j,, con a = 1,..., N, es un valor real debido a que la matriz es hermitica (esto

permite afirmar que el espacio de moduli es isomorfo a un cociente de R"). M4s atin, en la
teorfa N' =4 SU(N) SYM (que segtn la seccién caracteriza la dindmica de las branas,
salvo por los modos de vibracién que conectan la region cerca del horizonte con la regién
para valores de r grandes), los valores de la diagonal seguiran la relacién Zévzl Aig = 0.

Ademas, existe una relacién entre los campos escalares de la teoria y las direcciones
transversales a cada D3-brana, las cuales forman un espacio R®. Concretamente, los valores
\ia de las matrices pueden ser interpretados como la coordenada en la direccién i en R® de
la brana nimero a [45]. Si se toma la siguiente representacion,

0 0 0
(oo -0

'=1. . . .|, i=1...,6 (5.22)
0 0 0

se estaria considerando que todas las branas han sido colocadas en un mismo punto genérico
en el espacio transversal, asignando en este caso el valor 0 a cada una de las coordenadas
(por lo que se puede considerar este punto como el origen del espacio de moduli). Esto se
corresponderia con la fase superconforme del espacio de moduli, y con la situacién descrita
en la seccién 5.1

En la fase superconforme, los campos escalares son invariantes bajo el grupo de simetria
que caracteriza la teorfa, SU(N). Esto quiere decir que una transformacién gauge del tipo

¢t — Uno'UL, Uy € SU(N), (5.23)

'En esta seccién se cambia la notacién de los campos escalares para evitar confusiones con las funciones
de embedding definidas anteriormente.
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mantendra invariante a la matriz ¢’

Otra solucién de la ecuacién (5.20]) y, por tanto, otro punto en el espacio de moduli,
consiste en tomar la siguiente expresiéon en los campos escalares:

oo o oo -0
ot=1|. . | e=|.. | i=2..6 (5.24)

Recordando la interpretacion de las matrices, esta solucién supone separar una de las
branas en la direccién 1 una distancia |A| de las N — 1 branas restantes situadas en el origen.
Esta situacién es la que se describe en la seccién anterior, donde la brana de prueba fue
separada en la direccién radial una distancia r.

Al tomar ¢! no nulo, ya no se mantiene la invariancia bajo transformaciones de la forma
descrita en la expresion . En su lugar, el conjunto de N — 1 branas serd invariante
bajo el grupo de simetria SU(N — 1) mientras que la brana de prueba serd invariante bajo
U(1), por lo que los campos escalares seran invariantes bajo transformaciones dadas por
representaciones del grupo SU(N — 1) x U(1):

e’ Ojv-l

¢ — Ug'UT, U= ,
On_y e /=Dy,

) . Un_1 € SUN —1), (5.25)

donde 0x_; representa un vector (columna) con N — 1 ceros, ¢ € R y la fase e=/("=1) que
precede a Un_1 asegura que el determinante de U sea la unidad.

N-1 D3-branas D3’
o

A
SU(N —1) o U(1)
(Origen)

Figura 5.5: Representacién de la separacién de una brana de prueba D3’ del conjunto de
N branas. Se separa en la direccién que representa ¢; una distancia |\|. Cada conjunto por
separado es invariante bajo un grupo de simetria distinto.

El proceso de separar una brana de prueba ha probado tener una ruptura espontanea
de la simetria de la forma SU(N) — SU(N — 1) x U(1). El motivo por el que se conocia
a esta ruptura como “fase de Coulomb” en la seccién es que aparece un grupo U(1)
representando las simetrias de la brana separada, y se trata del mismo grupo que se asocia
al electromagnetismo.
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Se puede considerar que las branas de cada conjunto son, en particular, D-branas, y por
tanto se pueden plantear cuerdas abiertas cuyos extremos estan situados en ellas. Una cuerda
abierta cuyos extremos estén en branas situadas en el mismo punto del espacio transversal (ya
sea el origen del espacio de moduli, o el lugar donde se coloca la brana de prueba) no tendréd
masa. Esto se debe a que la longitud de este tipo de cuerdas es arbitrariamente pequena, y
a que la energia de la cuerda es proporcional a su longitud (como se muestra en las distintas
acciones planteadas en el capitulo , por lo que la energia se anulard del mismo modo. A
partir de las cuerdas abiertas sin masa se pueden describir los bosones sin masa de la teoria,
los cuales estardn descritos por lo tanto mediante los grupos de simetria SU(N — 1) y U(1).

Sin embargo, al separar una brana de prueba se puede considerar otro tipo de cuerda:
una cuerda abierta con un extremo en la brana separada y el otro extremo en una de las
branas agrupadas en el origen. Esta cuerda tendra una longitud no despreciable, y por tanto
tendra asociado un bosén con masa. Separar una brana de prueba ha supuesto ser un proceso
de Higgsing, es decir, un proceso que permite plantear bosones con masa en la teoria al
realizar una ruptura espontanea de su simetria. Por este motivo se puede afirmar que la fase
de Coulomb es, ademds, una fase de Higgs. Este tipo de proceso es similar al mecanismo de
Higgs que genera la masa de los bosones W y Z en el modelo estandar al haber una ruptura
de simetria del tipo SU(2)r, x U(1)y — U(1)ga [46].

N-1 D3-branas D3’

v

J\J

Figura 5.6: Cuerdas abiertas cuyos extremos estdn situados en las branas consideradas. La
cuerda extendida desde el origen hasta D3’ (color naranja) tiene una longitud no despreciable
y, por tanto, puede estar asociada a un bosén con masa; esto no ocurre sin embargo en el
resto de cuerdas representadas (color violeta).

Esta separacién de branas puede generalizarse. Cada vez que se separa una brana adicional
del conjunto, un elemento de la diagonal de ¢* deja de ser nulo, para algin valor de ¢. Este
proceso da lugar a distintos tipos de ruptura espontdanea de simetria.

En particular es posible separar cada una de las branas, de forma que acaben colocadas
de manera paralela en la region cerca del horizonte y en puntos arbitrarios del espacio de
moduli. Los campos escalares estaran representados por matrices como las de la expresién

(5.21)), con Aiq # Ajp en general.

Cada una de las branas tendra asociado un grupo de simetria U(1) como en el caso
anterior, por lo que el conjunto de todas ellas sers invariante bajo el grupo U(1)". Dado que
la ruptura de simetria que tiene lugar en este proceso es del tipo SU(N) — U(1)V, se dice
que esta es la rama coulombiana de la teoria (Coulomb branch). Las cuerdas abiertas cuyos
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D3-branas 5
U(1) S

Figura 5.7: Representacién de distintas D3-branas colocadas en puntos arbitrarios del espacio
transversal. Cuando el niimero de branas separadas es mucho menor que IV, los efectos de su
separacion sobre la geometria del espacio o el factor H (r) se pueden despreciar, al igual que en
el caso en el que se separaba una sola brana. A la izquierda se representan las distintas branas
separadas con valores de r distintos pero pequenos; mientras que a la derecha se representan
branas localizadas en distintos puntos de S® mediante puntos azules.

extremos estén situados en branas distintas en esta rama, de manera andloga al caso en el
que se separaba una sola brana de prueba, tendrdan bosones asociados de masa no nula.

o &0 A

o. e R6

Figura 5.8: Representacién de las N D3-branas colocadas en puntos arbitrarios del espacio
transversal. Las cuerdas abiertas cuyos extremos estdn en la misma brana tienen una masa
nula (color violeta), mientras que las cuerdas que conectan branas distintas tienen cierta
longitud y, por tanto, cierta masa (color naranja).
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Capitulo 6

La solucion GPPZ

La solucion de supergravedad en 5 dimensiones de tipo GPPZ fue propuesta por Girarde-
llo, Petrini, Porrati y Zaffaroni en 1999 [4]. Un uplift de esta teorfa a 10 dimensiones puede
asociarse a una teorfa gauge N'= 1* SYM invariante bajo el grupo SU(N) mediante la co-
rrespondencia AdS/CFT. El objetivo de este capitulo es la descripcion de estos dos tipos de
teoria.

6.1. La teoria de campos N =1 SYM.

En esta seccién, se va a describir una teorfa N' = 1 Super Yang-Mills que considera su
lagrangiano invariante bajo el grupo SU(N), el mismo grupo que se consider6 en el caso
N = 4. La forma que toma sua accién es:

1 VY . 2i
S = /d4m tr {—292F,WFW TR g;)\a“DuA} . (6.1)

En la accién aparece el angulo del vacio, denotado por ¥; la derivada covariante D, = 0, —iA,;
y los componentes del multiplete gauge de la teoria en la representacién adjunta del grupo
de simetria, que son un campo vector, A,; y un espinor de Weyl junto con su conjugado,
Aa ¥ N (que se conoce como gaugino, y es equivalente a un espinor de Majorana [47]). Por
ultimo, también se ha empleado la fuerza del campo A, F},,, y la expresion:

X 1
FHY = et Fyp. (6.2)

Se piensa que este tipo de teorfa es confinante y asintéticamente libre 7], de manera andloga
a una teoria de cromodindmica cudntica (QCD), pero con la diferencia fundamental de que
la teoria SYM estd considerando la existencia de supersimetria.

6.1.1. El condensado de gluinos y el espacio de moduli discreto.

El valor esperado (A\) representa el condensado de gluinos o de gauginos de la teoria que,
en el caso de N/ =1 SYM, es distinto de 0 y viene dado en el régimen no perturbativo por la
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expresién [47]:

(A*\) = —6NA3exp {z (2;;“ + ;\9[) } , k=0,1,...,N—1. (6.3)
FEn esta expresion aparece la escala del régimen de acoplamientos fuertes de la teoria denotada
por A. También aparece un parametro k que influye sobre la fase del valor, y etiqueta los
distintos vacios supersimétricos: esto refleja que el conjunto de vacios de la teoria no es un
conjunto continuo, como en N' = 4 SYM, sino que se trata de un conjunto discreto. Esto
supone otra similitud con la teoria QCD, cuyo conjunto de vacios tiene un caracter discreto
al estar compuesto por un solo vacio; y supone una diferencia con otros tipos de teorias
de supersimetria, en los cuales surge un conjunto de vacios continuo y, por tanto, la ruptura
espontanea de simetria que se produciria al situarse en un punto del espacio de moduli tendria
asociada la generacién de bosones de Goldstone.

El ntmero de vacios de la teorfa N' =1 SYM (y, por tanto, su cardcter discreto) puede
deducirse a partir de la simetria global del lagrangiano U(1) 4. Se trata de una simetria quiral
que permite rotar el espinor de la forma:

0
Ak (6.4)
A= e YA

Esta simetria global tiene asociada una corriente J* = A\g*\, la cual es conservada clési-
camente: d,J" = 0. Sin embargo, la corriente no se conserva a nivel cudntico: existe una
anomalia, representada por el diagrama de Feynman de la figura La divergencia puede
ser calculada de manera exacta:

N %
6MJM = WFHVFM . (65)
Ju
F F

Figura 6.1: Anomalfa triangular en la teoria N’ = 1 que rompe la simetria quiral U(1) 4.

La anomalia evita que se conserve la simetria quiral, provocando una ruptura del tipo
U(1) a4 — Zan; siendo este iltimo grupo el asociado a las distintas elecciones de § = 7wk /N, con
k=1,...,2N. Pero Zyy sufre a su vez una ruptura espontdnea en el caso (A\) # 0, debido
a que el condensado no es invariante bajo dicho grupo. Este condensado si es invariante, sin

56



embargo, bajo Zy (cambiar el signo de A no altera el valor esperado (A\)), por lo que la
ruptura producida es del tipo Zoy — Zo. El espacio de vacios de la teoria tendra asociado,
por tanto, un grupo de simetria Zyx/Z2; y teniendo en cuenta que Zoy = Zy X Za, el grupo
de simetria asociado a los vacios serd Zy.

6.2. La teoria de campos N = 1* SYM.

La teoria N' = 1* Super Yang-Mills que se describird en esta seccién se obtiene al pro-
ducir una deformacién de masa en la teoria NV = 4 SYM ya estudiada. Por este motivo, es
conveniente organizar los componentes del multiplete gauge AN/ = 4 descritos en la seccién
en un multiplete vector N' = 1, 17, y tres multipletes quirales, ® 4, de la forma:

—

V= (Aua A4)7 (I)A = ()‘A7 ¢A)7 (66)

donde A, era el campo gauge de la teoria, A, (a = 1,...,4) los fermiones de Weyl de quiralidad
izquierda, y ¢4 = (X4 + iXa43)/V2 (A = 1,2,3), siendo X1,..., X los campos escalares
hermiticos. El fermién A4, que aparece en un multiplete distinto del resto de fermiones, serd
el que actiie como gaugino de la teoria.

Al reescribir el multiplete de esta manera, las R-simetrias de A = 4 SYM, cuyo grupo
asociado era SU(4)g, se ven parcialmente ocultas salvo por las transformaciones que man-
tienen invariante ‘7, representadas por el subgrupo U(1)z. Dado que el indice A transforma
bajo la representacién fundamental de SU(3) (su simetria puede ser vista como una simetria
de sabor similar a la de la teoria QCD) las simetrias internas que mantienen invariante de
forma explicita la teoria estardn representadas por el grupo SU(3) x U(1)g; a pesar de ello,

el lagrangiano todavia es invariante bajo su simetria inicial SU(4)g, la cual no ha sido rota.

Por otra parte, el lagrangiano quiral se verd determinado completamente por el superpo-
tencial W y el superpotencial de Kahler, K, que toman la expresién:

1
K= ——Trdl &y, W= Tr[d, &) Ps. (6.7)
9y M 9y m
La deformacién de la teoria se produce al modificar el superpotencial W anadiendo el
siguiente término:

AW = ——Tr(m @7 + ma®3 + m3®3). (6.8)

9y M

Este tipo de modificaciéon permite considerar una masa no nula para los supermultipletes ® 4.
El tipo de teoria que se obtiene mediante la deformacion, asi como el niimero de supersimetrias
que conserva, dependera del valor que tomen los parametros mq, mo y ms. Para obtener la
teorfa N’ = 1* en la que se centra este trabajo, es preciso considerar una deformacién en la
que el valor de cada pardmetro es el mismo: my = m; = mg = mg3; esto rompera el nlimero
de supersimetrias N' = 4, el cual pasard a ser N' =1 (mds explicitamente, se producird una
ruptura de la simetria de sabor del tipo SU(3) — SO(3)).
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6.2.1. El espacio de moduli de la teoria.

El espacio de moduli clasico que se obtiene al minimizar el término de energia potencial
es distinto al de la teoria con N’ = 4 debido a la deformacién producida por AW. En este
caso, los valores de ¢4 que forman el espacio de vacios son los que siguen la expresion:

(4, PB] = —mypeapcoc. (6.9)

Debido a que los campos escalares son matrices en la representacion adjunta de SU(N), se
tratan de matrices N x N cuya traza es nula. Los campos del espacio de moduli, que ademas
cumplen la relacién , seran por tanto representaciones del grupo SU(2). Este tipo de
representacion resulta, en general, reducible: para cada entero d > 0, existird una representa-
cién irreducible de SU(2) de dimensién d. Cada vacio de la teoria vendrd determinado, por
tanto, por una particiéon de IV:

N
Y dkg=N, (6.10)
d=1

donde k4 > 0 es un entero que denota el niimero de veces que la representacion de dimensién
d aparece. El nimero de vacios cldsicos se determina mediante el nimero de este tipo de
particiones.

Bajo este tipo de representaciones irreducibles, las matrices ¢4 son matrices diagonales
por bloques, de manera que kg es un valor que determina el niimero de bloques de dimensién
d contenidos en la propia matriz. Por ejemplo, si se considera kg = 1y ky_q = 1, las
matrices ¢4 estardn compuestas por dos bloques en la diagonal: uno de dimensiéon d y otro
de dimensiéon N — d.

La simetria SU(N), en general, no se va a preservar. Teniendo en cuenta que cada bloque
de la diagonal preserva una simetria U(ky), y que al rotar dichos bloques en la diagonal el
campo escalar seguird perteneciendo al espacio de moduli, la teoria conservara en general una
simetria ([, U(kq)) /U(1). Si los valores de kq son 1 6 0 para cada d, como en el ejemplo
dado, la diagonal estard compuesta por k£ bloques de distinta dimensién y preservara una
simetria U(1)*~1 (y, por tanto, este tipo de vacios son conocidos como vacios de Coulomb).

Otro caso particular surge para los valores que dividen a N. Si D es uno de esos valores,
al tomar kp = N/D y kg = 0 cuando d # D, se obtiene una matriz con N/D bloques que
preservara una simetria SU(N/D). Si, ademés, se considera D = N, la simetria original se
verda completamente rota en un tipo de vacio que se conoce como wvacio de Higgs. Estos vacios
estdn caracterizados por tener una masa no nula [48], siendo el vacio de Higgs el tinico con
masa a nivel clésico.

Un ultimo caso particular surge al tomar kp = N/D, como en el ejemplo anterior, pero
con D = 1. El vacio correspondiente con ¢4 = 0 se mantiene invariante bajo la simetria
inicial SU(N), y se puede dividir en N vacios de la teoria [49]. Esta situacién se obtiene al
considerar valores de la energia mucho menores que las masas de los supermultipletes quirales,
obteniéndose de manera efectiva una teoria N'=1 SYM que admite N vacios con un grupo
asociado Zy. Debido a que compartird el cardcter confinante de A" =1 SYM, a este tipo de
vacio se le conoce como vacio confinante.
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Cada vacio masivo, caracterizado por un grupo gauge SU(N/D) conservado, se puede
dividir en la teoria cudntica en N/D vacios distintos [48]. Cada vacio tiene la capacidad
de condensar monopolos o diones, los cuales pueden clasificarse mediante un par de enteros
(m,n) que representan su carga magnética y eléctricaE] [50]. El vacio de Higgs (N/D = 1)
estd caracterizado por los valores (0,0) y (0,1); el vacio confinante (N/D = N), por otra
parte, tendra asociado N vacios caracterizados por valores (1,n), con n =0,...,N — 1, cuyo
caracter confinante es debido a que la carga magnética no es nula; asi como un vacio en
el que no se condensan cargas, caracterizado por el par (0,0). El resto de vacios masivos
(1< N/D < N) son los denominados como confinamientos oblicuos, y tendran la capacidad
de condensar cargas (m,n), con 1 < m < N (las cuales son confinantes al tener una carga
magnética distinta de cero).

6.3. La solucion de supergravedad.

El dual en supergravedad de la teoria N' = 1* SYM fue originalmente descrito en 5
dimensiones. En esta seccién se describira esta solucién de supergravedad inicial, asi como el
uplift a 10 dimensiones propuesto por Bobev, Gautason, Niehoff y Muiden en 2018 [51].

6.3.1. La solucién GPPZ en 5 dimensiones.

El fluyjo GPPZ es una solucién de supergravedad N’ = 8 con grupo gauge SO(6) en 5
dimensiones. La teoria considera 15 campos vectoriales sin masa en la representacion adjunta
de SO(6); 12 2-formas diferenciales con masa topolégica que transforman en la representacién
(6,2) de SO(6) x SL(2); y 42 campos escalares que parametrizan Eggy/USp(8) y transforman
de la forma:

42 = 20{g) +10(_3) + 10(2) + 1(4) + 1(_4), (6.11)

donde los subindices denotan la carga bajo el subgrupo U(1)y C SL(2) [52]. La masa asociada
a los campos 20’ viene dada por M?L? = —4; la masa de los campos asociados a 10 y 10 es
M?L? = —3; y para el resto de campos, asociados a 1, se obtiene una masa M2L? = 0.

Este tipo de solucién estd planteada bajo una métrica de un espacio AdSs cuya longitud
caracteristica es el parametro L al que se referenciaba en la descripcion de la masa. Este
planteamiento permite emplear las férmulas de la seccién para obtener la dimension
conforme del operador dual, descrito en la teoria N' = 4 SYM, a partir de la masa de cada
campo escalar (en particular, se emplea la relacion M2L? = A(A — 4)). Esto clasifica a los
campos asociados a 20’ como escalares bilineales de dimensién A = 2: a los campos asociados
a 10 como deformaciones masivas de dimensién conforme A = 3; y a los escalares asociados
a 1 como deformaciones del acoplamiento gauge con A = 4.

En la seccién [6.2] se estudiaba una deformacién de masa de la teoria N' = 4 SYM, y debido
a que los campos asociados a la representacién 10 tienen asociado este efecto en la teoria

'Los valores que pueden toman estas cargas son 0 < n < N/D — 1y m = D, en médulo N; asf como el
valor (0, N/D), también en médulo N [49).
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gauge, se vuelve a dar esta situacién. La teorfa N/ = 1* SYM estudiada permite describir el
dual de la solucion GPPZ, descomponiendo el término 10 de la forma:

10 143 +6, (6.12)

donde 6 se identifica con la deformacién denotada en por AW; 3 se corresponde con
los multipletes quirales ® 4; y 1 se corresponde con el condensado de gauginos, (Ag\4).

En particular, la teoria A/ = 1* SYM estd considerando que las masas asociadas a ® 4
son iguales. Como consecuencia, no aparecerd la parte asociada a 20" en la teorfa [53[; vy,
considerando ademds la simetria residual que aparece y que se asocia al sabor, SO(3), es-
tos argumentos permiten representar la teoria apagando consistentemente todos los campos
salvo el médulo de dos escalares: m € 6 y ¢ € 1 (cuyo médulo vendra dado por o y m,
respectivamente). Estos campos son duales, respectivamente, a los operadores:

3
O3 = > [tr(Aada) + mytr|dal’],  Ou=tr(Ais). (6.13)
A=1

La expresién del operador O3 aparece desplazada una cantidad m 2?4:1 |pa|? respecto de la
que se obtendria en una teoria con campos escalares sin masa. Esta modificacion es requerida
al extender el centro del algebra de la supersimetria [54]; y el factor que la multiplica refleja
la adquisicion de masa de los campos. Para que se preserve la supersimetria, es preciso que
la masa que toman los campos escalares sea igual a la masa de los fermiones, por lo que el
factor es my.

Las soluciones en 5 dimensiones que se estdan buscando son de la forma:
ds? = d2? + 2P datdz,,, (6.14)

donde z denota la coordenada radial que toma valores entre —oo (regién IR) y +oo (regién
UV, cuyo comportamiento asintético es el de un espacio AdS). El lagrangiano que se obtiene
bajo esta truncacién tiene la expresién:

L= \/?g{ — %R + %(8m)2 + %(80)2

3 2 2
- = [(cosh —m)Q + 4 cosh 22 cosh 20 — (cosh 20)% + 4} } (6.15)

8 V3 V3
El escalar de Ricci viene denotado por R en la expresién. Por otra parte, aparecié un campo
real ¢(z) en la métrica cuya expresién, junto con la de los campos reales m(z) y o(z), forma
el denominado flujo GPPZ. Las ecuaciones que describen este flujo se pueden deducir a partir
de la supersimetria de la teoria y toman la siguiente forma:

1767(2701)

m(z) = § log [M} = /3 arctanh e~ (*=C1),

—3(z—C.
o(z) = %log [7}573&7&” = arctanh e 3(:=C2),

o(z) =2+ %log [1 — 6_2('3_01)] + %log [1 - 6_6(Z_C2)] = z — log cosh m\/(g) - %log cosho(z),
(6.16)
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siendo C1 y (5 dos constantes de integracién arbitrarias.

Teniendo en cuenta la expresiéon que toma ¢(z), se puede comprobar que habrd una
singularidad en la métrica ([6.14) cuando z — Cp (con z > (). Para expresar la métrica en
las cercanias de este punto, resulta 1til notar:

e—2(=-C1) — 1 _ 2(2 — Cl) + o

1~ e 8(=Co) = 96-3(=C2) inhy (3(z — C)). (6.17)

De esta manera, se obtiene que:

ds® = dz* + (eQZ [1 — 6*2(2*01)} [1 - 6*6(2*02)} 1/3> dztdx,,

=dz* + ((322 [2(z — C1) +---]e*TC2 [2sinh (3(z — C’g))]l/3) dxtdx,,

2%01

K dz? + 2¢9C (2sinh (3(Cy — C2))) P (2 = Cy)datdz,.  (6.18)

También es preciso notar como la expresién de m(z) diverge cuando z toma este valor:

V3 [1+1—(Z—C'1)+-~-] 201 /3

m(z) = Y2 1o vo 2-z24+C1 V3
T R R oy 2 I B

G ~ —TIOg(z—Cl).
(6.19)

log [

Este tipo de singularidades son comunes en las soluciones de supergravedad en 5 dimen-
siones, y se han establecido una serie de criterios que permiten distinguir las singularidades
que podrian tener un significado fisico de aquellas que no. En particular, Gubser (2000) [55]
propuso que para que la solucién fuese fisicamente aceptable, debia poder obtenerse en el
limite de temperatura cero de un agujero negro. La solucion GPPZ cumplird este requisito
si se impone que Cy < (7; esto tiene como consecuencia, ademés, que la soluciéon tendrd un
caracter confinante (observando el comportamiento de los loops de Wilson bajo esta condi-
cién [56]), por lo que deberd ser dual a uno de los vacios confinantes de la teorfa N' = 1*
SYM.

6.3.2. Descripcion de los vacios mediante 5-branas.

Los vacios de la teorfa N/ = 1* SYM pueden ser asociados en la teorfa de cuerdas a
la polarizacién de D3-branas en 5-branas con un flujo de fondo definido por una 3-forma
diferencial. Dicho flujo estard controlado por los pardametros de masa de la teoria de campos,
que en este caso han sido planteados iguales a un valor my. La polarizacién de las D3-branas,
asi como la fisica que describen las 5-branas que surgen, estd descrita por el efecto dieléctrico
de Myers [57] y es compatible con el comportamiento de los vacios discutido para la teoria
gauge dual.

En la teoria gauge, el flujo eléctrico y el flujo magnético pueden agruparse dindmicamente
en el interior de un cilindro (un tubo de flujo). En particular, se puede observar esta agrupacién
del flujo magnético al considerar el vacio de Higgs, mientras que el vacio confinante tendra
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asociada la observacién de tubos de flujo eléctrico (esto ocurrird también en el resto de vacios
confinantes oblicuos; pero en otros vacios masivos se podra observar flujos de ambos tipos,
asi como en los vacios de Coulomb podria no ser posible la agrupacién en el interior de un
cilindro de ningin tipo de flujo).

Las lineas de flujo eléctrico entre fuentes cargadas situadas en una teoria de campos N' = 4
conforme (y, por tanto, no confinante) pueden ser representadas, empleando la dualidad
AdS/CFT, mediante una cuerda en la teoria dual de 10 dimensiones. En la parte AdSs de
la geometria, la cuerda tiende a desplazarse hacia la regién cerca del horizonte, lo cual tiene
asociado en la teoria dual una mayor dispersion en las lineas de campo entre las fuentes (como
se espera en una teoria no confinante). La energia de la cuerda se podréd describir como una
suma de una constante y un término inversamente proporcional a la distancia entre las fuentes
cargadas [3].

En el caso opuesto, una teoria gauge que fuese confinante puede proporcionar en la teoria
dual un minimo de distancia radial a la que se debe situar la cuerda en el espacio AdSs [58].
Esto supone que las lineas de flujo de la teoria gauge estaran atrapadas en un objeto fisico
similar a una cuerda de longitud finita y tensién no nula. Al contrario que en el caso anterior,
la energia de la cuerda definida en este contexto serd proporcional a la distancia que separan
las fuentes cargadas.

Polchinski y Strassler (2000) [3] propusieron que la singularidad de la métrica ,
descrita en la seccion anterior, puede describirse situando en ese punto una 5-brana de cargas
eléctrica y magnética (p,q) obtenida a partir de la polarizacién de D3-branas mediante el
efecto dieléctrico de Myers. En este contexto se puede considerar, ademds, una cuerda de
cargas (p,q) que puede conectarse a la brana en un estado de longitud finita y tensién no
nula. La cuerda se caracterizara por una worldsheet orientada en las direcciones x* del espacio,
y con un valor z constante.

El vacio de Higgs permite describir la singularidad mediante una 5-brana de cargas
(p,q) = (0,1): una D5-brana. El potencial asociado a dos fuentes con carga eléctrica puede
representarse mediante una cuerda fundamental (una F1-brana) en la frontera del espacio
AdS. La cuerda F1, sin embargo, puede dividirse en dos cuerdas que enlazan cada fuente
con la brana situada en la singularidad (a la cual se denota por D5/D3 para insistir en que
es obtenida mediante la polarizacién de D3-branas), como se muestra en la figura (a).
Debido a la dispersién de las lineas de campo asociada a esta descomposicion de la cuerda,
la energia asociada a la separacién de las dos fuentes permanece constante (no hay confina-
miento): las cargas eléctricas se ven apantalladas. Esto no ocurre, sin embargo, al considerar
D1-branas (cuerdas con carga magnética): dichos objetos fisicos no pueden situar uno de sus
extremos en la D5/D3-brana, provocando una limitacién en la coordenada radial de D1, como
se muestra en la ﬁgura (b). En este ultimo caso, la energia de la cuerda si es proporcional
a la distancia que separa las fuentes cargadas, y por tanto, estaran confinadas.

Al considerar la relacién de S-dualidad, se puede argumentar de manera similar como
las cuerdas F1 tendran asociado un confinamiento de las cargas eléctricas (figura (c)),
mientras que las cuerdas D1 podréan enlazarse a una NS5/D3-brana, con carga (1,0), la cual
producird un apantallamiento entre las cargas (figura (d)). Esta fisica coincide con la
asociada al vacio confinante de la teorfa N = 1* SYM.
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& Frontera @ Frontera

Figura 6.2: Relacion entre los distintos tipos de cuerda y la 5-brana, cuyas cargas vienen
denotadas por el par (p,q). Dadas dos fuentes cargadas en la frontera del espacio AdS repre-
sentadas por A y B, se representa el apantallamiento de sus cargas en las figuras (a) y (d);
por otra parte, las figuras (b) y (c) representan el caso en el que las cargas se ven confinadas
y la cuerda no puede enlazarse a la 5-brana.

6.3.3. La solucién de supergravedad truncada a 4 campos escalares y las
ecuaciones BPS.

Se puede encontrar una truncacién consistente de supergravedad N' = 8 con grupo gauge
SO(6) en 5 dimensiones mediante una truncacién consistente a 4 campos escalares. Esta
construccion parte de la truncacién a 8 campos escalares reales que mantiene invariante
SO(3) 59|, y se reduce a 4 campos escalares al imponer simetrias discretas adicionales [60].
La solucién GPPZ que se discute en este capitulo es una solucién particular de este modelo
que ademas apaga dos de los cuatro campos escalares que caracterizan la truncacién.

El lagrangiano que caracteriza la solucién con 4 campos escalares se describe a partir de
la métrica en 5 dimensiones, g; los superpotenciales W y K; y dos escalares complejos, z! y
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22, de la forma:

1

1 1 ¥
— - 2K =9 2on=0
= Gn lg] <4R+ QKaﬁauz o'z P) . (6.20)

En la expresion también aparecen la constante de Newton, G, y el escalar de Ricci, R.
Mediante el escalar de Kahler se puede determinar el término cinético IC@B y, empleando
también el superpotencial W, se puede determinar el potencial escalar P que aparece en
dicha expresiéon. Esto se muestra en las relaciones:

Kag =005, K=logl0-mm)0-=m],
W=+ a1 -5, Pt [KPDWDW -]

La derivada covariante de Kéahler que aparece en las relaciones anteriores actua de la forma:

Dof = (00 +0.K)f.

El modelo admite una métrica como la formulada en la ecuacién (6.14). Por otra parte,
las ecuaciones BPS se obtienen al imponer que se preserve parte de la supersimetria N = 8
(mds concretamente, imponiendo que las variaciones fermidnicas 6\, se anulen). La expresién
que toman dichas ecuaciones es la siguiente [49]:

09 027 | ke W
9

e — +e P = 0. .22
z 3 ‘W’ 0, 0z |W‘,C BW (6 )

Noétese como una solucién simple para estas ecuaciones se puede obtener considerando z! =
22 =0y ¢(z) = 2%: el vacio maximalmente supersimétrico de AdSs. Las soluciones que
resultaran de interés son aquellas que permiten obtener este vacio en la frontera del espacio
AdS, y con el objetivo de obtener soluciones que cumplan este requisito se pueden resolver
las ecuaciones BPS expandidas alrededor del vacio (en la regiéon UV).

En primer lugar, se realiza el siguiente cambio de variable para simplificar las expresiones:

z] = tanh%(?)a + @ — i) +i1)y),
2o = tanh §(a — ¢ — ith — dthy).

Los campos escalares 1) y 14 suponen, a su vez, un cambio de variable respecto a los campos
m(z) y o(z) que caracterizaban la solucién GPPZ en la seccién y tendran, de la misma
manera, una masa mfplﬂ = m?ML2 = —3. Concretamente, el cambio de variable vendra dado
por:

(6.23)

tan (%(1/14 — 31)) = — tanh (%(\/gm —0)),
tan (%(zm + zp)) = tanh (%(\/gm + 0)) )

Mais ain, tendran unos operadores duales asociados en la teoria gauge completamente andlo-
gos:

(6.24)

3

Y O3 = Z [tr(Aada) + mystr|pal®],  ¥a < Os = tr(Ashy). (6.25)
A=1
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Los otros dos campos escalares, de masas m2L? = —4 y m?DL2 = 0, estaran asociados
a los campos que transforman de la forma 20’ y 1 (respectivamente) y serdan apagados en
la solucion GPPZ. La masa de cada escalar se obtiene al expandir el potencial escalar P
alrededor del punto z; = z3 = 0, expresado tras el cambio de variable [49)|.

La expansién UV de las ecuaciones BPS toma la siguiente forma:

Y = 1me'/? — %m363/2 + O(€?),

g = we? + O(e?),

a = ve + O(?), (6.26)
® = o+ 0(62)’ .

¢(z) = —1loge — Ze+ O(€?).

La distancia al vacio de la solucién se controla tomando el pardmetro € = 9% préximo a
0. El parametro m que aparece en las expresiones se corresponde con un término de fuente
del operador asociado al campo 1 y es proporcional al pardmetro de masa my de la teorfa
N = 1* SYM. También aparecen el pardmetro w, relacionado con el valor esperado de
vacio del operador gaugino bilineal asociado a 14; y el parametro v, relacionado con el valor
esperado de vacio del operador asociado a «. El condensado de gauginos de la teoria se
corresponderd con el valor que tome w; y no habra un condensado asociado a v en la solucién
GPPZ debido a que la solucién esté caracterizada por a = 0.

La expansion UV de los campos m(z) y o(z) se puede obtener a partir de las expresiones

obtenidas en ([6.26) y mediante el cambio de variable (6.24)), dando lugar a la expresién:

m = /3mel/? + %63/2 + O(e?),
(6.27)
o= (w—m3e? + O(?).

A partir de dichas expresiones, se puede calcular el valor esperado de vacio del operador
gaugino bilineal [61] de la siguiente manera:

(O4) = ?(w —m?). (6.28)

6.3.4. El uplift a 10 dimensiones de la solucién GPPZ.

Mediante la notacién introducida en la seccién es posible expresar el elemento de
linea de la solucion GPPZ en 5 dimensiones de la forma:

4
45} = g (482 + (1= )1 = X%) Pntd,). (6.29)

donde se han empleado las expresiones:

— 3 1—puv 1+ M3 1+¢
t = e 9%/ _rY — ¥ =/ v=4/——. (630
me ; 21 ,L,U,—i-l/?” 22 Zl—i-,U,V, 1% 1_)\t37 v 1—¢ ( )

Se ha empleado una nueva variable radial ¢ en las expresiones. También se puede observar
como los complejos z; y z3 son puramente imaginarios, debido a que los escalares o y ¢ se
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anulan en esta solucién. La frontera del espacio AdS, en la que se obtiene el vacio maximal-
mente simétrico, se obtiene cuando t — 0 y, al expandir la solucién cerca de esta frontera, se
puede relacionar la constante de integracién A con el condensado de gauginos y la masa de
la teoria conforme de la siguiente forma:

A+ D) = w. (6.31)

La constante A se define, mas concretamente, en funcién de las constantes de integracion C1
y C2 que aparecen en las ecuaciones del flujo GPPZ (6.16]) de la siguiente forma [53] [59]:

A = 320, (6.32)

Bajo esta notacion, la singularidad de la solucién se encontrard en ¢t = 1, y su estruc-
tura dependerd del valor de A. Siguiendo una vez mads los criterios de Gubser [55] para que
una solucién tenga interpretacién fisica es preciso restringir los valores de la constante de
integracién en el rango [A| <1 [4].

Es posible realizar un uplift de esta solucién a una solucién de tipo IIB de supergravedad
en 10 dimensiones mediante las férmulas descritas por Baguet, Hohm y Samtleben (2015) [62].
En esta seccién se van a introducir los campos y expresiones mas relevantes, cuya obtencién
es detallada por Bobev, Gautason, Nichoff y van Muiden (2018) [51]; asi como por Petrini,
Samtleben, Schmidt y Skenderis (2018) [53].

La métrica del uplift de la solucién GPPZ se puede expresar de la forma:

y  (K1Ky — K3)Y/4 ds? N 44/1 — \2¢6 50
(-1 p  PEK—K3) )

(6.33)

Para poder expresar la métrica de manera compacta, se han definido las siguientes fun-
ciones:

= (14 2)(1 — A%t%) + 262 ((1 — X%t5) — At3(1 — ¢?) cos(4a)) cos 2x,
= (1+¢3)(1 — A2t3) — 22 ((1 — A%%) — A2 (1 — %) cos(4av)) cos 2x,
K3 204 (1 — 12) cos 2y sin 4a,
Ky = (1+t3)2(1 + X2 — 4t*(1 + M?)? cos? 2y,

(6.34)

donde se ha empleado una eleccién de coordenadas en S® que permite describir de manera
explicita la ruptura SU(4) — SO(3) x U(1) de la forma:

Y +iYs ‘ 1 ' 0
Ys+iYy | =e“cosxyR| 0 | +ie"sinyR| 1 |. (6.35)
Y5 + Y5 0 0

Las coordenadas Y7,...,Ys describen un embedding de S® en RS. También es empleada

la matriz de rotacién R, definida como R = e¥91¢5192¢5291 donde (w,&1,&2) son los dngulos
de Euler y g1, g2 son los generadores de SO(3):

0 -1 0 0 01
g=1 0 0], 2= 0 00 (6.36)
0 0 0 ~1.0 0
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Cada una de las coordenadas angulares tendra un valor comprendido en los siguientes rangos:

0<a<2m, 0<x< 0<w<2r, 0<4H <, 0<EH < (6.37)

T
4 b
En la expresién también aparece la métrica de S°, definida de la forma:

dQs = Kydx? — 4t (1 — t*)?(cos 2ady — sin 2a cos 2x03)?
(1 — N28)2(1 — t2)
1 — A26
+ cos? 2x (1 + Mt (4t%da’® + (1 — t3)203)
+ (1 — t*)(sin® K107 4 sin 2y K30109 4 cos® xKo03), (6.38)

— 4Xt%d(cos 2a cos 2x)? + (dov + sin 2y03)?

donde se emplean las 1-formas o1, 09, 03 que vienen dadas de manera explicita en funcién de
los angulos de Euler de la forma:

01 = cos &g sin&1dw — sin &adEy,
09 = —sin & sin §1dw — cos &ad€q, (6.39)
o3 = —cos&rdw — d&o.

Los campos de supergravedad que caracterizan la teoria de tipo IIB se pueden describir

de manera explicita siguiendo las siguientes expresiones’}

Dilatén: e? = % (14 2)(1 — Xt*) + 2t3(1 — M%) cos 2 cos 2a) (6.40)
T3

s _ 2t2 (14Xt2) (1—-At*) cos 2y sin 2a
Axion: Cp = T gs (LMD (T+2) 1 —Xt4)+2t2 (1—AE2) cos 2 cos 2a) ? (6'41)

42 _ 1248
4-forma: Cy = —gigs [%dwo Adzi Adxrg A dl’3:| , (6.42)
2-formas:
By +igsCo = ii { (aldx + agos —i(l — )\2t8)(K1 + K>) sin 2xda) AX
’ 9> K1Ky — K2

— (agdx + asos — i(1 — N28)(K; — Ky — 2iK3) sin 2xda) A 2} . (6.43)

De manera andloga a cuando se expresé la métrica en [6.33] se han definido una serie de
funciones que permiten expresar de manera compacta las 2-formas:

ay = —2iK3(1 + t2)(1 — )\Qtﬁ),
az = i(1 +t2)[(K1 — K2)(1 — X2t%) cos 2 — 2(1 — A2t8)2 — 2¢2(1 + A2 — A2t4(1 + t*)) cos? 2],
ag = 44 (1 — A2 (1 — A25 — M2(1 — t2)e™@) cos? 2y — (1 +12)2(1 — A28) (1 — 26 + M2(1 — #2)etia),
ag = i(1 —t2)2(1 — N28) (1 — X2t — M2(1 — 2)e*) cos 2.
(6.44)

2Se ha afiadido un factor 16 multiplicando la expresién de Cy que no aparece en la referencia [49]. Se puede
comprobar como este factor s{ aparece en una referencia anterior con los mismos autores, [51], y es necesario
para la obtencién correcta del potencial de una D3-brana.
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Finalmente, en la expresién de las 2-formas aparece la 1-forma compleja 3 dada por:

Y =isin yoi + cos xoo. (6.45)

La simetria SO(3) (asociada a las 1-formas o1, 09 y 03) se preserva en el uplift a 10
dimensiones de la solucion GPPZ. Adem4s, se observa como la solucién mantiene invariante
sus campos de supergravedad bajo una transformacién de dualidad combinada con un cambio
en el dngulo « de la forma o — « + 7/2. Esto se comprueba facilmente en la expresién de la
métrica y de la 4-forma, observando que son invariantes bajo la S-dualidad y que su periodo
en « es 7/2. Para poder comprobarlo en el resto de campos, es preciso notar que transforman
bajo S-dualidad de la forma:

1
T=0Cy+ ie*‘ﬁ — —TT, By — —QSCQ, Cy — g;le. (646)
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Capitulo 7

D3-branas en el uplift de la solucion
GPPZ

Se va a plantear, una vez mas, un conjunto de N D3-branas en una solucién de super-
gravedad (que en este caso serd la solucion GPPZ) mediante las cuales se podré estudiar su
teorfa gauge dual segin la correspondencia AdS/CFT (la teorfa A/ = 1* SYM) en su régimen
no perturbativo. Este tipo de estudio de la teoria gauge seria mucho mas complejo sin la
dualidad que se esta empleando, por lo que este capitulo puede considerarse un ejemplo de
la capacidad de dicha herramienta en la Teoria Cudntica de Campos.

7.1. Accion de la brana de prueba.

Es posible estudiar el comportamiento dinamico de un conjunto de N D3-branas conside-
radas en el uplift de la solucién de supergravedad descrita en el capitulo anterior, la solucién
GPPZ. El procedimiento es similar al descrito en el capitulo |5[ cuando se calculaba la accién
de una brana separada de las NV — 1 restantes en un espacio AdS. La expresién de la accion
serd, una vez mas, la suma de un término DBI (que sigue la expresion de la ecuacién )
y un término WZ (que sigue la expresién de la ecuacién )

Las direcciones a lo largo de las cuales se verd extendida cada D3-brana se representan
mediante un aspa en la siguiente tabla, mientras que aquellas donde esta localizada son
denotadas mediante un punto. En la tabla se denotd a las coordenadas del mundo de la

brana por sM.

sM ol1]2]3[4]5]6]7[8]09
D3-brana || X | X | X | X

El espacio transversal a la brana puede describirse mediante la coordenada radial ¢t que
se introdujo en la seccién para describir el espacio AdS5; junto con una eleccién de
coordenadas que parametrice la 5-esfera, como es el caso de las coordenadas (o, w, &1, &2, X)
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introducidas en la misma seccién. La brana estard localizada en un valor constante de ca-
da coordenada de las direcciones transversas, y se puede establecer un embedding como el
descrito por la siguiente tabla:

Funcién de embedding, XM [ X0 [ XT [ X2 [ X3 [ X* [ X°P [ XO[ X7 | X8 [ X9

Valor de la funcién O [ st | 62 ] s t a | w | & | & | x

El valor que toma la derivada parcial con respecto a cada coordenada del mundo de la
funcién de embedding viene dado, por lo tanto, por:

= 0, X M — (0 para M =4,...,9, debido a que la funcién de embedding es constante.
= 0, X" =0us" =9,

Esto permite expresar el pullback de la métrica segiin la expresion:

4K Ky — K2)V/4 1

_ MsN _ _
Plglw = QMN(X>5u b, = gu(X) = 92752\/“(75 (1— )\2t6)1/6n’“"

(7.1)

El producto externo de formas diferenciales que definen By y Cs estd compuesto por
1-formas en S°, por lo que el pullback de las 2-formas serd anulado. La accién de Dirac-Born-
Infeld quedara descrita, por lo tanto, de la forma:

_ Re2y1/4
Sppr = —,u3/d48\/—det <4(K1K2 K3) 1 >

212 /g, (1— >\2t6)1/6n/“’

161/K1 K3 — K2 1
_ _u3/d4s 122 3 (7.2)

g4t4 s (1 _ )\2t6)1/3'

Por otra parte, es preciso determinar el pullback de la forma Cy para calcular el término
WZ de la accién, el cual da lugar a la expresion:

1
P[Cy] = ICMNPQaMXMaVXNa,,XPa(,XQds“ Ads” A\ds? A ds®

16 =) =N
- 9493 t4(1 _ )\2t6)1/3

dso N dsy A dsg A dss. (7.3)

Teniendo en cuenta la expresion del pullback, la accién de Wess-Zumino toma la siguiente

formalT}
16 (1 —t2)(1— 2%8)
Swz = d* : 7.4
wZz M3/ 89495 (1 — A2(6)1/3 (7.4)

'El signo que adquiere la accién es el opuesto al que se consideré al calcular . Esto es debido a que
bajo esta coordenada radial ¢, la regién UV estd situada en la regién ¢ — 0, mientras que la regién IR se
sitda en t — +o00. En la seccién m se adquieren bajas energias cuando la coordenada radial considerada toma
valores proximos a 0, y altas energias en oo; lo cual indica que hubo un cambio de orientacién al cambiar las
coordenadas, que se refleja en el signo de esta accién.
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Al sumar los términos DBI y WZ se obtiene la accién total, que sigue la expresién:

S =Sppr+ Swz = (7.5)

16 s [ dts” K1Ky — K2+ (1 —t2)(1 — \%t%)
9igs 3 t4(1 — A216)(1/3) :

De manera opuesta a lo que ocurria en la seccién 5.1} separar una D3-brana del conjunto inicial
de N branas si podria suponer un gasto energético en una solucién de supergravedad de tipo
GPPZ. El espacio de moduli relacionado con la posicién de la brana vendra determinado por
aquellos puntos del espacio que permitan minimizar el potencial asociado a dicha accién.

7.2. La singularidad de la solucion.

Recordando las expresiones introducidas en la seccién [6.3.4] la solucién GPPZ tiene una
singularidad en el punto ¢ = 1 cuya estructura depende del valor de A. En la misma seccién se
indicé que los tnicos valores de la constante que permitian a la solucién tener un significado
fisico segun los criterios de Gubser [55] eran aquellos valores situados en |[A| < 1. En esta
seccién se estudiard por separado la singularidad cuando [A| < 1y cuando || = 1.

7.2.1. Singularidad en |\| < 1.

La singularidad en t = 1 cuando el valor de A se sitia en el intervalo (—1,1) puede
describirse mediante la colocacién de un tipo de D-branas en la geometria. Dicha singularidad
estard situada, mdas concretamente, en el minimo de energia de la solucién que se obtiene
en (t,x) = (1,0), sin estar localizada en el resto de sus coordenadas angulares (esto serd
argumentado mas adelante en la seccion .

La expresion que adopta la métrica alrededor de este punto es la siguiente [51]:

8
9*\/9s

ds?, ~ q [(1 — A)Y3dptdz,, + k(o) (dy? + x%%)]

1 4
+ H3/4 [ do? +dp? + p*(o2 +02)|, (7.6

donde aparecen la coordenada p = 1 —t (y por tanto, p =~ 0); las 1-formas diferenciales que
parametrizan SO(3), o1, 02 y 03, descritas en (6.39); y las siguientes funciones:

2k (o) 11—\
H k .
p (@) 1+ 2\ cosda + A2

(7.7)

La métrica que describian las D3-branas en una teoria AN’ = 4 fue descrita en la seccién
tomando una expresién de la siguiente forma:

I3 4
dshs =h7Y2  dgtdr,  +hM? (dr?40%dQs), h=1+ <3> . (7.8)
~— —_—— r
Extension de la brana Espacio transversal
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donde la coordenada r denotaba la distancia al conjunto de branas. Sin embargo, se puede
observar como la geometria que se obtiene en la expresion ([7.6]) tiene la misma forma que la
que describe un conjunto de 5-branas colocadas en un espacio plano [63]:

- . R T
dsty = h~1/4 ds? +h3/4 ds2 , h=1+, (7.9)
~—~— r
Extensién de la brana Espacio transversal

donde T estd relacionada con la tension de la brana. En estas expresiones se esta observando
de manera explicita el efecto de la polarizacién de las D3-branas en 5-branas descrito en la
seccion [6.3.2] el cual tiene lugar en la singularidad de la solucién GPPZ.

Recordando la manera de determinar los vacios de una teoria N = 1* SYM a partir de
la descomposicion de N de la expresiéon , cada conjunto de vacios se describe mediante
representaciones irreducibles de SU(2) de dimensién d que aparecen kg veces en la particién
de N. En el caso de las representaciones que descomponen N de la forma N = dky (y por lo
tanto d es un valor que divide a N), el tipo de vacio que se considera tiene una masa no nula,
lo cual provoca la polarizacién de las D3-branas en 5-branas mediante el efecto dieléctrico
de Myers. Un vacio asociado a {kq} con estas caracteristicas se puede describir mediante ky
D5-branas, manteniéndose invariante bajo transformaciones de SU(ky); y cada una de dichas
branas se habra formado a partir de la polarizacién de d D3-branas. Esta interpretacion se
puede realizar de manera completamente dual mediante d NS5-branas coincidentes, siendo
cada una de ellas producto de la polarizacién de kg D3-branas.

La solucién GPPZ, en general, permitira una descomposicién del tipo:

M
N =Y niki, (7.10)
=1

donde k; denota el niimero de D3-branas que polarizan en una 5-brana; n; denota el ntimero
de 5-branas que se obtienen polarizando k; D3-branas; y M es un entero con un valor muy
alto, M > 1. Los vacios masivos estardn asociados a las descomposiciones de N de tipo
N = pq; es decir, son aquellos en los k; # 0 para un solo valor de i. El valor que tome
caracterizara su vacio asociado, y al variar dicho valor se produciran distintos tipos de vacios
(es decir, estardn asociados a 5-branas con distinta carga). Una particién segin con
mas de un valor de k; no nulo se corresponde con un vacio sin masa, ya que su grupo gauge
asociado incluye factores U (1), permitiendo la existencia de modos de masa nula.

Una de las diferencias principales entre la métrica (7.6 y la métrica (7.9)) estd en el
término +1 que aparece en la funcion h; este término no aparece en la funcién harménica de
la primera expresion debido a que ya se estd considerando el limite cerca del horizonte.

La otra diferencia fundamental se observa en el grado de singularidad de las funciones
harménicas H ~ p~! y h ~ r~2. La métrica tiene un grado menor debido a que las
branas no estan localizadas en la coordenada «: el espacio transverso a la brana adopta la
forma de un cilindro en 4 dimensiones en el cual se puede describir una 5-brana en todo punto
de cada circunferencia S! recorrida por la coordenada «.

4
@(doﬂ +dp* + p*(03 + 03)). (7.11)
st R3
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Un esquema que representa este espacio se puede observar en la figura [7.1] El tipo de brana
que se describe dependera del valor de a, y la distribuciéon de las branas a lo largo de la
circunferencia se repetird al combinar una transformacién de S-dualidad con una transfor-
macién o — « + 7/2. El inverso de la funcién k(«), la cual tiene en efecto un periodo /2,
aparece como factor en la geometria del cilindro descrito en ; asi como la propia funcién
k() aparece multiplicando el espacio descrito por las coordenadas (x, 1) en el worldvolume
6-dimensional de las branas. Este dltimo es la subvariedad compacta 2-dimensional de S en
la que las 5-branas se polarizan, por lo que el factor k(a) que lo multiplica puede ser inter-
pretado como un radio de dicha polarizacién. Por ultimo, esta funcién también actda como
la tension de la 5-brana, como se deduce al comparar las expresiones de H y h. La forma que
adopta k(a) para distintos valores de A puede observarse representada en la figura

Figura 7.1: Representacion de la geometria que adoptan las coordenadas transversas a las 5-
branas. La coordenada a describe una circunferencia S', a lo largo de la cual estan distribuidas

las 5-branas; mientras que p, o2 y o3 describen R?, dando lugar a la geometria de un cilindro
en 4 dimensiones.

El resto de campos de supergravedad de tipo IIB son compatibles con la descripciéon de
la geometria mediante D3-branas polarizadas en 5-branas:

Dilatén: e? ~ g, HY? cos? a, (7.12)
AN ~ _ tana
Axién:  Cp =~ —=2, (7.13)
4-forma: Cy =~ %dwo Adxy Adxo A drs, (7.14)
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k(a)

Figura 7.2: Forma de k(«) para distintos valores de A. La funcién es igual a 1 para todo
punto si A = 0; sin embargo, al tomar valores mayores de A, la funcién alcanza sus valores
maximos alrededor de los puntos caracterizados por cos4a = —1, llegando a diverger en el
limite A — 1. Al tomar valores de A\ menores que 0, los puntos méaximos de la funcién se
encuentran alrededor de los puntos caracterizados por cos4a = 1, de manera andloga al caso
anterior.

' By | _ cos gs sin 0
2-formas: [ Cy ] - [ —g;lsina  cosa } [ 4 volg2 |’ (7.15)

9s9
donde volg2 denota la forma de volumen de la 2-esfera formada por o2 y o3.

Las 6-formas que se acoplan a las 5-branas definidas alrededor de la circunferencia descrita
por a y que definen su carga se obtienen a partir de las 2-formas By y Co:

I

Hs; =dBy =~ ;%cosa da A volge
F3 =dCy = —ﬁ sin a da A volg2

(7.16)

dBg = Hy = xH3 ~ !;% cos v d*x A volge A dp
dCe = F7 = xF3 ~ —9492 sina d*z A volg2 A dp

Bg ~ ;% cosa d*x A volge
Ces ~ —ﬁ sina d*z A volge
S

donde se denoté por volge a la forma de volumen de la 2 esfera formada por x y o7.

A partir de las expresiones de las 6-formas, se puede deducir la carga de una NS5-brana,
cuya carga eléctrica y magnética viene dada por el par (p,q) = (1,0); y de una D5-brana, de

carga (p,q) = (0,1):

_1 _ 4 _ J4gsN
(27ls)2 fNS5 Bs = 22 Cosa = 4/~ — Cosq,
(7.17)
1 _ 4 o [AN
@y Jps Co = —smagz sina = — /2 sina.
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De manera més general, una (p, ¢)-brana situada en « tendréd una carga:

; /
— pBg + qCg).- 7.18
(27ls)? (p,q)( ’ 2 ( )

En la expresién (6.46]) se describié como transformaban las 2-formas bajo una transfor-
macién de S-dualidad. Las 6-formas transformaran de una manera anéloga,

1
BG — —g5C6, CG — ;BG; (719)

y puede observarse como al transformar 4 veces una forma diferencial se obtendra la misma

forma:
Bs — —-g9Cs — —-Bs — 9sCs — DBs,
(7.20)
06 — Q%BG — —CG — —g%c(g — Bg.

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores, se puede analizar, por ejemplo, como variara
la carga de una NS5-brana caracterizada por un cierto « al aplicar cada transformacién de
S-dualidad:

T i (7.21)

En general, se puede afirmar que la carga de una 5-brana cambiard mediante una trans-
formacién de S-dualidad de la forma:

(p,q9) — (¢,—p) = (¢, N —p), (7.22)

donde se tiene en cuenta que la notacién (p, q) estd expresada en médulo N. Recordando que al
combinar una transformacién de S-dualidad con una transformacion de la forma o — a+m/2
la forma diferencial se mantiene invariante, se ha representado de manera esquematica en la
figura distintas 5-branas con carga equivalente en funcién del cambio en el dngulo que
debe realizarse para observar la equivalencia. Por ejemplo, se representa una (p,q)-brana
colocada en un dngulo «, y se observa como es equivalente a una (¢, N — p)-brana tras un
cambio a+/2; asi como serd equivalente a una (N —p, N —q)-brana tras un cambio a+7. En
particular, también se representan en la figura las equivalencias para una NS5-brana colocada
en a = 0.

La polarizacién de distintos niimeros de D3-branas da lugar a distintos tipos de 5-branas
(es decir, branas caracterizadas por una carga diferente). La ﬁgurarepresenta la colocacion
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Figura 7.3: 5-branas obtenidas mediante trasformaciones de S-dualidad cuya carga es equiva-
lente al desplazar « el valor indicado. Se representa, en particular, una NS5-brana, de carga
(p,q) = (1,0), colocada en o = 0.

en el espacio transverso de cada conjunto de n; 5-branas obtenidas mediante la polarizacién
de k; D3-branas. Al considerar un nimero de D3-branas muy grande, N > 1, se obtiene
que el nimero de tipos de 5-branas también es muy elevado, M > 1; y, por tanto, se puede
considerar que existen branas para todo valor de «, colocadas de manera continua en S'.

7.2.2. Singularidad en |\| = 1.

La singularidad de la solucién GPPZ sigue siendo fisicamente aceptable cuando || = 1
segin los criterios de Gubser. Sin embargo, la diferencia fundamental con el caso |A| < 1
consiste en que la singularidad no va a poder interpretarse en esta ocasion mediante 5-branas
polarizadas.

Si se fija el valor A = 1 y se definen las siguientes expresiones,

w1 = €os 2 €os 2a, wo = cos 2 sin 2a,

_2(w%+2w§) (723)

Wi = —4(wi +4(wj — 1)), Wo= Juwitw?
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Figura 7.4: Colocacion de 5-branas en su espacio transverso para distintos valores de «, reco-
rriendo la circunferencia S'. Cada punto i representa un conjunto de 5-branas, representando
los valores @ = 1,..., M. Tomando M > 1 se puede considerar que existen 5-branas en

cualquier valor de a.

la métrica cerca del limte t — 1 tomara la siguiente forma:
Wt 12 481 /3w /!
ds3y ~ %— <4dt2 + dw%) + 271(1 - t)l/?’ds?l
9*\/g:V61 1 Wi 9*\/95V/6

1 : 1. :
- ﬁ(l — 1) {24 <(4 — Wa)sin? x oF 4 (4 + W) cos® x 05 + 3 sin 4y sin 4o 0102>
92\/9sV6W;

+16 (3wy (25in 20 dy + wio3) + 4sin 2x(2da + sin 2x 03)) 03} . (7.24)

Al contrario que en el caso |[A| < 1, la expresién que se obtiene no tiene la misma forma
que la geometria descrita por un conjunto de 5-branas dada por . Por ejemplo, se puede
observar como los términos dominantes en el limite ¢ — 1 son los asociados a las coordenadas
t y ws. Si se presta atencién a dichos términos y se realiza el cambio de variable t =1 — e ™7,
la métrica toma la forma:

1/4
ds?y ~ Aeﬁ 4e72Pdp? + Edwg : (7.25)
92/9:V6 Wi

Esta métrica, que se obtiene en p — oo tras el cambio de variable, tiene una forma mas similar
a la métrica de un espacio AdS, de signatura euclidea en el mismo limite, cuya expresién
para una longitud caracteristica unidad del espacio viene dada por [64]:

d22 + de'Q z=e P _
d5,24d52 = = 0 d8124d52 = % (e 2dp?® + dag) . (7.26)

El limite que se analiza se alcanza en la métrica de AdSy cuando p — oco. A pesar de ser
una expresion similar a ([7.25)), se observa una diferencia fundamental al comparar la funcién
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exponencial que multiplica ambos diferenciales (en aparece e”, mientras que en
aparece €2’). Se estd observando, por lo tanto, como la geometria tiene la forma de una
garganta infinita de dos dimensiones al acercarse a la singularidad, de manera similar a
la forma que tomaba la métrica descrita en la seccién [5.1] en la regién cerca del horizonte
(representada por la figura , salvo por un factor e”.

Por otra parte, se puede observar en la expresion como la 5-esfera en su totalidad
sera singular en el limte ¢ — 1, lo cual dificulta una interpretacién mediante branas. Esto
se debe a que ni la 4-forma C4 ni el axién C divergen en ningin punto, y la expresion del
dilatén y de las 2-formas es la siguiente:

4 a 2¢5(2 + cos 2 cos 2a)

vWi ’

(7.27)

4 —io ) 2N\ _
Bg+igSng67[4isin2X 4—3cos2><—|—M Y+ 8isiny o1 | Ada
92wy cos 2

+iW1E A o3 + (126w; sin2a ¥ — (4e" + 2(wy + dws)? +9 — 12cosdx) T) A dx} . (7.28)

No es posible describir una distribucién de branas compatible con las simetrias del problema
que sea capaz de dar lugar a esta singularidad [49]. Nétese que tomando A = —1 se puede
llegar a la misma conclusién de manera andaloga.

En la seccién [7.3] se detalla un estudio del potencial asociado a la separacién de una
D3-brana de prueba del resto de N — 1 D3-branas. En ella se puede seguir observando la
naturaleza de la singularidad cuando |A| = 1, y se argumenta que los puntos donde el dilatén
diverge coinciden con los minimos relativos del potencial de la brana. Esto supone una prueba
adicional de que la aproximacién de supergravedad bajo estos valores de A no es precisa cerca
de la singularidad en t = 1 y no se puede interpretar mediante branas.

7.3. La forma del potencial.

Es posible formular un término de energia potencial a partir de la expresion de la accién
calculada en la seccién anterior. Los puntos donde se localicen los minimos en el potencial,
en el caso de existir, tendran asociados estados de vacio que pueden ser descritos mediante
un espacio de moduli.

Teniendo en cuenta la accién (7.5)), el potencial de una D3-brana separada de las N — 1
branas restantes del conjunto tendra la forma de la siguiente expresion:

v VEKs — K3 — (1 #3)(1 = \%%) (7.29)

t4(1 _ )\2t6)1/3

La expresién rigurosa del potencial estd multiplicada por un factor L [60], el cual se

2
gs (271'159
decide obviar en el cédlculo de la seccidon ya que no influye en la localizacion de sus puntos

criticos o de sus zonas de menor energia.

78



Para calcular los minimos relativos del potencial se analizaran los puntos donde las deriva-
das parciales de V' con respecto a cada coordenada transversal a la brana se anule. Mediante
la funcién de embedding que se introdujo en la seccién[7.1} estas coordenadas fueron descritas
por (t,a,w, &1, &2, x). Teniendo en cuenta la expresién explicita de Kj Ky — Kg,

KKy — K32

= (1+43)?(1=N)2 =4t (1= N%0)? + N2 (1 —12)% — 202 (1 — %) (1 — A%t°) cos 4a) cos? 2y,
(7.30)

se puede anticipar que en el caso de existir algiin punto critico, dicho punto estara caracteri-
zado por cualquier valor que puedan tomar w, £1 y & al no aparecer de manera explicita en
la expresién de V. Las derivadas parciales de V' respecto a estas 3 coordenadas serdn siempre
nulas; esto refleja de manera explicita que la solucién se mantiene invariante bajo el grupo

de simetria SO(3).

7.3.1. Limite t — 0.

Para comprobar la forma que adquiere el potencial en el limite ¢ — 0, region donde
se obtiene de manera asintética una métrica de espacio AdS, se estudiard una expansién
alrededor de dicho limite de su expresién. El potencial vendra determinado por las expansiones
asociadas al término DBI y WZ (respectivamente):

KiKy— K3 150 1 1 5 )
t4(1 — A216)1/3 AtTE 2cos” 2x + O(t7), (7.31)

1=t)(1 =A%) v50 1 1 5
(L X218 o), (7.32)

Esto permite observar como diverge el potencial hacia +0o al tomar valores de ¢ pequenios,

V = i 2 cos” 2x, (7.33)
y por lo tanto se puede concluir que no se puede separar una D3-brana de su conjunto en la
regién t — 0 sin evitar que esto conlleve un gasto energético. Esto implica que no existird un
espacio de vacios en dicha region.

7.3.2. Valores |\ < 1.

En primer lugar, resulta de ayuda observar que la expresion K1 Ko — K. % no puede anularse
para ninguno de los valores que pueden tomar A, ¢, @ y x cuando no se considera el limite
t — 1, el cual se analizara en detalle. Por lo tanto, en esta seccion se tratarda KiKo — K§
como una valor no nulo al tomar valores de ¢ fuera del limite.

Recordando la expresion para el potencial descrita en ([7.29), se pueden extraer las si-
guientes condiciones para sus puntos criticos a partir de las derivadas parciales respecto a las
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coordenadas a y x:

QV B 16t (1 — t2) (1 — )\2t6)2/3 sin 4o cos? 2

da KKy — K3

=0, (7.34)

9 8 ((1 — A26 4 A2 (t2 — 1) cos 4a)2 + A2t4 (t2 — 1)2 sin? 4a) sin 2y cos 2y

V=
Ix (1—X26)1/3/K Ky — K2

(7.35)

En primer lugar se van a considerar valores de t en el intervalo (0,1) (en el cual se cumple

K1Ky — K2 # 0y, por supuesto, t # 0,1), lo que permite simplificar las ecuaciones (7.34)) y

(7.35)) de la forma:
Asin 4o cos? 2y = 0, (7.36)

((1 — N0+ M2 (#2 = 1) cos 4a)2 + A% (2~ 1)2 sin? 4a) sindx = 0. (7.37)

Los puntos que cumplen la condicién ([7.36]) seran aquellos caracterizados por uno de los
tres siguientes casos:

a) cos?2y =0 = x = 7/4. Esto implicaria que sin4y = 0, garantizando que se cumpla
la segunda condicién dada por (7.37) para cualquier valor de A, t y «. Mdas ain, se
puede comprobar como el potencial V' no dependeré del angulo a.

b) sin4a = 0, y por lo tanto se cumple uno de las condiciones siguientes:

b.1) cosda =1,
b.2) cosda = —1.

c¢) A = 0. Una vez mas, el potencial V' no dependeria de «, y en particular sus puntos
criticos podran tomar cualquier valor de este angulo.

La derivada parcial 9V/0x bajo el caso ¢) (es decir, considerando A = 0) sélo se podréd
anular si se cumple sin4dy = 0 (es decir x =0 o x = m/4). Nétese como el potencial asociado
ax =m/4y A =0 es un resultado particular del caso a) en el que se considera un valor de A
determinado.

Esto ocurre también en el caso b) (cos4a = £1): la derivada OV /0y solo se anula cuando
se cumple sin4x = 0 (y por tanto, x = 0 0 x = w/4). Una vez més, la combinacién (x = 7 /4,
cos4a = £1) resulta ser un resultado particular del caso a) en el que se toma un valor de «
en concreto. Mds aun, la combinacién (y = 0, cosda = £1, A = 0) se puede obtener en el
caso ¢) considerando un « determinado.

Por lo tanto, se pueden distinguir cuatro posibles combinaciones de valores bajo las cuales
se podrian obtener puntos criticos en esta region:
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’ a) ‘ b.1) ‘ b.2) ‘ c) ‘
X =m/4 x=0 xX=0 X=0
a € [0,27] cosda =1 cosda = —1 a € [0, 27]

Ae(=1L,1) | Ae(=L1), A£0 | Ae (=1, 1), A£0| A=0

Cuadro 7.1: Valores para los que se anula 0V/0a y 0V /0x.

El potencial asociado a cada uno de estos casos ha sido representado en la figura Se
concluye, a la vista de estos resultados, que no existe ningin punto critico en el potencial al
considerar valores de |A| < 1yt € (0,1). Sin embargo, si se puede observar como el potencial
serd estrictamente decreciente al recorrer valores mayores en el eje de t en cada uno de los 4
casos, situando por lo tanto el minimo de energia en el limite ¢t — 1.

Por otra parte, los casos representados en la tabla son los puntos criticos que alcanza
el potencial cuando se estd considerando un valor de ¢ fijo en (0,1). En la figura se puede
observar cada uno de dichos puntos al variar A entre sus valores —1 y 1 fijando ¢ en un valor
préximo a 1 (¢t = 0,99).

En dicha figura se comprueba, al considerar A > 0, como los puntos minimos estan situados
en (x =0, cosda = —1); los méximos lo estdn en en x = 7 /4; y hay diversos puntos de silla
en (x =0, cosda = 1). Cuando se considera A\ < 0 las figuras observadas son andlogas, pero
intercambiando la posicién de los puntos minimos y los puntos de silla situados en x = 0.
Por tdltimo, la representaciéon de A = 0 permite ver la no dependencia de V' con el valor de
a, asi como un minimo en xy = 0 y un maximo en x = /4.

En el limite ¢t — 1, donde se situard el minimo energético, la derivada respecto a a se
anula y la condicién (7.34)) siempre se cumple. El potencial V' y la derivada ([7.35)) toman,
por otra parte, las siguiente expresiones:

V2 (1 a2 sin2y, (7.38)
0 . t1 0N 2/3
@V —=4(1—=X*)"" cos 2. (7.39)

Es preciso notar que el limite ¢ — 1y el limite x — 0 no son intercambiables cuando |A| < 1.
Esto observacion es relevante porque, como se dedujo anteriormente, la derivada 0V /9y se
anula en x = 0 fuera del limite ¢ — 1 (por tanto, lim;_,; lim, _,0(0V/0x) = 0); pero en este
limite, la derivada parcial toma la expresion , la cual es distinta de 0 cuando y — 0
(h’mx_m limt_>1(8V/8x) 75 0)

La tnica manera de anular (7.39) (y, por tanto, ser compatible con la existencia de un
punto critico) es considerar x = 7 /4. Al tomar este valor del dngulo, la derivada respecto de
t de V en su limite t — 1 toma la siguiente expresién:

%) 4202 +1
t—1,x=mn/4 (1 —A )

Dado que esta tltima derivada parcial no se puede anular para ningin valor de A, se concluye
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que no existirdn puntos criticos en el limite ¢ — 1. A pesar de ello, el potencial tomara sus
menores valores en el punto y = 0 (para cualquier d&ngulo «), alcanzando el valor V = 0.

7.3.3. Valor |\ = 1.

Un caso destacable en el estudio de la forma del potencial surge al considerar |A| =1 (es
decir, A = £1). La expresion que toma V' al tomar dicho valor de X es la siguiente:

v VEIE, - K§ - (1-)(1 - t) (7.41)

- tA(1 — 16)1/3 ’

K1Ko—Kj = (14+t2)2(1—%)—4t* (1 — %)% + t1(1 — £*)? F 263(1 — £*)(1 — t°) cos dar) cos® 2x.

(7.42)
En la expresion de K1 Ko — K?? aparece un signo F que se corresponde con el hecho de haber
tomado A = +1. Ademads, al igual que ocurre cuando se considera |A| < 1, esta expresién sélo
se anulara en el limite ¢t — 1.

Las condiciones que deben cumplir sus puntos criticos obtenidas a partir de las derivadas
parciales respecto a o y x son las siguientes:
0 v 16t2 (1 — t2)2 (t4 + 12+ 1) sin 4o cos? 2 B

0, (7.43)

q:
da (1 —t6)1/3\/K 1Ky — K2

G 1)% (t5 + 26 + 4t + 262 + 1 F 2 (6 + t* +12) cosda) sindy

2% (1 —16)1/3/K1 Ky — K2

donde una vez mas, la notacién empleada para las operaciones donde hay dos signos posibles
relaciona el signo superior con el caso A = 1, y el inferior con A = —1.

0, (7.44)

El andlisis en el intervalo ¢ € (0, 1) es muy similar al realizado en la seccién anterior para
|A| < 1. Las condiciones se simplifican de la forma:

sin 4o cos® 2y = 0, (7.45)

(t% 420 + 4t* + 2% + 172 (8 +¢* +1?) cos 4a) sindy = 0, (7.46)

vy a partir de ellas se vuelve a obtener que para que pueda existir un punto critico en esta
region, es preciso que x y « tomen las combinaciones de valores descritas en la tabla
pero tomando A = +1. La forma de V en cada uno de estos casos se representa en la figura
donde se puede observar que una vez mds, no existirdn puntos criticos en ¢ € (0, 1), pero
si hay una tendencia decreciente al tomar valores de ¢t més préximos a 1.

Sin embargo, la principal diferencia con el andlisis anterior para |A| < 1 nace en el estudio
del limite ¢ — 1. Las condiciones ([7.43)) y (7.44)) se anulan siempre en este limite para A = +1,
sin depender del valor que tomen el resto de sus parametros; esto se comprobé para la derivada
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OV /O« con un valor de A cualquiera, y ocurrird de la misma manera para 0V /0y como se
puede observar por su expresién ([7.39)). La existencia de un punto critico en el limite ¢ — 1
depende exclusivamente, por lo tanto, de que se anule la derivada respecto a t del potencial.

La forma que toma el valor absoluto de 9V/0t estd representada en la figura para
distintos valores de ¢ que se aproximan gradualmente a 1, considerando A = 1. En cada grafica
se puede apreciar como los puntos (x = 0, cos4da = —1) toman el valor absoluto minimo de
la derivada, el cual se hace menor al tomar valores de ¢t més préximos a 1. En el limite t — 1,
estos puntos serdn los inicos que anulen 9V/dt, por lo que se puede concluir (recordando que
se anulan el resto de sus derivadas parciales) que son puntos criticos del potencial. Recordando
la figura se deduce que son puntos minimos en las direcciones de a y x; y observando la
figura se concluye ademads que el potencial decrece al acercarse a t — 1 por la izquierda
(sin estar definido para valores de ¢ mayores); por lo tanto, (y = 0,cos4a = —1) son puntos
minimos del potencial V' en el limite t — 1 cuando A = 1.

En el caso A = —1 se emplea un razonamiento similar, obteniéndose una forma de 0V/ot
andloga a la forma anterior, pero situando los valores absolutos minimos en (x = 0, cos4a =
1). En este caso, dichos puntos también se pueden caracterizar como puntos minimos de V.

Sin embargo, independientemente de la caracterizaciéon que tenga cada punto en el limite
t — 1 atendiendo a la derivada parcial respecto a t, el potencial V' se anulard para cualquier
valor de x y « cuando |A\| = 1, como se observa en su expresién . Esto muestra como
asignar a la brana distintos valores de cada uno de sus angulos no supondria un mayor o
menor coste energético en el limite ¢t — 1 si A = +1.
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Figura 7.5: Forma del potencial V' para las distintas combinaciones de sus parametros que
podrian permitir observar un punto critico. El potencial en cada caso diverge hacia 4+oco para
valores de t menores que los representados. No se observa en ningiin caso la existencia de un
punto critico; pero si se observa como el valor minimo del potencial se alcanza en el limite
t — 1 para cualquier A si x = 0; o bien en el mismo limite para A = 41 si y = 7/4, alcanzando
en cualquier caso el valor V = 0.
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V (A=1/3, t=0.99)
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Figura 7.6: Valor del potencial para un valor de t = 0,99 fijo, en el que se varia el valor de
A. La funcidon se repite de manera periédica a lo largo del eje vertical hasta llegar a o = 2.

Los colores més oscuros representan valores mas bajos que alcanza el potencial.
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— V(x=r/4, A=11)
V (x=0, cos 4a=1, A=1)
— V(x=0, cos 4a=-1, A=1)

' I t
0.6 0.7 0.8 09 1.0

Figura 7.7: Forma del potencial V' para las distintas combinaciones de sus parametros que
podrian permitir observar un punto critico. En x = 7/4 se obtienen curvas equivalentes para
A =10 A= —1; la curva amarilla resulta equivalente a la que se obtiene si (x = 0, cos4a =
—1,A = —1); y la curva verde es equivalente a la asociada a (y = 0,cosda =1, = —1).
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Figura 7.8: Forma del valor absoluto de la derivada parcial 9;V cuando se consideran valores
de t cada vez més préximos a 1, tomando A = 1. Se localiza un punto minimo en (x = 0, =
m/4) cuyo valor se representa en cada gréafica, y se aproxima a 0 al tomar valores de ¢ mas
préximos a 1.
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7.4. El espacio de moduli y la separacién de la brana.

El espacio de vacios cldsico transverso a una D3-brana, en una teoria dual a N’ = 4 SYM,
se podia describir mediante R®. Sin embargo, el que se describe en la solucién GPPZ adopta
una forma algo mas compleja.

Cuando se consideran valores |\| < 1, el espacio de moduli clasico estd localizado, como
se muestra en la seccién [7.3.2) en t = 1 y x = 0. La expresién de la métrica en estos puntos
se puede deducir a partir de la expresién (|7.6)):

8 1 4
H Y41 - M) Y3datdr, + ———— 34402 7.47
i ( ) bt 52 o ko) (7.47)

Se puede observar como sélo aparece de manera explicita una coordenada asociada a las
direcciones transversas a la brana: la coordenada «. Los valores que toma dicha coordenada
se situan entre 0 y 2w, y pueden describirse por una circunferencia a la que se denotard
por S!. Por otra parte, los vacios de la teorfa estaran localizados en el resto de direcciones
transversas a la brana.

2~
dSlO ~ 92

En la seccion se observ6 también como se puede alcanzar el minimo del potencial
para cualquier valor A € (—1,1). Fijar un valor de este pardmetro tiene un efecto en la teoria
gauge sobre el operador gaugino bilineal, y a partir de las expresiones y (6.31)) se puede
expresar este efecto mediante el valor esperado de dicho operador:

NZ o
<O4> = <tr(/\4)\4)> = ﬁ)\m . (7.48)
Debido a que cada vacio de la teoria estd caracterizado por el valor esperado que toma el
gaugino, el espacio de moduli quedara descrito, ademds, por los valores que pueda alcanzar
. Este espacio tiene por lo tanto forma cilindrica:

(a,\) € SL x (=1,1) (7.49)

En la teoria gauge dual, la teoria NV = 1* SYM, el espacio de moduli clésico estaba
caracterizado mediante la ecuacién a partir de los multipletes quirales ®4 = (A4, ¢4)
descritos en la seccion (A =1,2,3), que se mantienen invariantes bajo transformaciones
de SO(3) (de dimensién 3). Estos multipletes parametrizan parte del espacio transverso a las
branas situadas en el minimo localizado en (¢ = 1, x = 0); més concretamente, recordando la
forma que toma la geometria de la solucién cerca de este punto dada por el elemento de linea
, el espacio parametrizado se corresponde con el descrito por las 1-formas invariantes
bajo SO(3) o2 y 03, y por la coordenada radial p. En esta geometria se podia observar el
efecto dieléctrico de Myers que polariza D3-branas en 5-branas y, por lo tanto, el espacio
transverso a las mismas tenia forma cilindrica y quedaba completamente determinado por el
valor de los multipletes ® 4 y el valor de a.

Sin embargo, la geometria de la brana de prueba en un estado de vacio viene descrita por
la expresién ((7.47)). Al colocar la brana de manera exacta en el punto xy = 0, esta expresion
permite observar que su extensién vendra descrita inicamente por las 3 4+ 1 coordenadas z*,
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v que el espacio transverso estard igualmente reducido al localizar la brana de manera exacta
en p = 0, quedando descrito tan solo por la coordenada «. Por este motivo, los multipletes
® 4 que parametrizan el espacio descrito por o2, 03 y p deben anularse para asi situar a la
brana en el origen de dicho espacio, localizado en p = 0.

En este caso, la simetria interna que mantendrd invariante el potencial serd la asociada a
la coordenada «, descrita por U(1)g, por lo que se obtiene un estado de Coulomb. Cada punto
del espacio de vacios S} x (—1, 1) se corresponde con un estado de este tipo que se observa tras
la separacién de una D3-brana, por lo que este proceso pertenece a la rama coulombiana de
la teoria. La soluciéon completa de supergravedad, sin embargo, no es invariante bajo el grupo
U(1)g, ya que el valor de los campos de supergravedad descritos en la seccién depende
del valor que tome «. No obstante, como se noté en la misma seccién, si serd invariante al
combinar una transformacién de U(1)g y S-dualidad, bajo la cual la solucién es periddica.

Un vacio masivo estd asociado a la descomposicién de N como producto de dos factores,
N = pq, lo cual fue interpretado en la seccién [7.2.1] como un vacfo descrito mediante un
s6lo conjunto de ¢ D5-branas del mismo tipo (o como p NS5-branas de un mismo tipo),
entendiendo que las branas del mismo tipo son en este contexto aquellas que se forman
como polarizacién del mismo ntmero de D3-branas. Sin embargo, lejos de observarse un solo
conjunto de 5-branas en esta solucién, lo que se obtiene en general es una distribucién de
estos conjuntos para cada valor de «, como se observaba en la figura [7.4] cada uno de ellos
asociados a 5-branas de distinto tipo; por este motivo, los vacios de la teoria no tendran un
estado de masa minima. Ademas, esto tiene como consecuencia también que en la ruptura
del grupo gauge SU(N), asociado a las N branas, apareceran factores U(1); por este motivo,
estos vacios se describen en la rama coulombiana de la teoria.

En general, los puntos del espacio de vacios asociados a la separacién de un niumero
arbitrario de branas pueden describirse mediante el valor de A € (—1,1) que caracteriza la
teoria, y una matriz de la forma:

e“r 0 0
0 e ... 0
o= . o - (7.50)
(;) 6 [ el&N
Cada valor «; (i = 1,...,N) representa el valor que toma la brana i en su coordenada «

cuando se sitia en t = 1, y = 0. Se trata de una matriz invariante bajo el grupo U(1)%,
que parametriza un toro N-dimensional (SL). En este caso, el espacio de moduli estars
representado por (SL)V x (—1,1).

Es preciso tener en cuenta como algunos procesos podrian modificar el espacio que des-
cribe la coordenada « en un estado de vacio. Pequenias correcciones en la aproximaciéon de
supergravedad podrian cambiar el potencial de la D3-brana de prueba en el limite ¢t = 1, lo
cual puede causar que este potencial dependa del valor de v en dicho limite. Por otra parte,
se puede tratar de evitar la singularidad (y, por tanto, lograr estados de vacios en zonas
préximas a t = 1 pero no en este valor exacto) mediante un cutoff en la regién IR de la
teoria gauge dual, dando un valor finito a la temperatura [65] [66]; o situando la teoria de
supergravedad en 5 dimensiones dual a la teorfa A" = 1* SYM en un espacio S* [60].
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Cuando A # 0, procesos de esta naturaleza pueden causar que « esté localizado en tan
sélo 4 posibles valores en los estados de vacio, ya que el potencial mantendria una forma
similar a la descrita en la figura Serfa una ruptura de tipo S' — Z; (denotando este
ultimo espacio por Z4 o para mantener la notacién). El conjunto de valores que pueda tomar
« para minimizar el potencial estard afectado por el signo de A, como ocurria con el potencial
estudiado en regiones cercanas a t = 1.

Si A se anula, por otra parte, el potencial V no depende de a y tampoco lo hara al
introducir este tipo de correcciones. En este caso, a podra seguir tomando cualquier valor
entre 0 y 27. En la figura [7.9] se muestra un esquema de cémo seria el espacio de moduli
si el minimo del potencial modificado estuviese localizado en los minimos relativos que se
obtuvieron en la seccién en el plano xy — a, que fueron resumidos en el cuadro junto
al maximo relativo situado en y = 7/4.

/2
®
37’(/4‘ .71'/4
T @ Do 00,27 ° >0
° A<0
° o
5 /4 Tm/4
®
37/2

Figura 7.9: Forma que tiene el espacio de moduli cuando |A\| < 1 y cuando hay pequenas
modificaciones en el potencial o un cutoff en la temperatura. Se trata de un cilindro cuya
coordenada periédica a tomara valores entre 0 y 27 si A = 0; o tendrd 4 posibles valores en
caso contrario (se representan los minimos relativos descritos en la tabla con y = 0).
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En el caso de considerar un cutoff en la region IR y, por tanto, obtener estados de vacio
fuera de la singularidad (pero cercanos a ella), los multipletes quirales ®4 no se anularian.
Otra posibilidad es que se podrian obtener configuraciones de 5-branas distintas que describan
estados con masa de la teorfa, situandose estas soluciones en la rama de Higgs. En la expresién
se podia observar como localizar a las branas en x = 0 y p = 0 tenia como consecuencia
adicional que los términos asociados a las formas diferenciales o1, o3 y o3 (invariantes bajo
transformaciones de SO(3)) se anulasen; sin embargo, en soluciones de la rama de Higgs o con
un cutoff en la region IR, estos términos no tienen por qué anularse al localizar la brana en
los puntos que hacen minimo su potencial. Los multipletes ® 4, que son representaciones del
grupo SU(2) como se describe en la seccién parametrizan el espacio descrito mediante
las 1-formas; esto indica que el espacio de moduli estard representado localmente por el
producto cartesiano de una esfera en 3 dimensiones isométrica a dicho grupoﬂ y un cilindro
como el descrito en la figura

También es preciso notar como este tipo de modificaciones podrian tener como conse-
cuencia la introduccién de un potencial que dependa del condensado de gauginos, (trAs\s).
Esto podria traducirse en que el estado de menor energia no esté caracterizado por cualquier
valor de A, y por lo tanto el cilindro que se forma en la figura tendria su coordenada
no periédica restringida. Por ejemplo, Bena et al. |[66] describen la existencia de soluciones
con un condensado de gauginos no nulo a partir de un determinado valor de deformacion
de masa critica de la teorfa A" = 1* SYM; en caso de no darse una deformacién de masa lo
suficientemente grande, el minimo energético se situaria en A\ = 0 y no habria una ruptura
del tipo S! — Z, en el espacio de moduli.

Por tltimo, la singularidad en t = 1 no se pudo describir mediante D-branas cuando
|A| = 1. Esto se refleja, por ejemplo, en la accién de la D3-brana de prueba en este limite, la
cual es idénticamente nula y, por lo tanto, se observa que la brana no tendré tension en este
limite. Esto no tiene por qué significar que la solucién no sea fisica bajo estos valores de A;
en esta misma seccién se introdujeron, por ejemplo, distintas formas de evitar la existencia
de una singularidad desnuda [60] [65] [66] que son compatibles con la teoria cuando |A| = 1.

*No se trata de un espacio S rigurosamente hablando, ya que SO(3) ~ S*/Z,
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Capitulo 8

Conclusiones

Empleando la correspondencia de Maldacena [1], en este trabajo se ha tratado de mostrar
el comportamiento dinamico de un conjunto de N D3-branas en distintas soluciones de su-
pergravedad, relaciondndolo con el espacio de moduli que se describe en la teoria dual segin
la correspondencia.

En el capitulo |5 se separa una brana de prueba del conjunto en un espacio AdSs x S°, y
se pudo comprobar como su accién se anula en la regién cerca del horizonte de la geometria.
Esto indica que se pueden separar una pequena cantidad de branas en esta regién sin que
varie la energiaﬂ mecanismo que describe un proceso de Higgsing que ya era mencionado
en el articulo de Maldacena (1998) [1]. En el tratamiento de este proceso se detallan las
operaciones en el marco de supergravedad que justifican que la separacion de la brana de
prueba no tiene un coste energético, y una vez que se observa que su posiciéon describe un
espacio de vacios, se estudia dicho espacio en el contexto de la teoria gauge dual (la teoria
N =4 SYM). La interpretacién de los campos escalares como campos que sitian cada brana
en el espacio transverso al conjunto ya era detallada por Kraus, Larsen y Trivedi (1998) [45],
y en este trabajo permite describir de manera explicita la rama coulombiana de la teoria.

En el capitulo [7] se pretende realizar un anilisis andlogo sobre un conjunto de D3-branas
que son colocadas, en este caso, en el uplift a 10 dimensiones de la solucién de supergrave-
dad descrita por Girardello, Petrini, Porrati y Zaffaroni (1999) [4] (la denominada solucién
GPPZ). Los resultados probaron ser sustancialmente distintos de los obtenidos en el capitulo
los cuales reflejaban como la brana de prueba debe localizarse en 5 de sus 6 coordenadas
transversas para alcanzar el minimo energético. Esta es la misma conclusién a la que llegan
Pilch y Warner (2002) [59], al igual que Bobev, Gautason, Niehoff y Muiden (2018) [51] (y,
posteriormente, en 2019 [49]).

El minimo energético del sistema se alcanza al colocar la brana de prueba en la singulari-
dad que describe la solucién GPPZ. Se trata de una singularidad fisicamente aceptable segin
los criterios de Gubser [55] cuando el pardmetro A, relacionado con el condensado de gauginos
de la teoria gauge dual N/ = 1* SYM, toma valores en el intervalo [—1,1]. En el trabajo se

1Se requiere que sea un ntimero mucho menor que N para poder despreciar los efectos de su separacién en
la geometria del espacio.
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justifica que esta singularidad puede ser descrita mediante un conjunto de branas si |A\| < 1,y
se muestra de manera explicita que dichas branas tendran carga de 5-brana debido al efecto
dieléctrico de Myers [57]. Pilch y Warner también argumentaban que la singularidad podia
ser descrita mediante 7-branas polarizadas [59]; sin embargo, al considerar el uplift descrito
por Bobev, Gautason, Niehoff y Muiden [51] (el cual se corresponde con el descrito en el
trabajo) no se encuentran evidencias de este comportamiento.

El espacio de moduli que caracteriza esta teoria estd relacionado a la coordenada transver-
sa a la brana no localizada, denotada en el trabajo como «; y al valor que toma el condensado
de gauginos, reflejado en el pardmetro A de la soluciéon de supergravedad. De manera andlo-
ga al estudio del capitulo [5 se puede parametrizar este espacio mediante un campo que en
este caso es invariante bajo U(1), asi como por el valor que tome X en el intervalo (—1,1),
describiendo una vez mas la rama coulombiana de la teoria. Asi, la forma del espacio cuando
se consideran N branas de prueba en una solucién fija de supergravedad es (S})N x (=1, 1);
sin embargo, se argumenta como este espacio podria verse reducido facilmente cuando A # 0
al considerar pequenas correcciones en la aproximacién de supergravedad o un cutoff en la
regién IR de la teorfa gauge dual, tomando la forma representada en la figura[7.9] Esta situa-
cién, ademds, puede llegar a permitir formular estados de vacio caracterizados por una masa
no nula, y por lo tanto la rama de Higgs de la teoria precisara de este tipo de correcciones.

Como es senialado en distintas referencias [51] [53] [59] [60], la singularidad de la solucién
GPPZ deja de poder interpretarse mediante branas al tomar valores |A| = 1, bajo los cuales
sigue siendo fisicamente aceptable. En el capitulo [7| se ha mostrado la forma que toma la
solucién bajo estos valores, llegando a la misma conclusién, y se han senalado distintas formas
de evitar la singularidad sin su descripcién mediante branas (y, por lo tanto, no se ha insistido
sobre ellas) [60] [65] [66].

En cada una de las referencias mencionadas en este capitulo, asi como en el propio tra-
bajo, se ha logrado caracterizar el espacio de moduli de distintas teorias gauge a partir del
comportamiento de un conjunto de branas en la teoria de supergravedad adecuada empleando
la correspondencia AdS/CFT. Al estar tratando con el régimen de acoplamientos fuertes de
la teoria gauge, este tipo de estudio se complicaria en gran medida sin la existencia de dicha
herramienta. Esto demuestra lo ttil que puede llegar a ser la dualidad entre estos dos tipos de
teoria, y se trata de un mecanismo especialmente relevante en la descripcién de la gravedad
a altas energias mediante la Teoria Cuantica de Campos.
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Apéndice A

La cuantizacion de la cuerda
bosonica

En este apéndice se dan detalles sobre la cuantizaciéon de la cuerda bosoénica, asi como
sobre la eleccion del niimero de dimensiones d = 26 que permite que la teoria mantenga una
simetria conforme.

A.1. Las restricciones de Virasoro.

Con el objetivo de cuantizar la cuerda bosénica, se parte de las ecuaciones del movimiento
para el campo auxiliar ¢ obtenidas a partir de la accién de Polyakov dada por la ecuacién
(3.3) (6Sp/dg™® = 0), en la que aparece descrito por primera vez el campo. Esto permite
obtener la que se conoce como restriccion de Virasoro:

B dma! §Sp
V=g 69"

Por otra parte, se puede comprobar como la accién de Polyakov es invariante bajo las

1
Top = = 90 XM X N0y — §gaggp03pXM80XN77MN =0. (A1)

siguientes simetrias:
» Transformaciones de Poincaré d-dimensionales del espaciotiempo objetivo:

XM 5 XM = \M XN M 5978 =0, (A.2)

donde AM n €s una transformacién de Lorentz del espaciotiempo objetivo y aM es una
traslacién.

= Reparametrizacion de la worldsheet:

0% = 0= f*0), gaplo,t) = g{{; %gwg(a’,t’), XM ") = XM(a,t). (A3)
= Transformaciones de Weyl:

gapl(o,t) — 62"J(‘7’t)ga5(o’,t), XM(g' ") = XM(a,t). (A.4)
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Esta coleccién de simetrias locales permiten elegir un gauge conveniente que permita
expresar la métrica de la worldsheet con una matriz diagonal. Se puede tomar el gauge
conforme:

JaB = €2w(a’t)naﬁv donde 7 = ( _01 [1) > : (A5)

Tras la seleccién de dicho gauge, la acciéon de Polyakov se puede expresar como:

1
4o/

Sp = XM XN — 9, XM0, XNy ndodt, (A.6)

y las ecuaciones del movimiento para X (o,t) vienen dadas por una ecuacién de onda rela-
tivista:

(0 —P)xM =p,0_xM =0, (A.7)

donde se ha empleado la notacién 01 = 9/doF, o = t + 0. Debe cumplirse ademds la
condicién de frontera en los limites de la cuerda:

e XM X" =0. (A.8)

Por 1ltimo, la eleccién del gauge conforme permite expresar la restriccién de Virasoro de
la forma:

Tip =0, XM, X =0, T-_ =0_XMo_Xp;=0, Ty =T, =0. (A.9)

A.2. El espectro de la cuerda en el espacio de Minkowski.

A fin de estudiar las soluciones clésicas de la ecuacién de movimiento (A.6), resulta 1til la
descomposicién de XM (o,t) en modos de vibracién que se desplazan hacia la derecha (X (J‘]{z))

y hacia la izquierda (X (L )) de la forma:
XM (1) :X%)(UJF)—FX(J%)(JW. (A.10)

La descomposicién en series de Fourier de dichos modos de vibracién sigue la siguiente

expresion:
~M ~M .
M €z ! ~M . / 0 — +
X" =T+ V0 45 Do e )
o .
X(]\;[{)(O—i) = % + %pMO + 1 2 En;ﬂ) n e
Es conveniente tomar la notacién ay =4/ %p y aé\/f pM teniendo en cuenta que
debido a que X debe ser real, se cumplird oM, = (aM)* y oz]yn = (aM)*.
El momento candnico de una cuerda viene dado por la expresion:
0 XM(o,t
M (o, 1) = tZ(,) (A.12)
T
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v la cuantizacién la cuerda se logra al imponer las relaciones de conmutacién:

(XM (o,1), 1TV (o', 1)] = inMN6(0 — o). (A.13)
Se pueden definir unos operadores de creacién (a% T,d%T) y de destruccién (e, aM) segin
las expresiones:
of = Jralf, alfl = ol
M 1 ~M =Mt 1 ~M (A.14)
am = ﬁam, Am = ﬁ@_m,
donde se toma m > 0. Estos operadores permiten expresar un estado fisico [¢)) de la forma:
- D=2 o /LT Nin NiT Nin
IN,N, k) = [H (an) 7 (an) ] 10,0, k), (A.15)
i=1 n=1 Nin!Nin!

donde aparece un estado de p™ de valor propio kM, |0,0, k), el cual es aniquilado por todos
los operadores a’, y ai. La masa del estado [N, N, k) viene dada por la expresién:

m2=2 dfoo(nN ) + 2= (A.16)
Y : n n 12 . .

i=1 n=1

Para que el estado de la cuerda sea fisicamente aceptable, es preciso que cumpla la restric-
ciéon de Virasoro expresada en Esto se traduce en esta notacién en la condicién N = N
y, de esta manera, el estado més ligero (que se corresponde con el vacio) tiene una masa

M? = 26;51' Los primeros estados excitados seran entonces de la forma a'af |0, 0, k), con una

masa M? = 2%;,[) . Estos 1ltimos estados, al considerar d = 26, se corresponden con el tensor

de rango 2 que puede ser descompuesto en Gy n(X), Byn(X) y ¢(X).

La accién que tiene en cuenta el acoplamiento de la cuerda en el espacio objetivo al campo
Byn(X), con un estado asociado a[lMdf[] 0,0,k), vy al dilatén, con estado affd;p|0,0, k),

viene dada por la expresién:

Spy=—

yo— / B2V =h(€*P I XM s XN Byn(X) + o Rpg(X)), (A.17)

donde Rj, denota el escalar de Ricci en la worldsheet. El acoplamiento a la cuerda se identifica
con el valor g, = e?.
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