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Resumen

En este trabajo se va a emplear la correspondencia AdS/CFT para estudiar el compor-
tamiento dinámico de un conjunto de D3-branas en distintas soluciones de supergravedad.

El enfoque que se tomará para ello parte de la descripción de los dos marcos teóricos
relacionados por la dualidad de Maldacena [1]: el de la teoŕıa gauge N = 4 SYM, prestando
especial atención al espacio de moduli asociado a la misma; y el de la teoŕıa de supergra-
vedad en una geometŕıa AdS5 × S5. Tras la descripción de estos dos tipos de teoŕıa y de la
correspondencia que los relaciona, se analizará el comportamiento de N D3-branas colocadas
en un espacio AdS. La correspondencia AdS/CFT permitirá en el análisis relacionar este
comportamiento con el espacio de moduli de la teoŕıa dual.

En el trabajo se pretenderá usar analizar de manera análoga el comportamiento de las
branas en una solución de supergravedad distinta concreta: la solución GPPZ. Esta solución
será descrita en detalle, aśı como su teoŕıa gauge dual N = 1∗ SYM. Se prestará especial
atención a lo que ocurre en la singularidad descrita por este tipo de solución, y se tratará de
interpretar mediante branas cuando sea posible.

Se incluye, por último, una discusión sobre los resultados obtenidos en los análisis, com-
parándolos con otras publicaciones en las que se realizan estudios similares.
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Índice

Resumen I

1. Introducción 1

2. El espacio de moduli de la teoŕıa gauge 3
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2.1.2. Simetŕıa continua. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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6.2. La teoŕıa de campos N = 1∗ SYM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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Caṕıtulo 1

Introducción

I used to think that information
was destroyed in black holes. But
the AdS/CFT correspondence led
me to change my mind. This was
my biggest blunder, or at least
my biggest blunder in science.

Stephen Hawking

En la actualidad, para poder describir de forma microscópica la naturaleza, es necesario
emplear la Teoŕıa Cuántica de Campos. Este tipo de teoŕıa combina tres de los temas más
populares en la f́ısica moderna: la teoŕıa cuántica, el concepto de campo y el principio de la
relatividad. El concepto de átomo empleado en los años 200-100 a.C. en la Antigua Grecia
para describir los bloques de construcción más básicos del universo ha evolucionado hasta
el concepto de part́ıculas y fuerzas fundamentales que se describen en el Modelo Estándar
desarrollado en el siglo XX. A estas part́ıculas se les describe como excitaciones de algún
campo, se les atribuye una forma puntual y se observa como interaccionan localmente con
otras part́ıculas.

Sin embargo, a pesar de que la Teoŕıa Cuántica de Campos es capaz de describir la natura-
leza en las escalas energéticas que somos capaces de observar, se piensa que aparecerán nuevos
elementos al considerar distancias mucho menores, en la escala de Planck (o, equivalentemen-
te, enerǵıas mucho mayores). Esto se debe a que los efectos gravitatorios cuánticos cobrarán
una mayor importancia a esta escala. La gravedad no se ha podido cuantizar mediante los
métodos perturbativos usuales; sin embargo, es posible incorporar gravedad cuántica en este
tipo de teoŕıas abandonando el concepto de part́ıcula puntual, para considerar en su lugar que
los objetos fundamentales de la teoŕıa se encuentran extendidos a lo largo de una dimensión
y se pueden denominar, por lo tanto, como cuerdas.

En 1974, ’t Hooft propuso una serie de teoŕıas gauge confinantes, cuyo color es descrito
mediante el grupo de simetŕıa U(N), que se pueden reformular en el ĺımite N → ∞ como
teoŕıas de cuerdas [2]. Más adelante, en 1998, Maldacena propuso una dualidad similar, pero
que relacionaba teoŕıas gauge conformes con N = 4 supersimetŕıas con teoŕıas de cuerdas de
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tipo IIB en espacios con geometŕıaAdS5×S5 [1] (dualidad que se conoce como correspondencia
AdS/CFT ). A partir de esta correspondencia, es posible obtener de nuevo una teoŕıa gauge
confinante mediante procesos como los descritos por Polchinski y Strassler en el año 2000 [3],
que planteaban perturbaciones en la teoŕıa conforme que nacen al añadir términos de masa
que se mantienen invariantes bajo menos supersimetŕıas (o incluso bajo ninguna).

Mediante la dualidad de Maldacena se pueden asociar los cálculos de la teoŕıa de cuerdas
en su régimen perturbativo a otros cálculos en una teoŕıa gauge no perturbativa, que en caso
contrario seŕıan dif́ıciles de obtener. Esto permitirá caracterizar el espacio de moduli que
se obtiene en distintas teoŕıas gauge en su régimen de acoplamientos fuertes a partir de su
relación con los estados de Dp-branas de la teoŕıa de supergravedad dual. Además de esto,
se piensa que el rećıproco de la asociación anterior es cierto: se pueden relacionar teoŕıas de
cuerdas no perturbativas con un determinado fondo gravitacional, que a priori son dif́ıciles
de estudiar, con teoŕıas gauge perturbativas.

En este trabajo se va a presentar, en primer lugar, las distintas teoŕıas que se relacionan
mediante la correspondencia AdS/CFT. En el caṕıtulo 2 se describe el concepto de espacio
de moduli y se introduce la teoŕıa gauge N = 4 SYM, definiendo cada uno de los campos
que la componen y observando sus principales caracteŕısticas. Posteriormente se atenderá a
la teoŕıa de supergravedad en el caṕıtulo 3, en el cual se introduce la teoŕıa de supercuerdas.
Habrá una descripción previa de la teoŕıa que la precede, la teoŕıa de cuerdas bosónicas; y
también se presentarán los estados no perturbativos de la teoŕıa de supercuerdas, que pueden
ser descritos mediante branas de forma semiclásica, y que serán los que permitan un estudio
más detallado de la teoŕıa gauge dual a partir de la dualidad de Maldacena.

Esta dualidad se describe en el caṕıtulo 4, y se presentará también la manera en la que
se pueden relacionar los operadores de la teoŕıa gauge con los campos de su teoŕıa dual.
Será importante también el estudio en esta misma parte sobre los ĺımites de validez de la
correspondencia, la cual será empleada de manera expĺıcita en el caṕıtulo 5, y permitirá
observar como el comportamiento dinámico de un conjunto de N branas colocadas en un
espacio AdS determina el espacio de moduli de la teoŕıa conforme dual.

A continuación se pretenderá realizar un estudio análogo, pero asociado a N branas
colocadas en el uplift de una solución concreta de supergravedad: la solución GPPZ [4]. El
caṕıtulo 6 tiene como objetivo describir esta solución, que originalmente fue propuesta en 5
dimensiones, y plantear su uplift hasta las 10 dimensiones en las que se puede emplear la
teoŕıa de supercuerdas. De la misma manera, se pretende introducir en el caṕıtulo su teoŕıa
gauge dual, la teoŕıa N = 1∗ SYM.

En el caṕıtulo 7 se detallará la relación entre las branas colocadas en este tipo de solución
y el espacio de moduli correspondiente. A pesar de presentar un análisis similar al del caṕıtulo
5, se podrá observar como el comportamiento dinámico de las branas es fundamentalmente
distinto en cada caso.

El trabajo concluye con una serie de conclusiones en el caṕıtulo 8 en las que se resumen los
resultados que se han obtenido y se comparan con los resultados presentados en referencias
bibliográficas ı́ntimamente relacionadas con el trabajo.
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Caṕıtulo 2

El espacio de moduli de la teoŕıa
gauge

Una de las teoŕıas que se referencian en la correspondencia de Maldacena es la teoŕıa
gauge conforme N = 4 SYM. La descripción de esta teoŕıa será uno de los objetivos del
caṕıtulo, insistiendo además en la relevancia de las simetŕıas que existen en una teoŕıa gauge,
y en la definición del espacio de vaćıos que caracterice la teoŕıa.

2.1. Introducción a la ruptura espontánea de simetŕıa.

Las leyes de la naturaleza podŕıan tener una serie de simetŕıas internas que no resultan
aparentes debido a que el estado de vaćıo de la teoŕıa que las describe no es invariante bajo
dichas simetŕıas. Este concepto se conoce por ruptura espontánea de simetŕıa, y resulta clave
en el estudio de la Teoŕıa Cuántica de Campos.

2.1.1. Simetŕıa discreta.

Un ejemplo clásico y sencillo se obtiene al considerar el lagrangiano:

L =
1

2
(∂aφ)2 +

1

2
µ2φ2 − λ

4!
φ4, (2.1)

donde el sub́ındice a recorre a = 0, . . . , 3, y el parámetro µ está relacionado con la masa de
la forma m2 = −µ2.

La simetŕıa del lagrangiano, en este caso, es discreta: hay una invariancia al tomar φ →
−φ. El hamiltoniano correspondiente es el siguiente:

H =

∫
d3x

[
1

2
π2 +

1

2
(∇φ)2 − 1

2
µ2φ2 +

λ

4!
φ4

]
. (2.2)
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La configuración clásica de menor enerǵıa se obtiene cuando el campo φ es uniforme,
φ(x) = φ0, donde φ0 es aquel valor que minimice el siguiente potencial:

V (φ) = −1

2
µ2φ2 +

λ

4!
φ4. (2.3)

Este potencial, representado en la figura 2.1, tiene dos mı́nimos que están situados en

φ0 = ±v = ±
√

6
λµ. A la constante v se le denomina como el valor esperado de vaćıo de φ.

Figura 2.1: Forma del potencial V descrito en la ecuación (2.3).

La f́ısica que describe el sistema al situarse alrededor de uno de sus mı́nimos será la
misma, sin importar cuál se ha escogido; sin embargo, esta selección provocará una ruptura
de la simetŕıa interna. Suponiendo que el sistema está situado alrededor del mı́nimo φ0 = v,
resulta conveniente reescribir el lagrangiano en función de campos de la forma φ(x) = v+σ(x),
de forma que σ(x) toma valores pequeños, obteniéndose aśı la expresión:

L =
1

2
(∂aσ)2 − 1

2
(2µ2)σ2 −

√
λ

6
µσ3 − λ

4!
σ4. (2.4)

En este lagrangiano ya no se puede observar una simetŕıa φ → −φ como en el caso
anterior: ha habido una ruptura espontánea de la misma.

2.1.2. Simetŕıa continua.

Un lagrangiano con simetŕıa continua también puede sufrir una ruptura espontánea de
simetŕıa. Un ejemplo análogo al discreto se obtiene al considerar un lagrangiano conN campos
escalares de la forma:

L =

N∑
i=1

(
1

2
(∂aφ

i)2 +
1

2
µ2(φi)2 − λ

4
[(φi)2]2

)
. (2.5)

En este caso, el lagrangiano resulta invariante bajo transformaciones de la forma φi → Rijφj ,
donde R es una matriz ortogonal N×N (es decir, es invariante bajo el grupo ortogonal O(N)).
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De nuevo, la configuración clásica de menor enerǵıa se obtiene al tomar un campo escalar
uniforme φi0, cuyo valor minimiza el siguiente potencial (representado en la figura 2.2):

V (φi) = −1

2
µ2(φi)2 +

λ

4
[(φi)2]2. (2.6)

Figura 2.2: Forma del potencial V descrito en la ecuación (2.6), al considerar N = 2 campos
escalares. La región sombreada se corresponde con el espacio de moduli.

La expresión toma valores mı́nimos cuando se cumple (φi0)2 = µ2

λ ; esto determina la
longitud (o módulo) de φi0, pero no su dirección. A este conjunto de valores se le conoce por
espacio de vaćıos o espacio de moduli de la teoŕıa.

Al reescribir el lagrangiano alrededor de un mı́nimo situado en la dirección escogida se
pierde la simetŕıa inicial O(N), obteniéndose en este caso una invariancia bajo el grupo
O(N − 1). El nuevo lagrangiano incluirá un campo masivo junto con un conjunto de N − 1
campos sin masa invariantes bajo el grupo SO(N)/SO(N − 1) ∼ SN−1, es decir, bajo las
direcciones angulares del espacio RN que parametrizan los campos φi.

La generación de part́ıculas sin masa en un sistema donde se rompió una simetŕıa continua
espontáneamente es el suceso que predice el Teorema de Goldstone. Dichas part́ıculas se
conocen como bosones de Goldstone.

2.1.3. Degeneración de los estados de vaćıo.

En los dos tipos de ruptura que se han introducido en esta sección se ha podido observar
una degeneración en los estados de vaćıo de la teoŕıa cuántica. A continuación se va a mostrar
como este hecho se relaciona con la existencia de simetŕıas en el hamiltoniano de la teoŕıa.

Considérese que el hamiltoniano de la teoŕıa esH y que la teoŕıa permanece invariante bajo
una simetŕıa cuyo operador asociado es S. En esta situación, al efectuar una transformación
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de semejanza en el hamiltoniano mediante el operador S, no habrá ninguna variación:

SHS† = H. (2.7)

Debido a que S es un operador asociado a una simetŕıa, se tratará de un operador unitario:
S† = S−1. Recuérdese, por ejemplo, el caso continuo discutido anteriormente cuyas matrices
asociadas a la simetŕıa pertenećıan al grupo O(N) y, por tanto, eran reales y ortogonales.

Esto causa que el hamiltoniano conmute con la simetŕıa:

H = SHS† = SHS−1 =⇒ HS = SH. (2.8)

Aśı, al considerar un estado de vaćıo de la teoŕıa |0〉 con enerǵıa E0, se puede obtener un
estado con la misma enerǵıa, S|0〉:

HS|0〉 = SH|0〉 = SE0|0〉 = E0S|0〉. (2.9)

Los nuevos estados de vaćıo que se obtienen mediante cada operador de simetŕıa pueden ser
linealmente independientes del primero, formando aśı todo un espacio de estados de vaćıo
degenerados.

2.2. La ruptura espontánea de simetŕıa en una teoŕıa N = 4
Super Yang-Mills.

En la teoŕıa SYM con N = 4 supercargas se puede producir una ruptura espontánea de
su simetŕıa continua, de manera similar a lo que ocurŕıa en la teoŕıa cuyo lagrangiano veńıa
representado por la expresión (2.5).

En esta sección se estudia dicha ruptura de manera análoga. En primer lugar, se atienden
a las simetŕıas de la teoŕıa; posteriormente se atiende al espacio de moduli que minimiza el
potencial correspondiente; y, por último, se discuten las consecuencias al seleccionar un valor
esperado de vaćıo de los campos.

2.2.1. Descripción de la teoŕıa y sus simetŕıas.

Una teoŕıa de Yang-Mills es una teoŕıa gauge invariante bajo algún grupo de simetŕıa que
trata de describir el comportamiento de las part́ıculas elementales a partir de grupos de Lie
no abelianos.

La teoŕıa de Yang-Mills supersimétrica (Super Yang-Mills, SYM) contempla la existencia
de supersimetŕıas en el modelo de Yang-Mills. En particular, el lagrangiano para la teoŕıa de
dimensión 4 con 4 supersimetŕıas (N = 4) invariante bajo el grupo especial unitario, SU(N),

6



es único y puede expresarse de la forma:

L = Tr
{
− 1

2g2
FµνF

µν +
θI

8π2
FµνF̃

µν −
∑
a

iλ̄aσ̄µDµλa −
∑
i

DµX
iDµXi

+
∑
a,b,i

gCabi λa[X
i, λb] +

∑
a,b,i

gC̄iabλ̄
a[Xi, λ̄b] +

g2

2

∑
i,j

[Xi, Xj ]2
}
. (2.10)

En el lagrangiano descrito anteriormente, aparece el acoplamiento gauge representado por
g, el ángulo del instantón representado por θI y las matrices de Pauli representadas por σµ,
donde el ı́ndice recorre los valores µ = 0, 1, 2, 3. Además, se reflejan los componentes del
multiplete gauge N = 4:

Seis escalares reales (hermı́ticos), Xi (i = 1, . . . , 6). En la teoŕıa invariante bajo el grupo
SU(N), estos escalares son matrices N×N que pueden ser agrupados en combinaciones
complejas φA = (XA+iXA+3)/

√
2, con A = 1, 2, 3, formando parte de supermultipletes

quirales que aparecen de manera holomorfa en el superpotencial (es decir, sin que
dependa del hermı́tico conjugado de ninguno de ellos) [7].

Cuatro fermiones de Weyl de quiralidad izquierda, λaα (a = 1, . . . , 4, α = 1, 2).

El campo de gauge Aµ.

A partir del campo Aµ se puede construir Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + i[Aµ, Aν ]: la fuerza del
campo. Por otra parte, F̃µν = 1

2εµνρσF
ρσ es el dual Poincaré de F . De la misma manera, Dµ

denota la derivada covariante y sigue la expresión Dµλ = ∂µλ+ i[Aµ, λ].

Las constantes Cabi y Ciab están relacionadas con las matrices de Clifford Dirac para
SO(6)R ∼ SU(4)R [8]. En este grupo se representan las simetŕıas internas que permiten rotar
las supercargas (R-simetŕıas) aśı como los campos fermiónicos y escalares sin variar la teoŕıa.

La supersimetŕıa de Poincaré N = 4 que caracteriza el lagrangiano tiene las leyes de
transformación:

δXi = [Qaα, X
i] = Ciabλαb,

δλb = {Qaα, λβb} = F+
µν(σµν)αβδ

a
b + [Xi, Xj ]εαβ(Cij)

a
b,

δλ̄b
β̇

= {Qaα, λ̄bβ̇} = Cabi σ̄
µ

αβ̇
DµX

i,

δAµ = [Qaα, Aµ] = (σµ) β̇
α λ̄a

β̇
.

(2.11)

Los términos Qaα son espinores de Weyl de quiralidad izquierda que representan la supercarga
de espinor. La notación del espinor en dos componentes se relaciona con la notación del espinor
de Dirac en 4 componentes de la manera:

Qa =

(
Qaα
Q̄α̇a

)
. (2.12)

Por otra parte, las matrices σµν se definen por σµν = − i
4 [γµ, γν ], y las constantes (Cij)

a
b

que aparecen estarán relacionadas con formas bilineales de Clifford Dirac para SO(6)R [8].
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Dado que el lagrangiano es invariante Poincaré e invariante de escala (debido a que todos
sus componentes tienen dimensión 4), tiene una mayor simetŕıa conforme [9] que se ve repre-
sentada por el grupo SO(2, 4) ∼ SU(2, 2). Más aún, el grupo que representa la supersimetŕıa
N = 4 Poincaré y las simetŕıas internas que rotan las supercargas es SU(2, 2)× SU(4)R; di-
cho grupo constituye la parte bosónica del supergrupo SU(2, 2|4) que representa la simetŕıa
superconforme de la que se dispone. La teoŕıa es también invariante de escala a un nivel
cuántico y el supergrupo SU(2, 2|4) es una simetŕıa a dicho nivel.

Además, la dualidad de Montonen-Olive o S-dualidad indica que existe una simetŕıa global
de la teoŕıa. Para poder observarla es habitual combinar el acoplamiento g y el ángulo del
instantón θI en un único acoplamiento complejo:

τ ≡ θI
2π

+
4πi

g2
. (2.13)

La teoŕıa cuántica es invariante bajo transformaciones de la forma θI → θI + 2π (o de
la forma τ → τ + 1). Los f́ısicos Montonen y Olive propusieron en 1977 que también hay
una invariancia bajo τ → −1/τ [10], como fue comprobado para la teoŕıa N = 4 SYM en
1995 [11]. Al combinar ambas simetŕıas, se obtiene el grupo S-dualidad SL(2,Z) generado
por:

τ → aτ+b
cτ+d , ad− bc = 1, a, b, c, d ∈ Z. (2.14)

2.2.2. El espacio de moduli clásico y la ruptura espontánea de simetŕıa.

El comportamiento dinámico de la teoŕıa N = 4 SYM puede ser analizado a partir de su
término de enerǵıa potencial,

−g2
∑
i,j

∫
Tr[Xi, Xj ]2. (2.15)

Debido a que el álgebra gauge está asociada al grupo especial unitario, el cual es compacto
[12], cada término de la suma anterior será positivo o nulo. Por lo tanto, si el potencial se
anula, se obtiene un mı́nimo energético que se corresponde con el estado de vaćıo. Para ello,
es necesario que ocurra:

[Xi, Xj ] = 0, i, j = 1, . . . , 6. (2.16)

Hay dos clases principales de soluciones para esta ecuación:

La fase superconforme, en la cual 〈Xi〉 = 0 para cada i = 1, . . . , 6. En esta fase no hay
una ruptura espontánea de la simetŕıa gauge de los estados f́ısicos y los operadores, los
cuales transforman bajo representaciones unitarias de SU(2, 2|4).

La fase de ruptura espontánea o de Coulomb, en la cual existe algún i tal que 〈Xi〉 6= 0.
Es el caso en el que los campos escalares se sitúan en un punto concreto del espacio de
moduli distinto al origen, por lo que aparecerá una escala energética en la teoŕıa y se
provocará una ruptura espontánea de las R-simetŕıas y de la simetŕıa superconforme.
En esta fase se generarán bosones de Goldstone asociados a dicha ruptura espontánea.
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En el último tipo de solución, las direcciones sobre las cuales el campo escalar cumple
〈Xi〉 6= 0 serán las que conforman el espacio de moduli. Se puede dar una descripción inva-
riante gauge en función de los valores esperados de los polinomios que son invariantes gauge
en los campos.

Debido a que dos matrices semejantes determinan álgebras de Lie isomorfas [13], el espacio
de moduli parametrizado por las seis matrices Xi será isomorfo al parametrizado por las
matrices diagonales a las que son semejantes a cada uno de los campos escalares. La diagonal
de estas últimas está compuesta por los valores propios de cada campo Xi, respectivamente.
Esto permite afirmar que, debido a que cada una de las matrices es de tamaño N × N , el
espacio de moduli será a lo sumo isomorfo a R6N .

Hay que notar que dos matrices que tienen los mismos valores propios van a ser semejantes:
esto implica que dos matrices diagonales que tienen los mismos valores en la diagonal serán
semejantes también, independientemente de como se ordenen los mismos, produciendo aśı
álgebras de Lie isomorfas. Esta observación reduce el espacio de moduli a un cociente de R6N

sobre las simetŕıas discretas que permutan los valores propios de cada matriz.

Hay otro tipo de simetŕıas que reducen aún más el espacio: las R-simetŕıas. Una matriz
Oij ∈ SO(6) actúa de la forma Xi → OijXj , llevando a un punto del espacio de moduli Xi

a otro punto del mismo que resulta f́ısicamente inequivalente (situado a la misma distancia
del origen del espacio). Este tipo de simetŕıa es continua.

Dos espacios de moduli clásicos con un valor esperado del campo escalar no nulo distinto
son f́ısicamente inequivalentes. Esto se debe, por ejemplo, a que la masa de los bosones
masivos generados al romperse la simetŕıa será distinta en ambas teoŕıas. Por lo tanto, una
degeneración en el espacio de moduli clásico es accidental y podŕıa no observarse en el estudio
cuántico, con la excepción de que los valores esperados no nulos estén relacionados mediante
una simetŕıa como las descritas anteriormente. Si el espacio de moduli fuese isomorfo a una
5-esfera o un cociente de la misma1, la existencia de R-simetŕıas permitiŕıa afirmar que no
habrán correcciones cuánticas en ningún caso; sin embargo, el espacio de moduli es mayor
y para evitar dichas correcciones es necesario que hayan simetŕıas adicionales. En este caso,
las supersimetŕıas del modelo serán las que permitan proteger el espacio de moduli, que es
isomorfo a un cociente de R6N , de posibles correcciones cuánticas.

Un ejemplo de operador sencillo que parametriza el espacio de moduli es el operador

quiral primario Q(ij)
20′ = Tr

(
XiXj − δij

6 X
kXk

)
, el cual hace referencia en su sub́ındice a

que pertenece a la representación 20′ del supergrupo SU(4) y es el componente de menor
enerǵıa del multiplete de supercorriente N = 4. Otro operador relevante, en este caso como
componente de menor enerǵıa del multiplete de Konishi N = 4 del supergrupo SU(2, 2|4), es
el operador K1 = 1

2

∑6
i=1 : Tr

(
XiXi

)
:, donde el śımbolo :: denota la ordenación normal [14].

1Este seŕıa el caso de una teoŕıa cuyo lagrangiano resultase invariante bajo el grupo O(N), como la descrita
en la sección 2.1.2. Esta última describe un espacio de moduli isomorfo a una N -esfera.
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Caṕıtulo 3

Branas y campos en supergravedad

La teoŕıa dual que se pretende asociar a la teoŕıa gauge descrita en el caṕıtulo 3 es una
teoŕıa de supercuerdas. Este caṕıtulo tiene como objetivo describir este último tipo de teoŕıa
y los campos que aparecen en ella, introduciendo previamente la teoŕıa de cuerdas bosónicas
cuyo modelo será modificado considerando supersimetŕıa en el mismo para poder evitar las
limitaciones que se observan.

El concepto de brana aparecerá descrito también en este caṕıtulo como un estado no
perturbativo de la teoŕıa de supergravedad (p-branas) y como un hiperplano en un espacio
plano donde se sitúa el extremo de una cuerda abierta (D-branas).

3.1. Introducción a la teoŕıa de cuerdas.

La idea principal a partir de la cual se desarrolla la teoŕıa de cuerdas, es que las part́ıculas
elementales no son objetos puntuales, sino que se extienden a lo largo de una dimensión (y
por ello son referidos como cuerdas). Estas cuerdas pueden ser tanto abiertas como cerradas,
y están caracterizadas por una longitud caracteŕıstica Ls = 1/Ms. El motivo por el que
percibimos las part́ıculas elementales como puntos es que las enerǵıas a las que son observadas
están por muy debajo de la escala energética Ms y no hay suficiente resolución para poder
percibir su extensión espacial.

Los distintos modos de vibración de las cuerdas son percibidos como part́ıculas comple-
tamente distintas, con números cuánticos y simetŕıas diferentes entre ellas. El número de
modos de oscilación excitados se relaciona con la masa de la part́ıcula, lo que permite defi-
nir una cantidad infinita de part́ıculas con diferencias entre sus masas del orden de Ms (a
menudo referida como torre de part́ıculas). Al tratarse de una escala energética tan grande,
las part́ıculas que se pueden observar deben corresponderse con las de orden cero de la torre
anterior (el orden más fundamental: Leading Order, LO).
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3.1.1. Caracteŕısticas de una teoŕıa de cuerdas.

La superficie que describe una cuerda al moverse en el espaciotiempo, denotada por Σ, se
conoce como worldsheet. Las cuerdas abiertas describen worldsheets con fronteras (descritas
por los extremos de la cuerda en movimiento), al contrario que las cuerdas cerradas.

Cualquier punto de una worldsheet puede ser descrito a partir de dos coordenadas locales:
t, que actúa como coordenada “temporal”; y σ, que parametriza la cuerda en el momento t.
Una función de embedding Xµ(σ, t), con µ = 0, . . . , d−1, permite parametrizar la worldsheet
en un espacio de Minkowski de dimensión d, Md (que se conoce como espaciotiempo objetivo):

Xµ : Σ −→ Md

(σ, t) −→ Xµ(σ, t).
(3.1)

En la figura 3.1 se representa un ejemplo de embedding en un espaciotiempo 3-dimensional
de una cuerda abierta y una cuerda cerrada. El área que define la worldsheet sirve a modo
de acción que describe la cuerda al moverse en este espaciotiempo; esta idea se refleja en la
acción de Nambu-Goto, en la cual se hace referencia a la tensión de la cuerda, T = M2

s , en
su fórmula1:

SNG = −T
∫

Σ
(∂tX

µ∂tXµ − ∂σXµ∂σXµ)1/2dσdt. (3.2)

Figura 3.1: Embedding de una cuerda cerrada (izquierda) y una cuerda abierta (derecha) en
movimiento en un espaciotiempo de 3 dimensiones. Tomado de [15].

Una acción clásicamente equivalente a la de Nambu-Goto, pero más fácil de cuantizar, es
la acción de Polyakov :

SP = −T
2

∫
Σ

√
−ggαβ(σ, t)∂αX

µ∂βX
νηµνdσdt, (3.3)

donde aparece la función adicional gαβ(σ, t) que puede ser interpretada como un campo
auxiliar que define una métrica local en la worldsheet. Resulta notable observar que en las
acciones definidas anteriormente se mantiene una simetŕıa conforme.

1A menudo se encuentra la cantidad α′ = l2s en esta definición, relacionada con la tensión de la cuerda de
la forma T = 1

2πα′ .
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La suma de todas las worldsheets que pueden interpolarse entre dos configuraciones
energéticas de una cuerda (que se corresponde con una integral de caminos) permite ob-
tener la amplitud cuántica entre dichas configuraciones. Al realizar este cálculo es preciso
tener en cuenta las topoloǵıas de las que puede disponer la worldsheet: hay que considerar
superficies con distinto número de “agujeros” y distinto número de “asas” (en la figura 3.2
se muestran algunas topoloǵıas distintas entre dos configuraciones de una cuerda abierta a
modo de ejemplo). La expresión que se obtiene es de la forma de la función de correlación:

〈b|evolución|a〉 =
∑

worldsheets

∫
[DX]e−Sp[X]Oa[X]Ob[X], (3.4)

donde aparece la acción de Polyakov tras fijar un cierto gauge, Sp[X], aśı como operadores de
vértice Oi[X] que aportan información sobre los estados inicial (a) y final (b) de la cuerda.

Figura 3.2: Algunas worldsheets interpoladas entre dos configuraciones de una cuerda abierta,
cada una de ellas con distintas topoloǵıas. La segunda superficie tiene un “agujero” más que
la primera, y la tercera superficie tiene un “asa” más que la primera.

Las interacciones más básicas entre cuerdas vienen representadas en la figura 3.3. Se tra-
tan de interacciones que acoplan cuerdas abiertas, dando lugar a una nueva cuerda abierta
(figura superior); interacciones análogas entre cuerdas cerradas (figura central); y una última
interacción que acopla cuerdas abiertas y cerradas. Esta última interacción debe ser consi-
derada en una teoŕıa de cuerdas abiertas, dado que es uno de los procesos que median el
acoplamiento entre tres cuerdas de este tipo. Por este motivo, una teoŕıa de cuerdas abiertas
que interactúan debe considerar cuerdas cerradas, mientras que el rećıproco no es cierto.

Una ventaja fundamental de la teoŕıa de cuerdas es su consistencia a nivel cuántico.
Desde el punto de vista de la Teoŕıa Cuántica de Campos, no existen divergencias en la
región ultravioleta (UV) por distintos motivos:

Las divergencias en esta región aparecen cuando dos vértices de interacción coinciden
en el mismo punto del espacio tiempo. En la teoŕıa de cuerdas, se evita esta situación
al estar los vértices deslocalizados en toda una región de tamaño Ls.

El comportamiento para enerǵıas muy altas (muy superiores a Ms) en bucles (loops)
es distinto del descrito en la Teoŕıa Cuántica de Campos para part́ıculas puntuales,
en el cual se producen divergencias en la región UV. En la teoŕıa de cuerdas, al inter-
cambiarse estados de una cuerda cuya longitud aumenta con la enerǵıa, se observa un
comportamiento caracteŕıstico de la región de infrarrojos (IR) de un canal dual de la
teoŕıa.
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Figura 3.3: Interacciones básicas entre cuerdas. En enerǵıas mucho menores que Ms, las
cuerdas son percibidas como puntos y los tres diagramas son equivalentes.

En particular, la simetŕıa conforme de la worldsheet permite describir cualquier dia-
grama con vértices muy próximos como un diagrama con los vértices bien separados,
conectados por un canal dual arbitrariamente largo.

La simetŕıa conforme de la worldsheet ha resultado una propiedad necesaria para que
la teoŕıa resulte consistente. Es necesario, por lo tanto, conservar esta simetŕıa clásica en la
teoŕıa cuántica (es decir, evitar que se provoque una anomaĺıa). Esto se consigue tomando un
número concreto de campos en la teoŕıa, que se corresponden con las d funciones de embedding
descritas al principio de la sección, Xµ. La teoŕıa resulta consistente para la elección d = 26,
que a su vez fija la dimensión del espacio de Minkowski en el que se describen las cuerdas en
el mismo número. En el apéndice A se detalla el cálculo que permite llegar a esta conclusión,
aśı como la cuantización de la cuerda que se ha descrito.

3.1.2. Teoŕıa de cuerdas cerradas.

Los estados de menor enerǵıa de una teoŕıa de cuerdas cerrada son los siguientes:

El estado fundamental de la cuerda. Debido a que tiene una masa α′M2 = −2 (es decir,
una masa taquiónica, ya que su valor al cuadrado es negativo), se observa que la teoŕıa
no es estable: el valor esperado de vaćıo que trata de alcanzar este campo no estará
situado en el mı́nimo del potencial, el cual podŕıa no existir.

Un campo tensorial de rango 2. Este campo puede descomponerse en su parte simétrica
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(el gravitón, GMN (X)), su parte antisimétrica (la 2-forma denotada por BMN (X)) y
su traza (el dilatón, φ(X), un escalar sin masa).

Es posible construir una acción efectiva para estados sin masa de la cuerda que reproduzca
las amplitudes de la teoŕıa en enerǵıas bajas, E �Ms (al tomar valores cercanos o superiores
aMs, esta teoŕıa deja de ser una buena aproximación) y que esté bien definida a nivel cuántico.
Dicha acción viene expresada de la forma:

Seff =
1

2k2
0

∫
d26X(−G)1/2e−2φ

{
R− 1

12
HMNPH

MNP + 4∂Mφ∂
Mφ

}
+O(α′), (3.5)

donde M,N,P = 0, . . . , 25 y HMNP = ∂[MBNP ]. Se trata de una acción invariante bajo
transformaciones de coordenadas en 26 dimensiones y bajo la invariance gauge:

BMN (X) −→ BMN (X) + ∂[MΛN ](X), (3.6)

con ΛM (X) una 1-forma que actúa como parámetro gauge.

T́ıpicamente, los campos φ, GMN o BMN no tienen un potencial en su acción efectiva,
por lo que pueden tomar cualquier valor esperado de vaćıo a priori: esto indica que si son
campos constantes formarán parte del espacio de moduli de la teoŕıa.

3.1.3. Teoŕıa de cuerdas en espaciotiempos no triviales.

La acción de Polyakov puede generalizarse al considerar un espaciotiempo cuya métrica,
GMN (X), no es trivial (las funciones de embedding llegan a un espaciotiempo curvo en lugar
de M26). El modelo que se obtiene, conocido por modelo sigma no lineal, depende de los
campos X(σ, t) y g(σ, t), y queda definido por la acción:

SGp [X, g] =
1

4πα′

∫
Σ

√
−gGMN [X]gαβ∂αX

M∂βX
Ndσdt. (3.7)

Si además se acoplan a la expresión los campos sin masa observados para la teoŕıa de
cuerdas cerradas, se obtiene una nueva expresión:

SGp [X, g] =
1

4πα′

∫
Σ

[
GMN [X]gαβ∂αX

M∂βX
N+BMN [X]εαβ∂αX

M∂βX
N+α′R[g]φ

]√
−gdσdt.

(3.8)

El término asociado al campo GMN puede interpretarse como el área de la worldsheet bajo
la métrica del espaciotiempo no trivial. Por otra parte, el que se asocia a BMN es una integral
de una 2-forma B2 = BMNdX

M ∧ dXN sobre la worldsheet,
∫

ΣB2. Este último término es
puramente topológico y se puede interpretar como una carga de la cuerda respecto a B2.

La parte de la acción asociada a φ actúa como un término de Einstein para la métrica
gαβ asociada a la worldsheet. Sin embargo, debido a que es una métrica sobre una superficie,
añadir este término en el cálculo de una amplitud es equivalente a añadir un factor a la misma
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con el valor de e−φξ, donde ξ es el número de Euler2. Esto muestra como el valor esperado
de vaćıo del dilatón actúa como la constante de acoplamiento de la cuerda.

Al añadir campos no triviales a la acción, estos dejan de ser libres: esto invita a realizar
un estudio según la teoŕıa de perturbaciones, tomando como parámetro de expansión α′/R2

(donde R es la escala de longitud para la variación de cualquier campo en el espaciotiempo).
Requerir que se mantenga la simetŕıa conforme que resulta clave en esta teoŕıa se traduce, en
el orden más bajo de la expansión, en que no debe haber dependencia entre la constante de
acoplamiento de la cuerda con la escala energética (es decir, la función beta se debe anular).

3.2. La teoŕıa de supercuerdas.

La teoŕıa de cuerdas descrita en la sección anterior (la teoŕıa de cuerdas bosónica) pre-
sentaba un estado fundamental de la cuerda con masa taquiónica y no conteńıa fermiones
en su espectro perturbativo. Ambos argumentos pueden ser empleados para indicar que este
modelo no representa de manera precisa la realidad; sin embargo, es posible modificar el
modelo de manera que se eviten los inconvenientes anteriores.

La teoŕıa de supercuerdas está definida por una teoŕıa conforme en dos dimensiones, como
la teoŕıa de cuerdas bosónicas a partir de la worldsheet de la cuerda. Sin embargo, la teoŕıa de
supercuerdas es una teoŕıa supersimétrica donde aparecen d campos fermiónicos en la worlds-
heet, ΨM (σ, t), además de los d campos bosónicos, XM (σ, t), que son sus supercompañeros.
De manera análoga, aparece el supercompañero de la métrica gαβ(σ, t) de la worldsheet que
se describ́ıa en la acción de Polyakov: el denominado gravitino de la worldsheet.

Los campos Ψµ descritos son fermiones en la worldsheet, es decir, en la teoŕıa de cam-
pos para 2 dimensiones definida sobre la superficie. Sin embargo, estos campos transforman
como bosones en el espaciotiempo, por lo que la existencia de fermiones en la teoŕıa de d
dimensiones no se obtiene de manera directa mediante estos campos. Algo análogo ocurre
con la supersimetŕıa de la worldsheet, la cual no implica de manera directa que existirán
supercompañeros de las part́ıculas definidas en el espectro del espaciotiempo.

3.2.1. Caracteŕısticas de las supercuerdas abiertas o cerradas.

El efecto que tienen los fermiones de la worldsheet en la acción de Polyakov, definida según
(3.7), se refleja en su expresión añadiendo un nuevo término asociado al supercompañero de
la posición de la cuerda en la worldsheet XM , denotado por ΨM :

SGp =
1

4πα′

∫
Σ

√
−gGMN [X]gαβ

(
∂αX

M∂βX
N + iΨ

M
γα∂βΨN

)
dσdt. (3.9)

Los espinores ΨM de la worldsheet pueden ser tratados como espinores de Majorana,
con una forma ΨM = (ψM− , ψ

M
+ )T , donde aparecen dos componentes reales ψM± . En la expre-

2ξ = 2− 2g − nb, donde g es el número de “asas” de la superficie, y nb el número de fronteras.
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sión anterior también se emplean las matrices de Dirac denotadas por γα, con una posible
representación dada por:

γ0 =

(
0 −i
i 0

)
, γ1 =

(
0 i
i 0

)
. (3.10)

La parte fermiónica de la acción de Polyakov puede ser reescrita de la forma:

Sf =
i

2πα′

∫
(ψM− ∂+ψ−M + ψM+ ∂−ψ+M )dσdt, (3.11)

y a partir de ella se obtienen unas ecuaciones del movimiento que describen ondas moviendose
a izquierda y derecha:

∂−ψ
M
− = ∂−ψ

M
+ = 0. (3.12)

La acción es invariante bajo transformaciones de supersimetŕıa de la forma δεX
M = ε̄ΨM

y δεΨ
M = γα∂αX

M ε, con ε un espinor de Majorana infinitesimal y constante. Más aún, si
se considera que la coordenada σ toma valores en el intervalo [0, 2π] al describir cuerdas
cerradas y en el intervalo [0, π] al describir cuerdas abiertas, la integración de la expresión
(3.11) permite obtener un término de frontera de la forma:

δSf =
i

4πα′

∫
dt (ψM− δψ−M − ψM+ δψ+M )

∣∣σ=π

σ=0
. (3.13)

3.2.2. Supercuerdas abiertas.

Las contribuciones en σ = 0 y σ = π del término de frontera (3.13) deben anularse al
tratar supercuerdas abiertas, lo cual es equivalente a que se cumpla:

ψM− δψ−M − ψM+ δψ+M

∣∣
σ=0,π

= 0 ⇐⇒ δ(ψ+m)2
∣∣
σ=0,π

= δ(ψ−m)2
∣∣
σ=0,π

= 0. (3.14)

Se puede imponer que ψM+ (0, t) = ψM− (0, t), lo que provoca que la condición de frontera
en σ = π deba cumplir:

R : ψM+ (π, t) = +ψM− (π, t),
NS : ψM+ (π, t) = −ψM− (π, t).

(3.15)

La teoŕıa tendrá dos sectores asociados a que se haya cumplido una de las dos condiciones
anteriores: el sector de Ramond (representado por R) y el sector de Neveu-Schwarz (repre-
sentado por NS). Cada uno de ellos tiene asociado una expansión de Fourier de la forma:

R : ψM∓ (π, t) = 1√
2

∑
n∈Z d

M
n e
−inσ∓ ,

NS ψM∓ (π, t) = 1√
2

∑
r∈Z−1/2 b

M
r e
−irσ∓ ,

(3.16)

donde dn, br son números de Grassmann. El espectro de la supercuerda abierta se puede
determinar de manera análoga al caso bosónico, imponiendo las siguientes relaciones de an-
ticonmutación sobre los modos de Fourier:

{dMm , dNn } = ηMNδm,−n, {bMr , bNs } = ηMNδr,−s. (3.17)
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El estado fundamental en el sector NS se caracteriza por la relación con operadores de
destrucción bMr |0〉NS , para cada r > 0; siendo los modos con r < 0 los que se corresponden
con operadores de creación. En el sector R, el estado fundamental cumplirá una relación
análoga y se ve representado por un espinor del espaciotiempo con esṕın 1/2. Para obtener
estados excitados en ambos sectores, basta con aplicar operadores de creación (teniendo en
cuenta que al anticonmutar los modos br y dm, solo se puede aplicar cada operador una vez).

La masa que obtendrán los estados energéticos en el sector NS se puede obtener a partir
de la expresión [16]:

α′M2 =
d−1∑
j=2

∑
n>0

αj−nα
j
n +

∑
r∈N+1/2

rbj−rb
j
r

− d− 2

16
, (3.18)

donde los valores de αjn y αj−n están asociados con la expansión de Fourier de la parte bosónica
de la cuerda. A partir de esta fórmula, se puede determinar el valor de la masa del primer
estado excitado en este sector, bi−1/2|0〉NS (con i = 1, . . . , d− 2):

M2 =
1

α′

(
1

2
− d− 2

16

)
, (3.19)

Este estado se esperaŕıa que siguiese unas normas de transformación según SO(d − 1) en el
caso de tener masa no nula; sin embargo, al transformar como un vector en SO(d − 2), se
determina que debe cumplirse M2 = 0 y, por tanto, se debe cumplir la condición d = 10 en
las teoŕıas de supercuerdas.

El estado vaćıo en el sector NS será por tanto taquiónico, con un cuadrado de su masa
negativo: M2 = −1/2α′. En el sector R, sin embargo, el vaćıo tendrá masa nula y contendrá
ambas quiralidades. El valor de la masa en este sector puede ser obtenido a partir de la
expresión [16]:

α′M2 =

d−1∑
j=2

(∑
n>0

αj−nα
j
n +

∑
r∈N

rdj−rd
j
r

)
. (3.20)

Al introducir el operador F , cuyo valor propio denota el número de veces que se ha aplicado
un operador de creación fermiónico (es decir, se corresponde con el operador

∑
r∈N+1/2 b

j
−rb

j
r

en el sector NS y con el operador
∑

r∈N d
j
−rd

j
r en el sector R), la expresión eiπF tomará

valores negativos si este número es impar y positivos en caso contrario. Es preciso notar que
las teoŕıas de supercuerdas abiertas contienen un estado fundamental fantasma (un estado no
f́ısico necesario para preservar la invariancia gauge); y, como consecuencia, aparece un factor
(−1) al aplicar el operador eiπF sobre un estado cualquiera [17]. Esto encaja con la idea de
que F cuenta el número de veces que se aplicó un operador de creación, ya que su paridad
cambia al considerar un estado adicional.

Si sólo se consideran los estados con valor positivo en el sector NS (con F impar), entonces
se estaŕıa logrando rechazar el estado taquiónico que surge en este sector. De la misma manera,
tomando una elección sobre la paridad de F en el sector R permite que los estados tengan una
única quiralidad bien definida y sean reales (es decir, que sean espinores de Majorana-Weyl).
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La elección sobre la paridad de F que se puede realizar en estos sectores se conoce como
proyección de Gliozzi-Scherk-Olive (proyección GSO). Otra ventaja de esta proyección es
que permite obtener el mismo número de bosones y de fermiones para cada masa, como se
esperaŕıa en una teoŕıa con supersimetŕıa.

3.2.3. Supercuerdas cerradas.

La teoŕıa de supercuerdas cerradas puede describir los modos de vibración que se desplazan
hacia la derecha o hacia la izquierda según los distintos sectores estudiados para supercuerdas
abiertas. Esto desemboca en bosones en el espaciotiempo, en los casos NS −NS y R−R, y
en fermiones en el espacio tiempo en los casos NS −R y R−NS.

Los estados de menor enerǵıa se obtienen al considerar dos copias de los estados considera-
dos para supercuerdas abiertas. Denotando los estados con F impar por + y a los estados con
F par por −, hay dos teoŕıas de interés para la dualidad gauge/gravedad: las denominadas
como teoŕıas de tipo IIA y de Tipo IIB. La proyección GSO permite obtener los siguientes
sectores:

Tipo IIA: (NS+, NS+), (R+, NS+), (NS+, R−), (R+, R−),
Tipo IIB: (NS+, NS+), (R+, NS+), (NS+, R+), (R+, R+).

La representación del grupo SO(8) del sector NS − NS de la teoŕıa de tipo IIB es de
la forma 1 ⊕ 28 ⊕ 35. Esta representación tiene un campo escalar asociado φ (el dilatón),
una 2-forma diferencial BMN (el campo de Kalb-Ramond) y una 4-forma gMN (el gravitón),
respectivamente.

La representación del grupo SO(8) del sector R − R en la misma teoŕıa es de la forma
1⊕28⊕35+. Tendrá asociados un campo escalar C0 (el axión) y dos tensores antisimétricos,
uno de rango 2 (C2) y otro de rango 4 (C4, cuyo tensor de fuerza asociado, F5, satisfacerá la
condición de autodualidad).

Los tensores antisimétricos son p-formas diferenciales que se corresponden con potenciales
de gauge, por lo que sus interacciones y acoplamientos serán invariantes bajo transformaciones
de gauge cuyo parámetro viene dado por una (p− 1)-forma Λp−1; es decir, serán invariantes
bajo Cp → Cp + dΛp−1.

Las fuerzas de campo de las formas vienen dadas por su diferencial:

Fp+1 = dCp. (3.21)

Por otra parte, los grados de libertad de cada p-forma Cp son reflejados en una (8− p)-forma
dual Ĉ8−p, cuya fuerza de campo, F̂9−p, está asociada a Fp+1 mediante la dualidad Hodge:

Fp+1 = ?10dF̂9−p (3.22)

3.2.4. Distintos tipos de teoŕıa de supercuerdas.

En la sección anterior se describ́ıan dos tipos de teoŕıas de supercuerdas cerradas, la de
tipo IIA y la de tipo IIB. Ambas contienen cuerdas cerradas orientadas en su modelo y N = 2
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supersimetŕıas locales; es decir, son invariantes bajo dos supercargas de Majorana-Weyl (de
distinta quiralidad en la teoŕıa IIA y de la misma quiralidad en la teoŕıa IIB).

En la teoŕıa IIA aparecen part́ıculas supercompañeras de los campos descritos que se
corresponden con gravitinos de quiralidad opuesta y esṕın 3/2, aśı como dos fermiones de
quiralidad opuesta y esṕın 1/2. La teoŕıa IIB también contiene algunos gravitinos, que en
este caso tienen igual quiralidad, y dos fermiones también con la misma quiralidad.

Además de las teoŕıas anteriores, también hay otros ejemplos de teoŕıas de supercuerdas,
como el caso de las supercuerdas heteróticas y las de tipo I. La teoŕıa de supercuerdas heteróti-
ca es una teoŕıa de cuerdas cerradas orientadas con una sola supersimetŕıa local (N = 1).
Una vez más, la teoŕıa contiene los campos GMN , BMN y φ, además de sus supercompañeros
fermiónicos. Más aún, existen 496 bosones gauge AaM (aśı como sus supercompañeros fer-
miónicos) asociados a generadores del grupo gauge, que puede ser E8×E8 o SO(32) (en cada
caso, definiéndose una teoŕıa de cuerdas heterótica distinta).

La teoŕıa de supercuerdas de tipo I es una teoŕıa de cuerdas abiertas y cerradas, sin orientar
(es decir, las worldsheets pueden definir superficies no orientables), con una supersimetŕıa
local (N = 1). Los campos sin masa que contiene la teoŕıa son los mismos que se observan
en la teoŕıa de supercuerdas heteróticas, pero con la única posibilidad de asociar los bosones
AaM al grupo gauge SO(32).

3.3. Teoŕıa no perturbativa.

A partir de lo desarrollado en este caṕıtulo y mediante la teoŕıa de perturbaciones, es
posible calcular amplitudes de interacciones en la teoŕıa de cuerdas. Sin embargo, las accio-
nes que se han introducido no son acciones del espaciotiempo, sino de la worldsheet. Esto
provoca que no se pueda definir de manera no perturbativa una integral de caminos, la cual
es importante para completar el estudio de los campos en el espaciotiempo.

3.3.1. Estados no perturbativos de p-branas.

Una consecuencia básica del estudio de la teoŕıa de cuerdas no perturbativa es que se
obtendrán estados de enerǵıa que no se podŕıan obtener en el sector perturbativo de la
misma.

Estados no perturbativos a bajas enerǵıas.

Para la obtención de los estados no perturbativos de la cuerda, se emplea como acción del
espaciotiempo una aproximación a bajas enerǵıas de una acción efectiva, como la denotada
por Seff en la expresión (3.5). A pesar de ser una aproximación a bajas enerǵıas, más adelante
se comprobará como las soluciones particulares descritas también son soluciones de la teoŕıa
completa.

Cada una de estas soluciones se asocia a una teoŕıa de supergravedad de 10 dimensio-
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nes distinta, la cual describe un tipo de supercuerda en particular. A partir de esta teoŕıa
se obtiene una solución de enerǵıa finita de las ecuaciones del movimiento, la cual describe
“bultos” de enerǵıa (regiones donde se puede localizar la enerǵıa) situados en determinadas
direcciones y que se extienden a lo largo de p dimensiones espaciales. Estas soluciones, inva-
riantes bajo una simetŕıa de Poincaré en p+1 dimensiones, son conocidas como p-branas; y la
región donde se localiza la enerǵıa se denomina worldvolume de la p-brana. Las caracteŕısticas
principales de este tipo de soluciones son las siguientes:

1. Por cada (p + 1)-forma obtenida en el espectro perturbativo sin masa de una cuerda,
existe una solución no perturbativa definida por una p-brana. Las soluciones para las
teoŕıas de supercuerdas introducidas se pueden observar en el cuadro 3.1.

2. La enerǵıa por unidad de volumen de cada brana es del orden de 1/gs, donde gs repre-
senta el acoplamiento a la cuerda.

3. La carga eléctrica de la p-brana se obtiene a partir de cada (p+ 1)-forma, mientras que
su carga magnética se obtiene a partir de la (7− p)-forma dual de las mismas.

4. Las soluciones son invariantes bajo la mitad de las transformaciones de supersimetŕıa
en la teoŕıa de vaćıos, es decir, son soluciones 1/2 BPS.

5. El worldvolume de cada p-brana define una teoŕıa de campos supersimétrica en (p+ 1)
dimensiones conocida, la cual contiene 9−p campos escalares reales, bosones de Golds-
tone por cada simetŕıa traslacional rota y distintos fermiones que pueden interpretarse
como Goldstinos.

Teoŕıa de cuerdas Branas (p+ 1)-forma Tensión

Tipo IIA F1, NS5 B2, B̂6 ∼ 1/g2
s

D0, D2, D4, D6, D8 C1, C3, Ĉ5, Ĉ7 ∼ 1/gs
Tipo IIB F1, NS5 B2, B̂6 ∼ 1/g2

s

D(-1), D1, D3, D5, D7 a, B̃2, C4, Ĉ6, Ĉ8 ∼ 1/gs
Heteróticas F1, NS5 B2, B̂6, ∼ 1/g2

s

Tipo I D1, D5 B̃2, Ĉ6 ∼ 1/gs

Cuadro 3.1: Soluciones de tipo p-brana en distintas teoŕıas de supercuerdas.

Estados no perturbativos en enerǵıas arbitrarias.

La obtención de los estados de enerǵıa ha empleado una aproximación a bajas enerǵıas de
una acción efectiva (es decir, se ha trabajado en la región α′ → 0). Los estados construidos
tienen la propiedad de ser estados BPS, y gracias a esta caracteŕıstica se pueden generali-
zar a estados de una acción general (con valores de α′ alejados de 0), como se muestra a
continuación.

En una teoŕıa supersimétrica, los multipletes supersimétricos de estados se obtienen a
partir de los supergeneradores de la misma. Los supergeneradores son divididos en operadores
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de creación y destrucción, y al definir un estado fundamental (el cual es aniquilado por
todo operador de destrucción), la actuación de los operadores de creación sobre este permite
obtener el multiplete.

Los estados no perturbativos que se han obtenido tienen una caracteŕıstica clave: son
soluciones 1/2 BPS, y la invariancia bajo la mitad de supersimetŕıas del estado se traduce
en que la mitad de operadores de creación lo aniquilan. El multiplete, por lo tanto, tendrá
la mitad de estados que un multiplete genérico. Para diferenciar ambos tipos de multiplete,
a menudo se les hace referencia como multiplete “corto” (al que tiene la mitad de estados) y
“largo” (al genérico).

La diferencia de estados entre un multiplete largo y uno corto es un indicativo de que
un estado BPS no podrá transformarse en un estsado no BPS mediante una transformación
continua de los parámetros del sistema (en particular, al aumentar el parámetro α′ que se
supone próximo a 0 en un principio).

El álgebra supersimétrica en presencia de p-formas incluye una serie de cargas centrales
Z(φ), es decir, operadores que conmutan con todos los supergeneradores y el hamiltoniano.
Las cargas centrales son funciones del espacio de moduli y aparecen en el álgebra mediante
la relación:

{QAα , QBα̇ } = δAB(σµ)αα̇Pµ + ZABαα̇ (φ), (3.23)

donde QAα y QBα̇ denotan los supergeneradores.

Si se denota a los operadores que aniquilan los estados BPS por QB, la parte izquierda
de la igualdad anterior quedaŕıa anulada anulada. La expresión se reduce entonces a una
igualdad entre la masa o tensión del objeto con su carga para este tipo de estados.

Las cargas a las que se hace referencia están cuantizadas; si se tiene en cuenta este
argumento, junto con el hecho de que un estado BPS no puede cambiar a un estado no BPS
cuando se modifican los parámetros de manera continua, se puede concluir que la tensión de
un estado BPS seguirá estando determinada incluso al incluir las correcciones en el parámetro
α′.

Esto demuestra que al encontrar un estado BPS en una aproximación a bajas enerǵıas de
supergravedad, existirá un estado en la teoŕıa completa que comparta su carga y tensión.

3.3.2. Dualidad en la teoŕıa de cuerdas.

Una p-brana puede tener un acoplamiento eléctrico a la 2-forma sin masa que contiene
la teoŕıa, de la misma manera que una cuerda puede tenerlo también. La solución de su-
pergravedad que describe la brana no es diferente del fondo que se genera por una cuerda
de la teoŕıa, por lo que las 1-branas con esta caracteŕıstica son conocidas como soluciones
fundamentales de la cuerda y se denotan por F1-branas.

El hecho de que aparezca esta cuerda fundamental de una manera similar a la que aparecen
otros tipos de p-brana, sugiere que todas las branas debeŕıan tratarse de la misma manera.
Esta idea también surge al notar que, a menudo, las soluciones de branas están relacionadas
entre śı por simetŕıas en la supergravedad, que se conocen como simetŕıas de U-dualidad.
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A la idea que se ha introducido se le conoce como democracia de p-branas [18]. Mediante
ella se podŕıa proponer una única teoŕıa detrás de todas las teoŕıas de cuerdas, y al estudiarse
un caso lejos del general (como el ĺımite de acoplamiento débil) es cuando unos estados son
más fundamentales que otros. El espectro de menor enerǵıa se obtendŕıa en este contexto al
cuantizar dichos estados fundamentales.

En la sección 3.1.1 se propońıa un ĺımite en el estudio perturbativo en la región ultravio-
leta, en el cual la teoŕıa pod́ıa describirse según la región infrarroja de un canal dual de la
teoŕıa. Volviendo al caso de las supercuerdas en 10 dimensiones, en el estudio no perturbativo
se encuentran branas “democráticas” con una relación análoga a la del estudio perturbativo:
el ĺımite de acoplamientos arbitrariamente grandes de una teoŕıa puede simplificarse median-
te una teoŕıa dual con acoplamientos débiles (la cual no tiene por qué contener supercuerdas
del mismo tipo), cuyos grados de libertad se corresponden con estados no perturbativos. La
tensión de los objetos puede describirse mediante una función del espacio de moduli gracias
a que los estados no perturbativos son estados BPS.

Auto-dualidad de la teoŕıa de supercuerdas de tipo IIB.

Esta sección describe un ejemplo en el estudio no perturbativo de supercuerdas de tipo
IIB, en el cual se observa como un acoplamiento fuerte en esta teoŕıa puede describirse
mediante una teoŕıa dual (también de tipo IIB) cuyo acoplamiento está relacionado con el
primero según la relación:

(gs)1 =
1

(gs)2
. (3.24)

Al estudiar la teoŕıa dual a la primera, hay que tener en cuenta también cual es la relación
entre las branas y los campos sin masa entre las teoŕıas:

Teoŕıa IIB (acoplamiento fuerte) ⇐⇒ Teoŕıa IIB (acolamiento débil)

Branas
F1, NS5

D3
D1, D5

D3

Campos
sin masa

τ = a+ ie−φ

GMN

B2

B̃2

C4

−1/τ
GMN

B̃2

B2

C4

Cuadro 3.2: Relación entre las branas y los campos sin masa de dos teoŕıas duales de tipo
IIB.

La transformación gs → 1/gs es conocida como una transformación de S-dualidad3. De-
bido a que se relaciona una teoŕıa de tipo IIB con otra teoŕıa del mismo tipo, se dice que es
una transformación de autodualidad. También resulta destacable que pertenece al subgrupo
de simetŕıa SL(2,Z) de la teoŕıa, el cual es un caso particular de U-dualidad.

3Se trata de una transformación equivalente a la descrita en la sección 2.2.1 para una teoŕıa N = 4 SYM.
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Red de dualidades.

Al recuperar la f́ısica que se puede observar en un espaciotiempo de 4 dimensiones a
partir de una geometŕıa con un mayor número de dimensiones (es decir, al compactificar el
espacio), el espacio de moduli se hace mayor. Esto permite tomar ĺımites más variados en sus
parámetros, que tienen como consecuencia un mayor número de relaciones de dualidad que
no resultan triviales.

Este hecho reafirma la idea introducida al principio de la sección sobre la democracia de
las p-branas: el mayor número de dualidades permite relacionar a las teoŕıas de supercuerdas
descritas al compactificarse, dando lugar a una red de dualidades. Una única teoŕıa que
describa todos los objetos BPS extendidos (como la M -teoŕıa) podŕıa estar detrás de cada
tipo distinto de supercuerda, el cual se obtiene al estudiar un ĺımite de la teoŕıa.

En la red de dualidades se pueden encontrar relaciones de S-dualidad entre las teoŕıas que
se relacionan, como en el caso de la auto-dualidad de la teoŕıa de tipo IIB. Otra dualidad
que puede existir es la T-dualidad, que relaciona dos teoŕıas que son equivalentes pero están
descritas en espaciotiempos distintos. Esta última dualidad relaciona las teoŕıas de tipo IIA y
tipo IIB, como prueban Dai, Leigh y Polchinski (1989) [19]. En la figura 3.4 se puede apreciar
distintas teoŕıas de supercuerdas relacionadas mediante este tipo de dualidades.

Figura 3.4: Red de dualidades para distintas teoŕıas de supercuerdas. Las relaciones de T-
dualidad son representadas mediante ĺıneas rojas, y las de S-dualidad mediante ĺıneas azules.
La relación de autodualidad en teoŕıas de tipo IIB se describe en la sección anterior; el resto
de S-dualidades aparecen descritas en [20]; la dualidad IIB - IIA es propuesta en [19]; y la
dualidad entre cuerdas heteróticas se discute en [21].

23



3.4. Las D-branas.

El concepto de Dp-brana fue introducido por Polchinski (1995) [22] con el objetivo de
estudiar el espectro de una teoŕıa de cuerdas alrededor de un cierto estado de p-brana. Este
tipo de branas se definen como hiperplanos extendidos en p + 1 dimensiones en un espacio
plano, de manera que la existencia de fluctuaciones de la teoŕıa alrededor de una p-brana se
corresponde con una cuerda abierta que sitúa uno de sus extremos dicha superficie.

La Dp-brana es un estado no perturbativo de la teoŕıa, y no aparece como un estado de
oscilación de la cuerda. Sin embargo, la cuantización de la misma permite obtener el espectro
de fluctuaciones de la teoŕıa alrededor de la p-brana.

Algunas de las propiedades de las que disponen Dp-branas son las siguientes:

La interacción de las branas con cuerdas cerradas se representa mediante diagramas
con la topoloǵıa de un disco, como se representa en la figura 3.5.

Las Dp-branas tienen una tensión y carga que se corresponden con las observadas en
las soluciones de p-branas de la supergravedad.

Una Dp-brana influye en el espacio (plano) donde se sitúa curvándolo y modificando la
solución completa de supergravedad.

Estas branas son invariantes bajo la mitad de supersimetŕıas (son estados 1/2 BPS).

Figura 3.5: Interacción de una Dp-brana con una cuerda cerrada (en este caso se acopla un
gravitón G y una (p+ 1)-forma Cp+1). Tomado de [23].

Es importante también señalar que no todas las p-branas de la teoŕıa de cuerdas son Dp-
branas (este es el caso, por ejemplo, de las NS5-branas); ni todas las teoŕıas de supercuerdas
contienen D-branas (por ejemplo, en la teoŕıa de cuerdas heteróticas). Algunas teoŕıas en las
que śı que aparecen D-branas son las teoŕıas de tipo IIB (D(2p+ 1)-branas), las de tipo IIA
(D2p-branas) y las de tipo I (D1, D5 y D9-branas).
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3.4.1. El worldvolume de la D-brana.

El worldvolume de una Dp-brana se extiende a lo largo de p + 1 direcciones espaciales,
con funciones de embedding x0, . . . , xp, en un espaciotiempo de 10 dimensiones plano. Los
estados de oscilación de menor enerǵıa de una cuerda abierta cuyos extremos están situados
en la brana se corresponden con bosones gauge Aµ, con 9 − p escalares yi (que a su vez se
corresponden con los bosones de Goldstone generados en la ruptura de las simetŕıas transla-
cionales del vaćıo a causa de la brana), y con algunos fermiones λa (los goldstinos asociados
a las supersimetŕıas del vaćıo que han sido rotas por la brana). Todos los campos se sitúan
en el worldvolume de la brana, definiendo aśı una teoŕıa de campos en p+ 1 dimensiones que
describe la dinámica de la misma.

Las Dp-branas (y las p-branas en general) son estados 1/2 BPS y por tanto la tensión
y carga que las caracteriza es la misma. Esto permite considerar configuraciones en las que
una cantidad arbitraria de branas son colocadas de manera paralela en distintos puntos del
espacio, de forma que la atracción gravitatoria que podŕıan sufrir entre ellas sea cancelada
con la repulsión entre sus cargas.

Si se considera, por ejemplo, el caso de las D3-branas en la teoŕıa de tipo IIB, el worldvo-
lume de una brana contiene un bosón vector U(1), seis escalares reales y cuatro fermiones de
Majorana (todos invariantes bajo el grupo U(1)). Si en lugar de considerar una única brana se
consideran N Dp-branas que coinciden en el mismo punto del espacio, hay N2 configuraciones
posibles de cuerdas abiertas con extremos en la brana (considerando que son orientadas, cu-
yos extremos inicial y final pueden localizarse en cualquiera de las N branas sin la necesidad
de estar en la misma). Esto provoca en el ejemplo que hayan N2 bosones gauge relacionados
según el grupo U(N), seis escalares reales y cuatro fermiones de Majorana.

Los modos que aparecen en las N Dp-branas coincidentes no tienen masa; pero si se
considera que hay una cierta separación entre las branas se traduce en la adquisición de masa
de algunos campos cuyo valor es el producto de la tensión de la cuerda por la separación
entre las branas (con separaciones lo suficientemente pequeñas se puede afirmar que la masa
es mucho menor que Ms).

Una manera de definir una acción efectiva para los modos de menor enerǵıa consiste en el
empleo de una acción en dos dimensiones asociada a la worldsheet en presencia de los campos
en supergravedad que han sido descritos anteriormente, y bajo la imposición de que existe
simetŕıa conforme. El acoplamiento de los campos a la worldsheet es descrito mediante un
término que se añade a la acción de Polyakov que expresa la acción en la frontera:

Sbdry =

∫
∂Σ
dxa∂aX

µ(σ, t)Aµ(X(σ, t)), (3.25)

donde Σ denota la worldsheet y ∂Σ su frontera. A partir de esta expresion se puede observar
como los extremos de la cuerda están cargados mediante la 1-forma Aµ del worldvolume de
la brana.

La acción efectiva que se obtiene se puede expresar a su vez como una suma de dos
acciones, S = SDBI + SWZ . En primer lugar, la denominada acción de Dirac-Born-Infeld
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(DBI) describe su parte bosónica y toma la expresión:

SDBI = −Tp
∫
dp+1xe−φ

√
−det(P [g]ab + P [B]ab + 2πα′Fab). (3.26)

En la acción de DBI aparecen campos pertenecientes al sector NS −NS de la teoŕıa, donde
el tensor Fab = ∂aAb − ∂bAa refleja el efecto de Aµ, que es un campo gauge U(1). La tensión
de la brana en p dimensiones está relacionada con α′ de la forma:

Tp = (2π)−pα′−(p+1)/2. (3.27)

Las expresiones P [g] y P [B] denotan el pullback de los campos g o B, respectivamente, es
decir, dadas unas funciones de embedding de la brana en el espaciotiempo XM :

P [g]ab = ∂XM

∂xa
∂XN

∂xb
gMN

P [B]ab = ∂XM

∂xa
∂XN

∂xb
BMN

(3.28)

A la acción anterior se le debe sumar el término que acopla a la brana las formas diferen-
ciales descritas en el sector R−R de la teoŕıa, conocido como acción de Wess-Zumino (WZ):

SWZ = µp

∫ ∑
q

P [Cq+1] ∧ eP [B]+2πα′F , (3.29)

donde aparece el factor µp = Tp/gs.

3.4.2. Dp-branas en teoŕıas de tipo IIB.

Las D-branas resultan ser una herramienta muy útil en las teoŕıas de cuerdas. Su popula-
ridad ha llevado a expresar las soluciones de supergravedad mediante un número grande de
D-branas con las mismas simetŕıas y cargas que capturan la dinámica de las mismas.

Si se considera una D-brana extendida a lo largo de p dimensiones espaciales, su espacio
transverso tendrá dimensión D − p − 1. En dimensión 10, la brana conserva las simetŕıas
Rp,1 × SO(p, 1) × SO(9 − p), y un ansatz que resuelve las ecuaciones del movimiento de la
gravedad de tipo IIB viene dado por:

ds2 = Hp(r)
−1/2ηabdx

adxb +Hp(r)
1/2dyidyi, (3.30)

eφ = gsHp(r)
(3−p)/4, (3.31)

Cp+1 =
(
Hp(r)

−1 − 1
)
dx0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxp, (3.32)

BMN = 0, (3.33)

donde xa (a = 0, . . . , p) son las coordenadas en el volumen del mundo, e yi (i = p+ 1, . . . , 9)
las coordenadas perpendiculares a la brana. Por otra parte, se define r de forma que r2 =∑9

i=p+1 y
2
i .
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Esta solución es la más simétrica en este tipo de supergravedad, y al considerar las ecua-
ciones del movimiento se obtiene que se debe cumplir:

�Hp(r) = 0, (3.34)

cuando r 6= 0. Esto implica que Hp(r) debe ser una función armónica de la forma:

Hp(r) = 1 +

(
Lp
r

)7−p
. (3.35)

En el ĺımite de grandes r, se recupera un espaciotiempo de Minkowski gracias a la defi-
nición de Hp(r) anterior. Por otra parte, Lp se obtiene mediante la carga de la solución de
la Dp-brana, la cual viene dada por Q = Nµp, siendo N el número de Dp-branas [15]. La
longitud caracteŕıstica Lp sigue por tanto la expresión:

L7−p
p = (4π)(5−p)/2Γ

(
7− p

2

)
gsNα

′(7−p)/2. (3.36)

En particular, si se consideran N D3-branas (conjunto que cobrará importancia en las
siguientes secciones), se obtiene la relación:

L4
3 = 4πgsNα

′2. (3.37)

3.4.3. Algunos usos de las D-branas en teoŕıas de cuerdas.

De la misma manera que se emplean D-branas para formular teoŕıas de supergravedad,
como la teoŕıa de tipo IIB, es frecuente afirmar en las teoŕıas que contienen cuerdas abiertas
que el extremo de dichas cuerdas siempre va a estar situado en una D-brana. Un ejemplo de
ello es la teoŕıa de supercuerdas de tipo I: en el vaćıo de la teoŕıa se encuentran cuerdas abiertas
cuyos extremos pueden estar en cualquier lugar de las diez dimensiones del espaciotiempo.
Esto se traduce en que el vaćıo contendrá una serie de D-branas que se extienden en todo el
espacio (D9-branas), y los bosones gauge de la teoŕıa formarán parte del worldvolume de las
mismas.

Hay más ejemplos de la utilidad de este tipo de branas en teoŕıas de cuerdas. La capacidad
de describir estados no perturbativos fue relevante en el estudio de la compactificación de
la teoŕıa de tipo IIB de espacios Calabi-Yau de Greene, Morrison y Strominger (1995) [24],
donde hay una singularidad de la acción efectiva en una parte del espacio de moduli. Esta
singularidad se obtiene a partir de una subvariedad del espacio descrita mediante los puntos
de C4 que cumplen z2

1 + z2
2 + z2

3 + z2
4 = ε, donde ε es el valor esperado de vaćıo de un campo

del espacio de moduli en 4 dimensiones, cuando se considera el caso ε = 0.

Para evitar la singularidad se puede notar la existencia de un estado no perturbativo
correspondiente con una D3-brana que cubre la subvariedad [25], aparentando ser un estado
que se corresponde con una part́ıcula. Para valores reales de ε, la subvariedad es una 3-esfera
S3 cuyo volumen se relaciona con la masa y la tensión de la brana de la forma MD3 = TD3VS3 ,
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obteniéndose por tanto una part́ıcula sin masa en el ĺımite ε → 0. Al considerar este estado
se puede conocer el espectro completo de la teoŕıa y, aśı, determinar por completo la acción.

Tras considerar este enfoque en los espacios de Calabi-Yau, el estudio de Greene, Morrison
y Strominger permitió comprobar la utilidad de las D-branas como mediadoras de transiciones
de fase en las que la topoloǵıa del espacio interno cambia. Este es el caso de un espacio
de Calabi-Yau en el que se consideran dos singularidades como la anterior, definiendo una
teoŕıa gauge a bajas enerǵıas en el espacio de moduli dada por el grupo N = 2 U(1) con
dos hipermultipletes cargados y sin masa. Los hipermultipletes pueden adquirir un valor
esperado de vaćıo en la rama de Higgs de la teoŕıa, lo cual se interpreta geométricamente
como la parametrización de una 2-esfera S2. Aśı, es posible describir un cambio de fase en
este contexto de una esfera S3 a una esfera S2 (primero, empleando una D3-brana como se
describ́ıa anteriormente y llevando el radio de la esfera al ĺımite ε → 0; y, posteriormente,
asociando un valor esperado al estado de vaćıo que aparece en el punto singular que se
obtiene).
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Caṕıtulo 4

La correspondencia AdS/CFT

En una teoŕıa de cuerdas en la que se describen Dp-branas, es posible considerar un
ĺımite de bajas enerǵıas en el cual todas las cantidades f́ısicas relativas a la teoŕıa gauge del
worldvolume de las branas permanezcan finitas. En este ĺımite, la dinámica del sistema se
reduce a una teoŕıa gauge cuántica en p + 1 dimensiones desacoplada de la gravedad. Por
este motivo, el conocimiento de las dinámicas perturbativas y no perturbativas de la teoŕıa
de cuerdas y de las D-branas permite estudiar las dinámicas de la teoŕıa gauge.

De esta manera se está relacionando a un nivel fundamental una teoŕıa de cuerdas, que
resulta ser una candidata para elaborar una teoŕıa de gravedad cuántica consistente; con una
teoŕıa cuántica de campos en un espaciotiempo plano, la cual no parećıa estar relacionada
con la gravedad cuántica a priori.

Esta correspondencia, que se conoce como correspondencia AdS/CFT (Anti-de
Sitter/Conformal Field Theory), supone además una aplicación del principio holográfico,
el cual postula que la información contenida en un volumen Vd+1 se puede obtener a partir
del área de su frontera, ∂Vd+1 [15] (en este contexto, se obtiene en la frontera del espacio AdS
la teoŕıa gauge).

4.1. La dualidad de Maldacena.

Considérese una teoŕıa de supercuerdas de tipo IIB en un espacio de Minkowski de 10
dimensiones. Considérese además N D3-branas paralelas y muy próximas entre śı (extendidas
a lo largo de las coordenadas x0, . . . , x3), donde se sitúan los extremos de las cuerdas abiertas
(este es el contexto de la sección 3.4.1, tomando p = 3). Las soluciones de supergravedad que
se obtienen fueron estudiadas en la sección 3.4.2, y al considerar p = 3 se obtiene:

ds2 = H(r)−1/2ηµνdx
µdxν +H(r)1/2dyidyi,

F5 = dC4 = (1 + ?)dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ (dH−1),

H(r) = 1 +
(
L3
r

)4
; L4

4 = 4πgsNα
′2; Q = Nµ3.

(4.1)
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La solución es de tipo 1/2 BPS y, por tanto, Q = M . En el caso de considerar una
pequeña variación en la masa, M + δM , la solución describiŕıa un horizonte de sucesos con
un pequeño radio r0 > 0, similar a un agujero negro de Schwarzschild, emitiendo aśı cierta
radiación térmica mediante su horizonte (conocida como radiación de Hawking).

Para comprender la correspondencia de Maldacena [1], es preciso estudiar el contexto
descrito desde dos enfoques que a priori son distintos.

Punto de vista 1.

Debido a que la teoŕıa se describe mediante D-branas, las excitaciones perturbativas
de la solución exacta se pueden describir mediante cuerdas cerradas, que se corresponden
con excitaciones fuera del worldvolume de la brana, en el espacio vaćıo; aśı como mediante
cuerdas abiertas, que describen las excitaciones de las propias branas. Las interacciones entre
las cuerdas pueden ser descritas mediante un lagrangiano efectivo que representaŕıa, por
ejemplo, la radiación de Hawking. Aśı, denotando a la acción asociada a este último como
Sint, hay dos contribuciones a la acción más que se están considerando: la que describe las
excitaciones de las cuerdas cerradas (Sbulk), asociada un lagrangiano de supergravedad de tipo
IIB que da lugar a un supermultiplete en 10 dimensiones y que está acoplada a los modos
masivos de la cuerda; y la que describe las excitaciones de las cuerdas abiertas (Sbrana),
asociada al lagrangiano de una teoŕıa N = 4 U(N) SYM que da lugar a un supermultiplete
con N = 4 en 4 dimensiones en adición con ciertos términos de mayor orden en derivadas.

La acción efectiva completa de las cuerdas tendrá por tanto una expresión de la forma:

S = Sbulk + Sbrana + Sint. (4.2)

La acción Sbulk se obtiene a partir de la acción de Polyakov, y adopta la expresión [15]:

Sbulk =
1

2κ2

∫
d10x
√
−ge−2φ

(
Rh + 4∂Mφ∂

Mφ
)

+ · · · ∼ −1

2

∫
d10x∂Mh∂

Mh+O(κ). (4.3)

En la expresión aparece el valor κ, dado por 2κ2 = (2π)7α′4g2
s ; el escalar de Ricci, Rh; y el

dilatón, φ, cuyo valor esperado se relaciona con la constante de acoplamiento de la forma
gs = eφ. La parte de la derecha de la expresión considera una expansión de la métrica de la
forma g = η+κh y desprecia las fluctuaciones de la métrica plana denotadas por h (el factor
κ en la expansión asegura que el término cinético de la acción para h pueda normalizarse de
manera canónica [15]). En la ecuación no se muestra de manera expĺıcita, sin embargo, los
términos que involucran las fuerzas de campo de las formas diferenciales que aparecen en la
solución, ni los campos fermiónicos.

Las acciones Sbrana y Sint se obtienen a partir de las acciones DBI y WZ para las branas.
Si se considera el caso en el que se coloca una sola brana y el campo de Kalb-Ramond se
anula, BMN = 0; que las coordenadas transversas a la brana tienen asociadas los ı́ndices
i, j = 5, . . . , 9; y que se toma el primer orden en α′ de las expansiones en e−φ y g = η + κh,
las expresiones que se obtienen son las siguientes:

Sbrana ∼ −
1

2πgs

∫
d4x

(
1

4
FµνF

µν +
1

2
ηµν∂µφ

i∂νφ
i +O(α′)

)
, (4.4)
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Sint ∼ −
1

8πgs

∫
d4x(κφ)FµνF

µν + · · · . (4.5)

La última expresión ha reescalado el dilatón φ por κ, de manera similar a la expansión en la
métrica, para que la normalización canónica sea posible [15].

Para generalizar las acciones a las asociadas a la consideración de N branas paralelas, es
preciso notar que los escalares y los campos gauge estarán representados por el grupo U(N),
por lo que para asegurar invariancia gauge es preciso tomar la traza sobre dicho grupo (tendrá
la forma φi = φiaTa, Aµ = AaµTa, donde Ta son los generadores de U(N)). Esto también influye
en el término cinético, que toma la forma F aµνF

aµν ; aśı como en las derivadas parciales, que
deben ser sustituidas por derivadas covariantes. Por último, aparece un potencial escalar en
la acción Sbrana en el orden más bajo de α′ de la forma:

V =
1

2πgs

∑
i,j

Tr[φi, φj ]2. (4.6)

El ĺımite a bajas enerǵıas se considera manteniendo fijos parámetros sin dimensión como el
acoplamiento a la cuerda gs o el número de branas N , pero estudiando el caso ls → 0 (α′ → 0;
esto justifica haber considerado anteriormente el menor orden en α′ en las expansiones). En
este ĺımite se obtiene lo siguiente:

Sbulk → SIIB: a bajas enerǵıas solo pueden ser excitados los estados sin masa de las
cuerdas cerradas. Al desacoplar los estados masivos de la acción, esta se reduce a una
acción de supergravedad.

Sbrana → SN=4 SYM: la acción de las cuerdas abiertas se corresponde exactamente con
la teoŕıa N = 4 SYM en el ĺımite de bajas enerǵıas, anulando los términos de mayor
orden en derivadas (identificando los valores 2πgs = g2

YM ).

Sint → 0: esto se debe a que la acción es proporcional a κ ∝ gsα′2, y un ĺımite de bajas
enerǵıas implica tomar α′ → 0. Esto provoca que los dos sistemas anteriores queden
desacoplados y no interaccionen entre ellos (es decir, la gravedad se vuelve libre a bajas
enerǵıas o, equivalentemente, a largas distancias).

Punto de vista 2.

Debido a que la teoŕıa se está describiendo mediante p-branas, es posible tomar un segundo
punto de vista a partir de las soluciones de supergravedad descritas al principio de la sección.
Si la métrica que se obtiene a partir del elemento de ĺınea ds2 de las expresiones (4.1) se denota
por gMN , es posible comprobar como dicha métrica no va a ser constante. En particular,
debido a que g00 no es constante, la enerǵıa de un objeto medida por un observador en una
posición constante r, Er, estará relacionada con la enerǵıa del mismo objeto medida por un
observador situado en el infinito, E, mediante un factor de redshift,

E =
√
−g00Er = H(r)−1/4Er. (4.7)
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Por otra parte, al considerar valores de r pequeños se obtiene que:

H(r)
r→0−−−→

(
L3

r

)4

. (4.8)

Consecuentemente habrá una relación de proporcionalidad E ∝ rEr que indica que la enerǵıa
para el observador situado en el infinito será arbitrariamente pequeña al tomar valores de r
cada vez más pequeños.

El ĺımite de bajas enerǵıas, por lo tanto, se obtiene en la región cerca del horizonte (al
considerar r → 0). En este contexto, el observador situado en el infinito aprecia dos tipos de
excitaciones (cuerdas cerradas que se propagan) desacopladas:

Part́ıculas sin masa que se propagan en el espaciotiempo, con longitudes de onda muy
grandes. En el ĺımite r → 0, la longitud de onda de las part́ıculas resulta mucho mayor
que la longitud caracteŕıstica L3, evitando que se acoplen con las excitaciones en la
región cerca del horizonte.

Excitaciones cerca de r = 0 que no son capaces de evitar el potencial gravitacional para
escapar a la región asintótica.

Más aún, la región cerca del horizonte adopta una geometŕıa caracteŕıstica de un espacio
AdS5 × S5. Para comprobar esto es preciso tener en cuenta que la métrica plana de R6,
descrita en las expresiones (4.1) por dyidyi, se puede escribir de manera equivalente como
dr2 + r2dΩ5, con dΩ5 el elemento de ĺınea de la esfera S5; aśı como recordar la forma que
toma H(r) descrita en la expresión (4.8):

ds2 =
r2

L2
3

(−dx2
0 + dx2

1 + dx2
2 + dx2

3) + L2
3

dr2

r2
+ L2

3dΩ5. (4.9)

Efectuando el cambio de variable r/L3 ≡ L3/z, se obtiene la nueva expresión:

ds2 = L2
3

−dx2
0 + dx2

1 + dx2
2 + dx2

3 + dz2

z2
+ L2

3dΩ5, (4.10)

donde se puede ver con mayor claridad un primer término que se corresponde con un espacio
anti-de Sitter (en el sistema de coordenadas de Poincaré), sumado al término que describe
una 5-esfera.

En la región cerca del horizonte, la expresión que toma la forma F5 es la siguiente:

H−1 −→
(
r
L3

)4

dH−1 −→ 4 r
3

L4
3
dr

F5 −→ (1 + ?)4 r
3

L4
3
dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dr = 4L4

3(1 + ?)ω5,

(4.11)

donde ω5 es la forma de volumen,

ω5 =

√
−g
L5

3

dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dr. (4.12)

Por lo tanto, teniendo en cuenta la expresión de L4
3 en (4.1), el flujo estará cuantizado en

unidades de N .
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Correspondencia entre los puntos de vista.

Se ha podido estudiar el sistema descrito desde dos puntos de vista distintos, obteniéndose
a su vez en cada uno de ellos dos sistemas desacoplados en el ĺımite de bajas enerǵıas. Uno
de los dos sistemas fue, en ambos casos, la supergravedad en un espacio plano. Es natural
asumir entonces una correspondencia entre el segundo sistema de cada punto de vista, es
decir, que una teoŕıa N = 4 U(N) Super Yang-Mills en 4 dimensiones es igual o dual a una
teoŕıa de supercuerdas de tipo IIB en un espacio AdS5 × S5.

Desde el punto de vista de la solución de supergravedad, la teoŕıa gauge se obtiene al
considerar el ĺımite r → ∞ (o el ĺımite z → 0), el cual se corresponde con un espacio de
Minkowski en la métrica y describe la frontera del espacio AdS5.

Además, es posible estudiar la región cerca del horizonte de forma más precisa. Si se
estudia el ĺımite α′ → 0, como en la discusión de la teoŕıa de campos descritos en la brana,
es preciso que la enerǵıa de los objetos que viven en esta región se mantenga fija para poder
considerar estados de las cuerdas arbitrariamente excitados. Esto implica que se debe fijar la
cantidad

√
α′Ep.

Al considerar valores pequeños de α′ y recordando la expresión (4.7), se puede afirmar
que la enerǵıa medida por un observador en el infinito será del orden E ∼ Ep r√

α′
=
√
α′Ep

r
α′ .

Las enerǵıas medidas en la teoŕıa de campos se corresponden con las medidas por este tipo de
observador, por lo que para mantener fija esta medida en el ĺımite r → 0, se debe mantener la
variable U ≡ r/α′ fija1. La métrica adquiere la siguiente expresión al introducir esta variable:

ds2 = α′
[

U2

√
4πgsN

(−dx2
0 + dx2

1 + dx2
2 + dx2

3) +
√

4πgsN
dU2

U2
+
√

4πgsNdΩ5

]
. (4.13)

Esta métrica es la que se obtiene cuando se consideran D3-branas situadas alrededor de
un punto del espaciotiempo a una distancia r. En la teoŕıa de Yang-Mills, fijar esta posición
se corresponde con asignar un valor esperado de vaćıo a un escalar (en este caso, la masa
de la cuerda con un extremo en el punto donde se colocan las D-branas y el otro situado en
r = 0; un valor proporcional a U que permanecerá fijo en el ĺımite de desacoplamiento).

La teoŕıa gauge U(N) que se describe en la brana es equivalente a la que se obtiene
mediante un producto de un multiplete vector U(1) y una teoŕıa gauge SU(N), salvo iden-
tificaciones ZN que solo afectan a simetŕıas globales. La teoŕıa de cuerdas dual, por otra
parte, se ve descrita por el grupo de simetŕıa SU(N): esto es debido a que todos los modos
interaccionan con la gravedad y no hay modos desacoplados. Para entender el significado del
multiplete U(1) en la teoŕıa de gravedad, se atiende con más precisión a las excitaciones que
pueden describir las cuerdas.

Los modos de vibración que se han descrito hasta ahora se situaban en el la región cerca
del horizonte (la región donde r toma valores próximos a 0). Además de ellos, hay una serie

1El ĺımite α′ → 0 en el cual se está manteniendo fijo r/α′ se conoce como ĺımite de Maldacena. Se trata
de un ĺımite equivalente al de la región cerca del horizonte en la solución de supergravedad, debido a que
L4

3
r4

= 4πgsN
α′2

r4
= 4πgsNU

−4α′−2 →∞, y por tanto r → 0.
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de modos (de valor propio nulo) que conectan esta región del espacio con el espacio que le
rodea (caracterizado por valores de r arbitrariamente grandes). Dichos modos son descritos
mediante 6 escalares y describen el movimiento del centro de masas de las branas, viéndose
representados por el grupo de simetŕıa U(1).

Al formularse la correspondencia AdS/CFT, se pueden incluir los modos anteriores y de
esta manera se relacionan dos teoŕıas con grados de libertad U(N) (esta relación ha sido la
introducida hasta ahora, y por tanto en ella se refleja la región que conecta la teoŕıa r → 0
con la teoŕıa de valores de r altos). También es posible atender a una correspondencia que no
los incluye, relacionando aśı la teoŕıa gravitacional en r → 0 con una teoŕıa N = 4 SU(N)
Super Yang-Mills.

Por último, la relación que existen entre los parámetros libres de la teoŕıa de Yang-Mills
(el parámetro N y el acoplamiento de Yang-Mills, gYM ) y los parámetros libres de la teoŕıa
de cuerdas (la relación L3/

√
α′ y la constante de acoplamiento de la cuerda en la teoŕıa de

gravedad, gs) viene expresada de la forma:

2πgs = g2
YM , 2g2

YMN = L2
3/α

′2. (4.14)

4.2. Validez de la correspondencia.

La dualidad AdS/CFT relaciona una teoŕıa de cuerdas en su ĺımite a bajas enerǵıas y en
presencia de D3-branas con una teoŕıa N = 4 SYM SU(N) en cuatro dimensiones en la fron-
tera del espacio AdS5. En esta sección se profundiza en los ĺımites donde la correspondencia
resulta válida.

En primer lugar, para poder tomar la aproximación de supergravedad en la teoŕıa de
cuerdas, es necesario que se cumplan una serie de condiciones:

Para evitar que la teoŕıa sea sensible a la extensión finita de la cuerda, es necesario que
la curvatura del espacio ambiente dado por la ecuación (4.13), L3, sea mucho mayor que
la longitud de la cuerda: L3 =

√
α′(4πgsN)1/4 �

√
α′ = ls. Esto sitúa la aproximación

en el ĺımite λ ≡ 2πgsN = g2
YMN � 1. En caso contrario podŕıan aparecer estados

masivos de la cuerda a bajas enerǵıas junto con los campos sin masa de supergravedad.

Para evitar correcciones cuánticas en la cuerda, gobernadas por gs, la aproximación se
sitúa en el ĺımite gs → 0.

El ĺımite donde se sitúa la aproximación se obtiene, por tanto, al considerar gs → 0 y N →∞
manteniendo constante el denominado acoplamiento de ’t Hooft, λ, de manera que cumpla
λ� 1.

En una teoŕıa gauge con campos adjuntos, los parámetros de expansión serán λ y 1/N . Si
solo hay campos adjuntos, la dependencia de las amplitudes con los parámetros de expansión
es de la forma [28]:

∼ (g2
YMN)LN1−2h, (4.15)
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donde L es el número de loops o bucles en el diagrama de Feynman y h el número de asas
de la superficie donde se sitúa la interacción representada por el diagrama.

La expresión anterior permite ver como los diagramas que no pueden dibujarse sobre
una superficie plana estarán multiplicados por factores 1/N2. Esto tiene como consecuencia
que en el ĺımite N → ∞, donde g2

YMN permanece fijo (conocido como ĺımite de ’t Hooft),
los diagramas planos tengan una amplitud mucho mayor que permite despreciar el resto de
diagramas. Es posible realizar una expansión perturbativa sobre la constante de acoplamiento
λ, requiriendo por lo tanto λ� 1 (al contrario que en la aproximación de supergravedad).

Es por este motivo que la correspondencia es considerada una dualidad: las dos descripcio-
nes que son asociadas son válidas en regiones completamente opuestas. Esto también provoca
que sea dif́ıcil comprobar dicha dualidad, ya que en cada régimen solo es posible emplear una
de las dos descripciones del sistema.

La validez de la correspondencia AdS/CFT puede ser una cuestión más compleja que lo
descrito en esta sección. Hay distintas versiones de la dualidad que difieren en los ĺımites para
los cuales ésta será cierta, y cada una de ellas tiene una serie de dificultades asociadas:

La versión más débil de la correspondencia postula que para que sea cierta, la apro-
ximación de supergravedad de la teoŕıa de cuerdas debe poder realizarse y, por tanto,
será preciso que el valor λ = 4πgsN sea siempre grande. Este punto de vista ha sido el
que se ha tomado en el resto del caṕıtulo.

Una versión algo más fuerte afirma que la correspondencia es válida para cualquier
gsN finito, siempre que N →∞ y gs → 0. Esto permite identificar las correcciones del
acoplamiento de la cuerda y la worldsheet cuyo factor es α′/L2

3 = 1/
√
λ, pero no se

puede comprobar si las correcciones de factor 4πgs = g2
YM = λ/N2 también coincidirán.

La versión más fuerte de la dualidad, y la que se piensa que es la versión correcta,
afirma que la correspondencia es válida para cualquier valor de gs y N , a pesar de que
los cálculos solo puedan ser realizados en determinados ĺımites.

Los cálculos que se puedan realizar de manera exacta bajo estas aproximaciones resultan
de gran interés, ya que en caso de poder realizarse suponen pruebas “experimentales” de la
validez de la dualidad en estos reǵımenes.

4.2.1. Técnicas de localización en la teoŕıa de campos.

Las técnicas de localización supersimétrica son herramientas capaces de conectar la teoŕıa
N = 4 SYM con una teoŕıa de cuerdas para cualquier valor de gs, requiriendo tan solo que
el valor de N sea suficientemente grande. En esta sección permitirán realizar los cálculos
correspondientes con la teoŕıa conforme en la región λ � 1, donde se pod́ıan despreciar los
diagramas que no fuesen planos al realizar una expresión sobre 1/N , pero ahora no es posible
realizar una expansión perturbativa sobre la constante de acoplamiento.

Un operador con un dual holográfico bien definido que además puede ser calculado me-
diante estas técnicas de localización, es el loop de Wilson. Se trata de un observable invariante
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gauge (obtenido a partir de la holonomı́a de la conexión gauge alrededor de un loop [29])
definido de la forma:

WR(C,n) =

〈
TrRP exp

[∮
C
ds(iẋµAµ + |ẋ|nIΦI)

]〉
. (4.16)

El operador está caracterizado por un contorno C = {xµ(s)|s ∈ (0, 2π)} en el espaciotiempo
4-dimensional, un contorno en S5 parametrizado por un vector unidad 6-dimensional nI , y por
una representación R del grupo gauge U(N) (en la representación fundamental, esta etiqueta
se omitirá). Además, aparece el operador de orden de caminos P (path-ordering operator), el
cual ordena los factores del campo gauge que surgen al expandir la exponencial siguiendo el
orden en el que se insertan en el contorno. En esta sección se van a considerar loops de tipo
espacial y, por tanto, se va a obtener siempre que ẋ > 0.

El loop de Wilson resulta invariante local bajo transformaciones de supersimetŕıa. Para
mostrar esto, se muestra la expresión de una variación por supersimetŕıa del operador:

δεW =

〈
TrRP

∮
dt ε(iẋµγµ + |ẋ|γ5nIΓI)Ψexp

[∫ t+2π

t
ds(iẋµAµ + |ẋ|nIΦI)

]〉
. (4.17)

La combinación de las matrices de Dirac que aparecen en la variación es degenerada debido
a que nI es un vector unitario:

(iẋµγµ + |ẋ|γ5nIΓI)
2 = 0. (4.18)

Esto permite reescribir la expresión de la forma:

ε(iẋµγµ + |ẋ|γ5nIΓI)Ψ = iεP+ẋµγµΨ, (4.19)

haciendo uso de proyectores que se definen como sigue:

P± = 1± i ẋ
µ

|ẋ|
γµγ

5nIΓI . (4.20)

Si se toma ε = ε0P− y se considera constante (lo cual no es trivial al haber dependencia
con el vector ẋµ), la variación supersimétrica del loop de Wilson se anula. Este seŕıa el caso,
por ejemplo, si C describe una ĺınea recta. No considerar el parámetro de variación constante
refleja de manera más general la dependencia con el espaciotiempo, pero aparece un contorno
sobre S5 no trivial y correlacionado con el contorno sobre el espaciotiempo C [30].

La invariancia local es suficiente para evitar divergencias a la región ultravioleta en los
loops de Wilson, debido a que dichas divergencias surgen de pequeñas variaciones de un
campo cuántico y, a bajas distancias, una curva derivable se comporta como una recta.

Un loop de Wilson algo más complejo que el descrito en el caso completamente super-
simétrico, es el loop invariante bajo transformaciones superconformes. Si bien no estará com-
pletamente protegido de posibles correcciones cuánticas, este operador resultará invariante
bajo transformaciones de la forma:

ε = η + χxµγµ, (4.21)
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que son transformaciones superconformes debido a que ε es una función lineal de xµ. En la
expresión aparecen además dos espinores de Majorana-Weyl arbitrarios e independientes de
las coordenadas, η y χ. El caso más simple, el loop circular, puede ser calculado de manera
exacta mediante localización, aśı como partiendo de un enfoque desde la teoŕıa dual según la
correspondencia AdS/CFT.

En primer lugar, para comprobar que este operador es invariante bajo la mitad de trans-
formaciones superconformes, se va a considerar que el loop está situado en el plano que
forman las direcciones cuyo ı́ndices asociados son µ = 2 y µ = 3. Esto permite establecer las
siguientes identificaciones:

ẋa = εabxb, γaγ
5 = εabγ

0γ1γb, (4.22)

donde los ı́ndices a y b recorren las direcciones del plano. Bajo estas expresiones, los proyec-
tores definidos en (4.20) se describen de la forma:

P± = 1± iγ0γ1nIΓIx
aγa. (4.23)

Un loop de Wilson cuya curva C está situada en un plano como el que se describe, en
general, conmuta con 4 de las 16 supercargas de la teoŕıa, probando ser una solución de tipo
1/4 BPS [30]. En este plano se cumple la relación xaγa = xµγµ, lo que permite que en el
caso del loop circular un espinor de la forma ε = ε0P− (con ε0 constante) tenga la forma
de variación superconforme descrita en la expresión (4.21). Esto supone una relación del
operador de Wilson con el que define C al ser una ĺınea recta mediante una transformación
conforme [31], y por este motivo el operador será de tipo 1/2 BPS.

El valor esperado de un loop con estas caracteŕısticas puede ser calculado mediante técni-
cas de localización2. Para ello, la integral de caminos definida en S4 localiza los modos de
valor propio nulo de uno de los campos escalares (que por consistencia, es el mismo que apa-
rece en el operador del loop de Wilson) y la función de partición se queda reducida al modelo
matricial gaussiano hermı́tico:

Z =

∫
dN

2
Φe−

8π2N
λ

TrΦ2
. (4.24)

El motivo por el que se considera la integral definida en S4 es que en una teoŕıa conforme
(como la teoŕıa N = 4 SYM) las funciones de correlación en la esfera son equivalentes a las
del plano R4. En el modelo sobre la esfera, el loop de Wilson cuya curva se sitúa en el ecuador
de la misma (la cual se denota por Cesf ) se reduce al promedio de la exponencial [32]:

WR(Cesf ) = 〈TrRe
2πΦ〉. (4.25)

El valor esperado en la representación fundamental del grupo gauge puede ser calculado de
manera exacta [33], empleando los polinomios de Laguerre denotados por Lmn (x):

W (Cesf ) = e
λ
8N L1

N−1

(
− λ

4N

)
. (4.26)

2Esto se debe a que el generador empleado para la localización en la integral de caminos se encuentra entre
las supersimetŕıas que preserva el el loop de Wilson [32].

37



Para poder emplear más adelante la correspondencia AdS/CFT, es necesario situarse en el
ĺımite de grandes N . La función de partición puede expresarse, denotando los valores propios
del modelo matricial por ai, aj , de la forma [34]:

Z =

∫
dNa

∏
i<j

(ai − aj)2e−
8π2N
λ

∑
i a

2
i . (4.27)

Los valores propios que minimizan la acción efectiva satisfacen las ecuaciones:

1

N

∑
j 6=i

1

ai − aJ
=

8π

λ
ai, (4.28)

que se obtuvieron al aplicar la aproximación de punto de silla (la cual resulta exacta en el
ĺımite N → ∞). Estas suponen una condición de equilibrio de N part́ıculas que se repelen
entre śı de manera logaŕıtmica según un mismo potencial armónico. Esta repulsión evita que
los valores propios se sitúen en el mı́nimo del potencial, provocando una distribución discreta
de dichos valores. En el ĺımite de grandes N se reemplaza el caso en el que se toman un
conjunto discreto de valores propios por toda una distribución cont́ınua, cuya expresión es la
siguiente:

ρ(x) =
1

N

∑
i

δ(x− ai). (4.29)

Con ayuda de esta expresión de la distribución, se puede reescribir la condición (4.28) de la
forma: ∫ µ

−µ

dyρ(y)

x− y
=

8π2

λ
x, x ∈ (−µ, µ). (4.30)

El valor de µ de la ecuación se determina a partir de la condición de normalización. Si
este valor es fijo y se cumple ρ(±µ) = 0, la solución será única [35], y será la distribución
semicircular de Wigner :

ρ(x) =
2

πµ2

√
µ2 − x2, donde µ =

√
λ

2π
. (4.31)

A partir de la ecuación (4.25) y con las expresiones sobre la distribución de valores propios,
se obtiene que [36]:

1

N
W (Cesf ) =

∫ µ

−µ
dxρ(x)e2πx =

2√
λ
I1(
√
λ), (4.32)

donde Iν(z) es una función de Bessel modificada. En el régimen de acoplamiento fuerte,
en el cual λ toma valores altos, estas funciones tienen un comportamiento asintótico de la
forma [37]:

Iν(z) ∼ ez√
2πz

∞∑
k=0

(−1)kak(ν)

zk
+
ie−z+πνi√

2πz

∞∑
k=0

ak(ν)

zk
, (4.33)

denotando por ak(ν) a las funciones:

ak(ν) =
(−1)k

2kk!
(
1

2
+ ν)k(

1

2
− ν)k (k ≥ 0), (4.34)
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y tomando3 (a)k = Γ(a+ k)/Γ(a) = a(a+ 1) · · · (a+ k− 1). Aśı, para acoplamientos fuertes,
se obtiene a primer orden en 1√

λ
(y teniendo en cuenta que el segundo sumatorio se vuelve

despreciable al estar multiplicado por e−
√
λ):

1

N
W (Cesf ) ∼

√
2

π
λ−3/4e

√
λ. (4.35)

La expresión (4.35) se trata de un resultado expĺıcito calculado a partir de la integral de
caminos de la teoŕıa SYM en el ĺımite λ � 1. El valor esperado del loop de Wilson en la
representación fundamental, según la correspondencia de Maldacena, se corresponderá con la
amplitud de la teoŕıa de supergravedad dada por:

W (C,n) =

∫
DhabDXMDθαe−

√
λ

2π
Scuerda . (4.36)

Se ha denotado al campo interpretable como métrica de la worldsheet por hab, la cual es
riemanniana al ser un loop de tipo espacial; a la función de embedding de la cuerda por
XM ; y a los fermiones de la worldsheet por θα. En el análisis clásico que se está realizando,
basta con considerar que la acción de la cuerda denotada por Scuerda es la parte bosónica del
modelo sigma no lineal en supercuerdas bajo una métrica riemanniana. La acción de dicho
modelo fue descrita en la expresión (3.9), sobre la cual se considera que está situado en un
espacio AdS5, y por lo tanto aparece una coordenada más que en el espaciotiempo plano en
4 dimensiones, denotada por Z(σ, t); se toma unas unidades adecuadas en la longitud de la
cuerda que permitan identificar α′ = 1

2π ; y se considera sin pérdida de generalidad que el
término asociado al área de la worldsheet es GMN (X) = 1:

Scuerda =
1

2

∫
dtdσ

√
hhab

1

Z2
(∂aX

µ∂bXµ + ∂aZ∂bZ) + · · · (4.37)

Es necesario que la curva C asociada al loop de Wilson esté situada en la frontera del
espacio AdS (en el punto z = 0 según el sistema de coordenadas de Poincaré, descrito en
la métrica (4.10)) para justificar el estudio del operador desde el punto de vista de la teoŕıa
conforme de campos. Esto provoca una serie de condiciones de frontera sobre las funciones
de embedding de la worldsheet, de la misma manera que lo hace nI sobre la 5-esfera:

Xµ(σ, 0) = xµ(σ), Z(σ, 0) = 0, N I(σ, 0) = nI(σ), (4.38)

donde N I(σ, t) denota el vector normal a S5 en cada punto.

En el régimen de fuertes acoplamientos, λ→∞, la integral de caminos de la cuerda se ve
saturada por un punto de silla y el valor esperado para el loop de Wilson será el que minimice
el área de la worldsheet. Esto permite calcular este valor mediante las simetŕıas del problema,
tratando de encontrar una superficie en el espacio AdS que forme un ćırculo en su frontera.

Si la curva C fuese una ĺınea recta caracterizada por xµ(σ) =
nµ1
2R + σnµ2 , con nµ1 y nµ2

dos vectores unitarios ortogonales y R una constante, la superficie minimal se obtendŕıa de
manera trivial:

Xµ =
nµ1
2R

+ σnµ2 , Z = t, (4.39)

3La notación empleada se conoce como śımbolo de Pochhammer.
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que se corresponde con el embedding de un hiperplano AdS2 en AdS5.

Para obtener la superficie minimal en la que C = Cesf describe una circunferencia, es
posible aplicar una isometŕıa en la métrica del espacio AdS5 que se traduce, en la frontera,
por una inversión y una traslación:

X
µ

=
Xµ

Z2 +X2
−Rnµ1 , Z =

Z

Z2 +X2
. (4.40)

La transformación descrita mantiene invariante la acción de la cuerda, por lo que sus ecua-
ciones de movimiento serán también ecuaciones de movimiento transformadas de la acción
original. Al aplicarse este cambio a las igualdades (4.39), y transformando a su vez las coor-
denadas de la worldsheet de la forma:

tanh t =
t

R

1
1

4R2 + t2 + σ2
, tanσ =

σ

R

1
1

4R2 − t2 − σ2
, (4.41)

se obtiene la superficie minimal buscada, descrita por:

X
µ

=
R

cosh t
(nµ1 cosσ + nµ2 sinσ), Z = R tanh t (4.42)

Esta solución describe una semiesfera en el espacio AdS, ya que cumple X
2

+ Z
2

= R2.
La curva descrita al tomar t = 0 cumple las condiciones de frontera propuestas anteriormente
y, por tanto, es un ćırculo situado en el gauge conforme. Para calcular el área se puede tomar
en la acción de la cuerda que hab = δab. La divergencia que aparece en la integral sobre t

debido al factor 1/Z
2

se puede regularizar mediante un cutoff Z < ε [38], y aplicando sobre
el área regularizada (más adelante denotada por Scuerda,ren) un operador 1 + ε ∂∂ε . Al aplicar
este procedimiento y tomar el ĺımite ε→ 0, se obtiene:

Scuerda,ren(Cesf ) = 2π ĺım
ε→0

(
1 + ε

∂

∂ε

)∫ ∞
ε

dt

sinh2 t
= −2π. (4.43)

Aśı, el valor esperado del loop de wilson para grandes λ es el siguiente:

W (Cesf ) ∼ e
√
λ. (4.44)

Este resultado es perfectamente compatible con (4.35) [36]. El factor N que aparece en
el cálculo se corresponde con fluctuaciones de la cuerda alrededor de la superficie minimal
calculada [39]; el factor λ−3/4 se asocia a la simetŕıa SL(2,R) de la función de partición del
disco [33]; y la constante numérica se asocia a fluctuaciones [40] aśı como a la estructura y
normalización de la integral de caminos [41].

4.3. Relación entre los operadores de la teoŕıa gauge y los
campos de la teoŕıa de gravedad.

Una vez propuesta la correspondencia entre la teoŕıa N = 4 SYM y la supergravedad en
AdS5, en esta sección se estudiará la relación entre los operadores invariantes gauge de la
primera teoŕıa con los campos de la última.
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Un operador gauge en la teoŕıa conforme, O, queda caracterizado por sus dimensiones
conformes, ∆, y su ı́ndice de representación en el grupo gauge que representa las simetŕıas
internas, In. Las simetŕıas internas mencionadas son las R-simetŕıas discutidas en la sección
2.2.1, y el grupo gauge al que pertenecen es SO(6) = SU(4); este grupo se corresponde con
la simetŕıa de la esfera S5 en el espacio AdS5 × S5. El espacio AdS5 tendrá una isometŕıa
con el grupo de simetŕıas conformes, SO(2, 4) (el cual se estudia en la sección 2.2.1, al igual
que el grupo SO(6)). Por último, es preciso que el operador O sea invariante gauge ya que
no hay un grupo gauge en la teoŕıa de supergravedad.

En la teoŕıa de cuerdas, O se corresponderá con un campo. En particular, esto será cierto
en el ĺımite de supergravedad, en el cual se va a limitar la discusión. Con el objetivo de
ver esta correspondencia, es posible realizar una expansión de un campo de supergravedad
en armónicos esféricos en S5: estos modos actúan de manera similar a los modos de una
expansión de Fourier y pueden ser tomados al ser S5 un espacio compacto.

El campo escalar queda expandido de la forma:

φ(x, y) =
∑
n

∑
In

φIn(n)(x)Y In
(n)(y). (4.45)

En la expresión aparecen las coordenadas en AdS5 representadas por x y las coordenadas en
S5 por y. El armónico esférico, Y In

(n)(y), actúa como un modo de Fourier de la forma einx/L3 ,
donde el orden de la expansión viene denotado en ambos casos por n.

El campo que existe en el espacio AdS (y tiene masaM), φIn(n)(x), será el que se corresponde

con un operador en la teoŕıa gauge (de dimensión conforme ∆), OIn(n). La relación entre ∆ y
M para un espacio AdSd+1 de dimensión más general viene dada por:

∆ =
d

2
+

√
d2

4
+M2L2

3. (4.46)

Más aún, si en lugar de considerar un campo escalar se considera una p-forma diferencial
en un espacio AdSd+1, la relación (∆ − p)(∆ + p − d) = M2L2

3 permite obtener la siguiente
expresión:

∆ =
d

2
+

√
d2

4
+M2L2

3 − p(p− d). (4.47)

Una reducción dimensional en S5 vendrá determinada por el orden más bajo de la expan-
sión, proporcionando aśı una teoŕıa de supergravedad en AdS5. Es preciso notar que en este
espacio, al contrario que en un espaciotiempo plano, no es necesario que se cumpla M2 ≥ 0
para que el campo sea estable. Para que la estabilidad sea garantizada basta con que la
dimensión ∆ sea real (esto se conoce como cota de Breitenlohner-Freedman). En un campo
escalar, esto se traduce en la condición:

M2L2
3 ≥ −

d2

4
. (4.48)

Una prueba de este ĺımite se puede obtener a partir de la acción del campo escalar libre
en el espacio AdS,

S = −C
2

∫
dzddx

√
−g
(
gmn∂mφ∂nφ+M2φ2

)
, (4.49)
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donde C es una constante proporcional a N2 y M la masa del escalar. Si además el campo
es de la forma φ = φ(z) (y teniendo en cuenta la expresión de gmn), la acción tiene la forma:

S = −CL
d−1
3

2

∫
dzddx

1

zd+1

(
z2∂zφ∂zφ+M2L2

3φ
2
)

(4.50)

Un cambio de coordenadas y = lnz junto con un reescalado del campo escalar dado por
φ = zd/2φ reduce la acción (salvo términos frontera) a la expresión:

S = −CL
d−1
3

2

∫
dyddx

(
∂yφ∂yφ+

(
M2L2

3 +
1

4
d2

)
φ2

)
. (4.51)

Esta última expresión puede interpretarse como la acción de un campo escalar de masa
M2
effL

2
3 = M2L2

3 + 1
4d

2 en un espaciotiempo plano. La condición (4.48) se deduce al notar

que en un espaciotiempo plano, la teoŕıa de campos solo es consistente para M2
eff ≥ 0.

4.4. La correspondencia en el espectro.

La expansión descrita en la ecuación (4.45) da lugar a una torre de campos φ(n) en
supergravedad. A su vez, el operador O da lugar a una torre similar de operadores en la
teoŕıa gauge que se corresponden con una representación definida de un grupo de simetŕıa.
En esta sección se pretenden identificar los componentes más bajos de las torres, como debeŕıa
ocurrir al identificarse los dos tipos de teoŕıa, aśı como se comparan las masas de los campos
con las dimensiones conformes de los operadores.

Para obtener el espectro de operadores en el grupo de simetŕıa conforme, SO(2, 4), se
actúa sobre O con el operador Pµ como si se tratase de un operador de creación. Sin embargo,
al considerar la supersimetŕıa, el grupo de la teoŕıa es SU(2, 2|4) y hay un mayor número
de representaciones (debido a que hay una mayor cantidad de simetŕıas y, por tanto, se
obtendrá un mayor número de campos o de “operadores de creación”). A pesar de que esto
supondŕıa que la representación de supersimetŕıa N = 4 en cuatro dimensiones tuviese 216

operadores primarios, obtenidos por sus 16 supercargas, es preciso recordar que los estados no
perturbativos de la supergravedad son de tipo 1/2 BPS: se puede obtener un supermultiplete
“corto” a partir de los operadores quirales primarios, que son aquellos que son aniquilados
por alguna combinación de las supercargas.

La dimensión conforme de los operadores quirales primarios está determinada únicamente
por la carga de R-simetŕıa, ya que la masa de este tipo de estados es igual a dicha carga (y
a partir de la masa se obtiene ∆ según la expresión (4.47)). Es por este motivo que, a pesar
de estar trabajando en una región de la teoŕıa gauge no perturbativa (λ � 1), no habrán
correcciones cuánticas sobre la dimensión conforme; estas correcciones se traduciŕıan a su
vez en correcciones cuánticas sobre la R-carga, lo cual es imposible debido a la relación de
igualdad entre la carga y la masa que dejaŕıa de respetarse. Esto prueba que la dimensión ∆
será igual independientemente del valor de λ y, por tanto, se puede aplicar la correspondencia
AdS/CFT para calcular su valor.
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Los modos de supergravedad de la teoŕıa AdS5 se corresponderán con campos quirales
primarios de la teoŕıa SYM, mientras que los campos generados por perturbaciones de las
cuerdas estarán, en general, en el supermultiplete grande. En particular, hay 6 tipos de campos
escalares de supergravedad en AdS5, los cuales se corresponden con las 6 representaciones
quirales primarias siguientes (donde los campos de la teoŕıa gauge quedan denotados por

φI , λαA, λ
A
α̇ y Aµ):

O ≡ Tr
(
φ(I1 · · ·φIn)

)
, de dimensión ∆ = n (hay n campos de dimensión 1) y con masas

de los campos dadas por M2L2
3 = n(n− 4) (n ≥ 2).

Q2On+2(≡ εαβ {Qα, [Qβ,On]}) = Tr
(
εαβλαAλβBφ

I1 · · ·φIn
)
, de dimensión ∆ = n + 3

(la dimensión de λ es 3/2) y masas M2L2
3 = (n+ 3)(n− 1) (n ≥ 0).

Q4On+2 = Tr
(
FµνF

µνφI1 · · ·φIn
)
, de dimensión ∆ = n + 4 (Aµ tiene dimensión 1) y

masas M2L2
3 = n(n+ 4) (n ≥ 0).

Q2Q
2On+4 = Tr

(
εαβεα̇β̇λαA1λβA2λ

B1

α̇ λB2

β̇
φI1 · · ·φIn

)
, de dimensión ∆ = n+ 6 y masas

M2L2
3 = (n+ 6)(n+ 2) (n ≥ 0).

Q4Q
2On+4 = Tr

(
εαβλαAλβBF

2
µνφ

I1 · · ·φIn
)
, de dimensión ∆ = n+ 7 y masas M2L2

3 =
(n+ 3)(n+ 7) (n ≥ 0).

Q4Q
4On+4 = Tr

(
F 4
µνφ

I1 · · ·φIn
)
, de dimensión ∆ = n+8 y masas M2L2

3 = (n+4)(n+8)
(n ≥ 0).

El cálculo de las masas de cada campo se ha realizado mediante la relación descrita en
(4.47). El hecho de que se obtenga mediante este método unos valores de masa iguales a los
que se obtienen al estudiar los campos sin considerar la correspondencia AdS/CFT puede
considerarse una prueba “experimental” de la validez de esta correspondencia.
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Caṕıtulo 5

D3-branas en un espacio Anti-de
Sitter

En este caṕıtulo se va a atender de manera más concreta a las caracteŕısticas de un
espacio Anti de-Sitter en el que se colocan N D3-branas. El estudio parte del ansatz para
las soluciones en supergravedad descrito en la sección 3.4.2, el cual se volvió a emplear en el
caṕıtulo 4 demostrando su compatibilidad con la correspondencia de Maldacena. El ansatz
supone una solución de una teoŕıa de tipo IIB cuya métrica tiene un comportamiento propio
de un espacio AdS5 × S5 en su región cerca del horizonte.

En una teoŕıa de tipo II hay un acoplamiento entre cuerdas cerradas y cuerdas abiertas,
y dado que estas últimas solo tienen una supersimetŕıa que mantiene invariante la condición
sobre sus extremos, la teoŕıa es invariante bajo N = 1 supersimetŕıa. Si no hay ninguna
D-brana, el espacio vaćıo es invariante bajo N = 2 supersimetŕıas: esto vuelve a señalar que
las D-branas en la teoŕıa II pueden ser interpretadas como p-branas, que son estados 1/2 BPS
invariantes bajo la mitad de las supersimetŕıas.

La consistencia en la identificación entre D-branas y las soluciones de supergravedad de
p-branas se ve reflejada en distintos aspectos. En ambos casos, la carga surge al acoplar de
manera natural el worldvolume de la brana a una (p+ 1)-forma diferencial Cp+1, por lo que
cada tipo de brana tendrá asociada una carga R−R. La carga de las D-branas está cuantizada
debido a que son soluciones de tipo 1/2 BPS, al igual que ocurre con la carga de las p-branas
al estudiarla más allá del ĺımite clásico (la carga clásica de este último tipo de brana no está
cuantizada). Más aún, la tensión de una D-brana se comporta de forma ∼ 1/gs, causando
que su acción sea de tipo solitónico (en el cuadro 3.1 se mostraba una dependencia entre el
tipo de D-brana con el comportamiento de la tensión); esto ocurre de igual manera con la
acción de las p-branas, que se comportan como un solitón R−R [25] y por tanto su tensión
tiene la misma forma ∼ 1/gs.

Como se introdućıa anteriormente, el número de dimensiones ortogonales a la Dp-brana
determina el tipo de teoŕıa de supercuerdas. La teoŕıa IIA admite Dp-branas con p = 0, 2, 4, 6
y 8, mientras que la teoŕıa IIB admite p = −1, 1, 3, 5, 7 y 9. La dualidad de Hodge descrita
en la sección 3.2.3 relaciona las distintas fuerzas de campo que se obtienen al diferenciar las
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(p+1)-formas diferenciales (que por tanto son (p+2)-formas). Más concretamente, una fuerza
de campo descrita por una n-forma será dual Hodge de otra fuerza de campo descrita por
una (10−n)-forma. Aśı, una p-brana y una (6− p)-brana son fuentes de los mismos campos,
pero la interpretación de qué campo es “magnético” y cual es “eléctrico” vaŕıa en cada caso.

Las D3-branas suponen un caso notable en el que la fuerza de campo es una 5-forma
diferencial y por tanto es autodual, permitiendo aśı interpretar la forma C4 como un campo
eléctrico y magnético. Otros casos notables son el de las D9-branas, que no se acoplan a
una fuerza de campo pero śı a un potencial no trivial [42]; y el de las D8-branas, ya que la
ecuación de campos para la 10-forma no permite estados que se propagan, pero dispone de
una densidad de enerǵıa significativa f́ısicamente [22].

La (−1)-brana es, esencialmente, un instantón de Dirichlet (o D-instantón) obtenido al
imponer condiciones de Dirichlet tanto en la dirección temporal como en las espaciales [43]. Si
bien no está claro que la T-dualidad en la dirección temporal, mediante la cual se relacionan
(−1)-branas y 0-branas, tenga un sentido f́ısico, se puede argumentar la presencia de las
primeras de la siguiente forma. Al admitir la existencia de 0-branas en la teoŕıa IIA, la ĺınea
del universo de las mismas (requerida por la mecánica cuántica) puede estar descrita en una
dirección puramente espacial. Esto implicaŕıa que las branas estén localizadas en el tiempo
(serán instantones), y al aplicar la relación de T-dualidad sobre dicha dirección espacial se
obtendŕıa una (−1)-brana.

Al tener una acción de la forma ∼ 1/gs, los D-instantones son una de las claves de la
relevancia de la presencia de D-branas en las teoŕıas de supergravedad, ya que sus efectos
contribuyen con orden e−1/gs como se espera que se comporten las correcciones no perturba-
tivas en la teoŕıa de cuerdas [44].

5.1. Comportamiento de las N D3-branas.

El comportamiento dinámico que siguen las N D3-branas colocadas en un espacio con
supergravedad puede ser descrito, atendiendo a la correspondencia de Maldacena, mediante
una teoŕıa N = 4 U(N) SYM.

Al estudiar el comportamiento de una Dp-brana, es frecuente tomar un sistema de refe-
rencia que permita localizar la brana en 9− p coordenadas del mundo, mientras que aparece
extendida en las p + 1 coordenadas restantes. La tabla 5.1 representa esta elección de coor-
denadas para el caso de una D3-brana, la cual se extiende en las direcciones M = 0, 1, 2, 3 y
es localizada en el resto de direcciones espaciales.

sM 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D3-brana × × × × · · · · · ·

Cuadro 5.1: Extensión de una D3-brana a partir del sistema de referencia escogido. Las
coordenadas del mundo están representadas por sM (siendo s0 la dirección temporal). Las
direcciones sobre las que se extiende la D3-brana están denotadas por un aspa, aśı como las
direcciones donde aparece localizada lo están por un punto.
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Figura 5.1: Representación esquemática de un conjunto de N D3-branas colocadas en un
espaciotiempo de 10 dimensiones. En la figura de la izquierda las branas son representadas
como objetos de dos dimensiones, y están colocados de manera paralela con una separación
despreciable entre ellos. La figura de la derecha coloca este conjunto de branas en las 6
coordenadas sobre las que están localizadas, que forman en este caso un espacio R6.

La colocación de las branas en un espaciotiempo vaćıo tiene como consecuencia un cambio
en la métrica del mismo. Siguiendo con lo introducido en la sección 3.4.2, se puede plantear
un ansatz para el caso particular de la solución de N D3-branas que preservan las isometŕıas
SO(3, 1)× SO(6) en una teoŕıa de supercuerdas de tipo IIB para la acción que describen un
gravitón, un dilatón y una fuerza de campo descrita por una 5-forma. Este ansatz expresa el
elemento de ĺınea de la forma:

ds2
IIB = H(r)−1/2ηµνds

µdsν +H(r)1/2dyidyi. (5.1)

En la expresión se denotó las coordenadas transversales a cada brana por yi (i = 4, . . . , 9).
Es posible realizar un cambio a coordenadas esféricas (dr2 + r2dΩ5 =

∑9
i=4 dy

idyi, teniendo
en cuenta que r2 =

∑6
i=1 y

2
i ), el cual permite localizar la brana en la hipersuperficie con más

simetŕıas que podŕıa rodearla, una 5-esfera. El elemento de ĺınea queda por tanto expresado
de la forma:

ds2
IIB = H(r)−1/2ηµνds

µdsν +H(r)1/2(dr2 + r2dΩ5). (5.2)

La expresión de H quedaba restringida mediante las ecuaciones del movimiento de la
forma �H(r) = 0 (r 6= 0). Esto supońıa tomar una expresión armónica en la que aparećıa
una longitud caracteŕıstica L3, cuya expresión se obtiene a su vez analizando la carga de las
branas dada por Q = Nµ3. Concretamente, se obtiene que:

H(r) = 1 +

(
L3

r

)4

, L4
3 = 4πgsNα

′2. (5.3)

La región cerca del horizonte fue una zona de interés en secciones anteriores, y estaba
caracterizada por valores de r próximos a 0 y bajas enerǵıas. Al situarse en esta región,
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resulta útil observar que:

H(r)
r→0−−−→

(
L3

r

)4

, H(r)−1 r→0−−−→
(
r

L3

)4

. (5.4)

En esta región, la ecuación 4.10 permit́ıa ver como el elemento de ĺınea se corresponde
con el de un espacio AdS5 × S5. Sin embargo, al tomar valores altos de r (alejados de las
D3-branas), se recupera una métrica de Minkowski en 10 dimensiones. Este tipo de geometŕıa
viene representada en la figura 5.2, la cual sitúa a las branas en el centro de la “garganta”
que se forma.

Figura 5.2: Geometŕıa del espaciotiempo en el que se han colocado N D3-branas. La región
cerca del horizonte está representada por valores de r cercanos a 0, que se corresponden con
valores próximos al centro de la “garganta” de la figura, donde están situadas las branas. Al
tomar valores altos de r se recupera una geometŕıa plana.

5.2. Separación de una brana de prueba.

En esta sección se va a considerar que se separa una brana de prueba del conjunto de N
branas considerado anteriormente. Al tener una masa y carga despreciable en comparación
con el conjunto de N − 1 branas, se pueden despreciar los efectos que tenga separar esta
brana sobre la métrica del espacio o sobre el factor H(r).

La D3-brana de prueba será denotada de ahora en adelante por D3’. Su interacción con
el resto de branas puede ser descrita mediante un intercambio de cuerdas cerradas, y puede
ser tanto atractiva (la cual se interpreta como una generalización de la atracción gravitatoria
y está causada por los campos del sector NS − NS) como repulsiva (similar a la repulsión
eléctrica, y ocurriendo entre objetos con carga del mismo signo obtenida a partir de los
campos del sector R−R).
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Figura 5.3: Representación de la separación de una brana de pruebas del conjunto de N D3-
branas. En la figura de la izquierda se representan las dimensiones sobre las que se extienden
las branas, que se mantienen paralelas entre śı, y se representa la interacción del conjunto
con D3’ mediante el intercambio de cuerdas cerradas (de color naranja). En la figura de la
derecha, se representa esta separación en las coordenadas sobre las que están localizadas las
branas.

La acción de D3’, descrita en la sección 3.4.1 para una Dp-brana en general, refleja los dos
tipos de interacción. El término DBI permite estudiar las fuerzas atractivas, y la expresión
que toma para el caso p = 3 es la siguiente:

SDBI = −T3

∫
d4s e−φ

√
−det(P [g]ab + P [B]ab + 2πα′Fab), T3 = (2π)−3α′−2, (5.5)

donde es preciso tener en cuenta que según el ansatz considerado en esta sección, los campos
BMN y Fab están apagados (BMN = Fab = 0). El dilatón, sin embargo, se considera que sigue
la expresión:

eφ = gs. (5.6)

Al tener todo esto en cuenta, la acción DBI queda simplificada de la siguiente manera:

SDBI = −T3

gs

∫
d4s
√
−det(P [g]ab) = −µ3

∫
d4s
√
−det(P [g]ab). (5.7)

El término de la acción que acopla a la brana los campos del sector R − R de la teoŕıa
tomaba la expresión, para p = 3:

SWZ = µ3

∫ ∑
q

P [Cq+1] ∧ eP [B]+2πα′F , (5.8)

donde se acoplan las formas diferenciales Cq+1 con q < p. Esta expresión se simplifica en el
ansatz debido a los campos del sector NS − NS apagados y debido también a que solo se
acopla una forma C4:

SWZ = µ3

∫
P [C4]. (5.9)

El campo C4 determina la carga eléctrica y magnética de la brana (ya que la fuerza de
campo, F5 = dC4, es autodual en este caso) y viene dada como sigue:

C4 =
(
H(r)−1 − 1

)
ds0 ∧ ds1 ∧ ds2 ∧ ds3. (5.10)
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En la expresión anterior aparece un factor
(
H(r)−1 − 1

)
que multiplica el producto exte-

rior de 1-formas diferenciales. Debido a que la fuerza de campo es un invariante gauge, este
factor se puede describir sumándole a H(r)−1 cualquier potencial constante, no solo −1, ya
que mantendrá invariante su diferencial. Se trata por tanto de un potencial puramente gauge
que, en este caso, se hab́ıa escogido para obtener C4

r→∞−−−→ 0. Para simplificar la expresión en
la región cerca del horizonte, resulta más práctico considerar que C4 viene dado por:

C4 =
(
H(r)−1

)
ds0 ∧ ds1 ∧ ds2 ∧ ds3, (5.11)

y, por tanto,

C4
r→0−−−→

(
r

L3

)4

ds0 ∧ ds1 ∧ ds2 ∧ ds3. (5.12)

La brana de prueba se extiende en 3 dimensiones espaciales, y está localizada en el resto de
ellas. Si se considera que fue separada del resto de branas manteniéndose paralela y siguiendo
la dirección radial r, las expresiones de sus funciones de embedding pueden ser las siguientes:

Xµ = sµ,
X4 = r,

X5 = X6 = X7 = X8 = X9 = 0,
(5.13)

donde r denota el valor radial fijo que caracteriza D3’ (el cual no depende de sµ y, por tanto,
∂µr ≡ ∂r

∂sµ = 0).

Figura 5.4: A la izquierda se representa la D3-brana de prueba localizada en un valor de r
constante. Si se considera que se ha alejado poco sobre la dirección radial, la brana permanece
en la región cerca del horizonte, representada con forma de “garganta” en la figura. A la
derecha, se representa D3’ localizada en un punto de S5, representada en este caso de manera
esquemática como una esfera en 3 dimensiones.

El pullback de la métrica viene dado por la expresión:

P [g]µν = gMN (X)∂µX
M∂νX

N . (5.14)

Al tener en cuenta la expresión del embedding, se tiene que:
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XM = 0 (y por tanto ∂µX
M = 0) para M = 5, . . . , 9.

∂µX
4 = ∂µr = 0.

∂µX
ν = ∂µs

ν = δνµ.

Aśı, el pullback queda determinado por:

P [g]µν =
r2

L2
3

ηµν , (5.15)

donde se tuvo en cuenta que −g00 = g11 = g22 = g33 = r2

L2
3
. El determinante de esta expresión

es:

det(P [g]µν) = − r
8

L8
3

. (5.16)

En la acción WZ también aparece un pullback, esta vez de la forma C4, que viene dado
por la expresión:

P [C4] =
1

4!
CMNPQ(X)∂µX

M∂νX
N∂ρX

P∂σX
Qdsµ ∧ dsν ∧ dsρ ∧ dsσ, (5.17)

donde M,N,P,Q = 0, . . . , 9 y µ, ν, ρ, σ = 0, 1, 2, 3.

El comportamiento de las derivadas parciales de las funciones de embedding fue descrito
para el cálculo de P [g]µν . En la región cerca del horizonte, además, se obtuvo que Cµνρσ = r4

L4
3
.

Esto simplifica la expresión de la forma:

P [C4] =
r4

L4
3

ds0 ∧ ds1 ∧ ds2 ∧ ds3 ≡ r4

L4
3

d4s, (5.18)

donde el factor 1
4! desaparece al sumar cada término correspondiente con una ordenación

distinta de los elementos que aparecen en el producto exterior.

Todos estos cálculos permiten concluir que la acción total de las D3-branas, bajo esta
solución de supergravedad, se anula:

S = SDBI+SWZ = −µ3

∫
d4s
√
−det(P [g]ab)+µ3

∫
P [C4] = −µ3

∫
d4s

r4

L4
3

+µ3

∫
d4s

r4

L4
3

= 0.

(5.19)

Este resultado muestra como las fuerzas atractivas que surgen de los campos del sector
NS −NS se ven compensadas con las fuerzas repulsivas del sector R−R, probando que no
supone un gasto energético separar una D3-brana del resto de ellas en la región cerca del
horizonte. Dicho de otra manera, la enerǵıa de la brana será la misma independientemente de
donde esté colocada, por lo que su posición aparecerá en un espacio de moduli de la teoŕıa.
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5.3. Consecuencias de la separación de la brana en el espacio
de moduli.

La dinámica del conjunto de N branas se pod́ıa obtener a partir de la teoŕıa gauge N = 4
SYM. En la sección 2.2.2 se comprobó como los seis campos escalares de la teoŕıa, φi, definen
un espacio de moduli caracterizado de la forma1:

[φi, φj ] = 0, i, j = 1, . . . , 6. (5.20)

Estos campos minimizan un potencial con la forma V = −g2
∑

i,j

∫
Tr[φi, φj ]2, debido a que

este último es definido positivo.

Los escalares están representados por matrices hermı́ticas N × N . El espacio de moduli
puede parametrizarse por matrices diagonales de este tipo, es decir, matrices de la forma:

φi =


λi1 0 · · · 0
0 λi2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λiN

 , i = 1, . . . , 6. (5.21)

Cada valor λia, con a = 1, . . . , N , es un valor real debido a que la matriz es hermı́tica (esto
permite afirmar que el espacio de moduli es isomorfo a un cociente de R6N ). Más aún, en la
teoŕıa N = 4 SU(N) SYM (que según la sección 4.1 caracteriza la dinámica de las branas,
salvo por los modos de vibración que conectan la región cerca del horizonte con la región
para valores de r grandes), los valores de la diagonal seguirán la relación

∑N
a=1 λia = 0.

Además, existe una relación entre los campos escalares de la teoŕıa y las direcciones
transversales a cada D3-brana, las cuales forman un espacio R6. Concretamente, los valores
λia de las matrices pueden ser interpretados como la coordenada en la dirección i en R6 de
la brana número a [45]. Si se toma la siguiente representación,

φi =


0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 , i = 1, . . . , 6. (5.22)

se estaŕıa considerando que todas las branas han sido colocadas en un mismo punto genérico
en el espacio transversal, asignando en este caso el valor 0 a cada una de las coordenadas
(por lo que se puede considerar este punto como el origen del espacio de moduli). Esto se
correspondeŕıa con la fase superconforme del espacio de moduli, y con la situación descrita
en la sección 5.1.

En la fase superconforme, los campos escalares son invariantes bajo el grupo de simetŕıa
que caracteriza la teoŕıa, SU(N). Esto quiere decir que una transformación gauge del tipo

φi −→ UNφ
iU †N , UN ∈ SU(N), (5.23)

1En esta sección se cambia la notación de los campos escalares para evitar confusiones con las funciones
de embedding definidas anteriormente.
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mantendrá invariante a la matriz φi.

Otra solución de la ecuación (5.20) y, por tanto, otro punto en el espacio de moduli,
consiste en tomar la siguiente expresión en los campos escalares:

φ1 =


λ 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 , φi =


0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 , i = 2, . . . , 6. (5.24)

Recordando la interpretación de las matrices, esta solución supone separar una de las
branas en la dirección 1 una distancia |λ| de las N − 1 branas restantes situadas en el origen.
Esta situación es la que se describe en la sección anterior, donde la brana de prueba fue
separada en la dirección radial una distancia r.

Al tomar φ1 no nulo, ya no se mantiene la invariancia bajo transformaciones de la forma
descrita en la expresión (5.23). En su lugar, el conjunto de N − 1 branas será invariante
bajo el grupo de simetŕıa SU(N − 1) mientras que la brana de prueba será invariante bajo
U(1), por lo que los campos escalares serán invariantes bajo transformaciones dadas por
representaciones del grupo SU(N − 1)× U(1):

φi −→ UφiU †, U =

(
eiφ 0†N−1

0N−1 e−iφ/(n−1)UN−1

)
, UN−1 ∈ SU(N − 1), (5.25)

donde 0N−1 representa un vector (columna) con N − 1 ceros, φ ∈ R y la fase e−iφ/(n−1) que
precede a UN−1 asegura que el determinante de U sea la unidad.

Figura 5.5: Representación de la separación de una brana de prueba D3′ del conjunto de
N branas. Se separa en la dirección que representa φ1 una distancia |λ|. Cada conjunto por
separado es invariante bajo un grupo de simetŕıa distinto.

El proceso de separar una brana de prueba ha probado tener una ruptura espontánea
de la simetŕıa de la forma SU(N) → SU(N − 1) × U(1). El motivo por el que se conoćıa
a esta ruptura como “fase de Coulomb” en la sección 2.2.2 es que aparece un grupo U(1)
representando las simetŕıas de la brana separada, y se trata del mismo grupo que se asocia
al electromagnetismo.
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Se puede considerar que las branas de cada conjunto son, en particular, D-branas, y por
tanto se pueden plantear cuerdas abiertas cuyos extremos están situados en ellas. Una cuerda
abierta cuyos extremos estén en branas situadas en el mismo punto del espacio transversal (ya
sea el origen del espacio de moduli, o el lugar donde se coloca la brana de prueba) no tendrá
masa. Esto se debe a que la longitud de este tipo de cuerdas es arbitrariamente pequeña, y
a que la enerǵıa de la cuerda es proporcional a su longitud (como se muestra en las distintas
acciones planteadas en el caṕıtulo 3), por lo que la enerǵıa se anulará del mismo modo. A
partir de las cuerdas abiertas sin masa se pueden describir los bosones sin masa de la teoŕıa,
los cuales estarán descritos por lo tanto mediante los grupos de simetŕıa SU(N − 1) y U(1).

Sin embargo, al separar una brana de prueba se puede considerar otro tipo de cuerda:
una cuerda abierta con un extremo en la brana separada y el otro extremo en una de las
branas agrupadas en el origen. Esta cuerda tendrá una longitud no despreciable, y por tanto
tendrá asociado un bosón con masa. Separar una brana de prueba ha supuesto ser un proceso
de Higgsing, es decir, un proceso que permite plantear bosones con masa en la teoŕıa al
realizar una ruptura espontánea de su simetŕıa. Por este motivo se puede afirmar que la fase
de Coulomb es, además, una fase de Higgs. Este tipo de proceso es similar al mecanismo de
Higgs que genera la masa de los bosones W y Z en el modelo estándar al haber una ruptura
de simetŕıa del tipo SU(2)L × U(1)Y → U(1)EM [46].

Figura 5.6: Cuerdas abiertas cuyos extremos están situados en las branas consideradas. La
cuerda extendida desde el origen hasta D3’ (color naranja) tiene una longitud no despreciable
y, por tanto, puede estar asociada a un bosón con masa; esto no ocurre sin embargo en el
resto de cuerdas representadas (color violeta).

Esta separación de branas puede generalizarse. Cada vez que se separa una brana adicional
del conjunto, un elemento de la diagonal de φi deja de ser nulo, para algún valor de i. Este
proceso da lugar a distintos tipos de ruptura espontánea de simetŕıa.

En particular es posible separar cada una de las branas, de forma que acaben colocadas
de manera paralela en la región cerca del horizonte y en puntos arbitrarios del espacio de
moduli. Los campos escalares estarán representados por matrices como las de la expresión
(5.21), con λia 6= λjb en general.

Cada una de las branas tendrá asociado un grupo de simetŕıa U(1) como en el caso
anterior, por lo que el conjunto de todas ellas será invariante bajo el grupo U(1)N . Dado que
la ruptura de simetŕıa que tiene lugar en este proceso es del tipo SU(N) → U(1)N , se dice
que esta es la rama coulombiana de la teoŕıa (Coulomb branch). Las cuerdas abiertas cuyos
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Figura 5.7: Representación de distintas D3-branas colocadas en puntos arbitrarios del espacio
transversal. Cuando el número de branas separadas es mucho menor que N , los efectos de su
separación sobre la geometŕıa del espacio o el factor H(r) se pueden despreciar, al igual que en
el caso en el que se separaba una sola brana. A la izquierda se representan las distintas branas
separadas con valores de r distintos pero pequeños; mientras que a la derecha se representan
branas localizadas en distintos puntos de S5 mediante puntos azules.

extremos estén situados en branas distintas en esta rama, de manera análoga al caso en el
que se separaba una sola brana de prueba, tendrán bosones asociados de masa no nula.

Figura 5.8: Representación de las N D3-branas colocadas en puntos arbitrarios del espacio
transversal. Las cuerdas abiertas cuyos extremos están en la misma brana tienen una masa
nula (color violeta), mientras que las cuerdas que conectan branas distintas tienen cierta
longitud y, por tanto, cierta masa (color naranja).
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Caṕıtulo 6

La solución GPPZ

La solución de supergravedad en 5 dimensiones de tipo GPPZ fue propuesta por Girarde-
llo, Petrini, Porrati y Zaffaroni en 1999 [4]. Un uplift de esta teoŕıa a 10 dimensiones puede
asociarse a una teoŕıa gauge N = 1∗ SYM invariante bajo el grupo SU(N) mediante la co-
rrespondencia AdS/CFT. El objetivo de este caṕıtulo es la descripción de estos dos tipos de
teoŕıa.

6.1. La teoŕıa de campos N = 1 SYM.

En esta sección, se va a describir una teoŕıa N = 1 Super Yang-Mills que considera su
lagrangiano invariante bajo el grupo SU(N), el mismo grupo que se consideró en el caso
N = 4. La forma que toma sua acción es:

S =

∫
d4x tr

{
− 1

2g2
FµνF

µν +
ϑ

16π2
FµνF̃

µν +
2i

g2
λσµDµλ

}
. (6.1)

En la acción aparece el ángulo del vaćıo, denotado por ϑ; la derivada covarianteDµ = ∂µ−iAµ;
y los componentes del multiplete gauge de la teoŕıa en la representación adjunta del grupo
de simetŕıa, que son un campo vector, Aµ; y un espinor de Weyl junto con su conjugado,
λα y λ

α
(que se conoce como gaugino, y es equivalente a un espinor de Majorana [47]). Por

último, también se ha empleado la fuerza del campo Aµ, Fµν , y la expresión:

F̃µν =
1

2
εµνρσFρσ. (6.2)

Se piensa que este tipo de teoŕıa es confinante y asintóticamente libre [7], de manera análoga
a una teoŕıa de cromodinámica cuántica (QCD), pero con la diferencia fundamental de que
la teoŕıa SYM está considerando la existencia de supersimetŕıa.

6.1.1. El condensado de gluinos y el espacio de moduli discreto.

El valor esperado 〈λλ〉 representa el condensado de gluinos o de gauginos de la teoŕıa que,
en el caso de N = 1 SYM, es distinto de 0 y viene dado en el régimen no perturbativo por la
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expresión [47]:

〈λαλα〉 = −6NΛ3exp

{
i

(
2πk

N
+
ϑ

N

)}
, k = 0, 1, . . . , N − 1. (6.3)

En esta expresión aparece la escala del régimen de acoplamientos fuertes de la teoŕıa denotada
por Λ. También aparece un parámetro k que influye sobre la fase del valor, y etiqueta los
distintos vaćıos supersimétricos: esto refleja que el conjunto de vaćıos de la teoŕıa no es un
conjunto continuo, como en N = 4 SYM, sino que se trata de un conjunto discreto. Esto
supone otra similitud con la teoŕıa QCD, cuyo conjunto de vaćıos tiene un carácter discreto
al estar compuesto por un solo vaćıo; y supone una diferencia con otros tipos de teoŕıas
de supersimetŕıa, en los cuales surge un conjunto de vaćıos continuo y, por tanto, la ruptura
espontánea de simetŕıa que se produciŕıa al situarse en un punto del espacio de moduli tendŕıa
asociada la generación de bosones de Goldstone.

El número de vaćıos de la teoŕıa N = 1 SYM (y, por tanto, su carácter discreto) puede
deducirse a partir de la simetŕıa global del lagrangiano U(1)A. Se trata de una simetŕıa quiral
que permite rotar el espinor de la forma:

λ→ eiθλ,

λ→ e−iθλ.
(6.4)

Esta simetŕıa global tiene asociada una corriente Jµ = λσµλ, la cual es conservada clási-
camente: ∂µJ

µ = 0. Sin embargo, la corriente no se conserva a nivel cuántico: existe una
anomaĺıa, representada por el diagrama de Feynman de la figura 6.1. La divergencia puede
ser calculada de manera exacta:

∂µJ
µ =

N

16π2
FµνF̃

µν . (6.5)

Figura 6.1: Anomaĺıa triangular en la teoŕıa N = 1 que rompe la simetŕıa quiral U(1)A.

La anomaĺıa evita que se conserve la simetŕıa quiral, provocando una ruptura del tipo
U(1)A → Z2N ; siendo este último grupo el asociado a las distintas elecciones de θ = πk/N , con
k = 1, . . . , 2N . Pero Z2N sufre a su vez una ruptura espontánea en el caso 〈λλ〉 6= 0, debido
a que el condensado no es invariante bajo dicho grupo. Este condensado śı es invariante, sin
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embargo, bajo Z2 (cambiar el signo de λ no altera el valor esperado 〈λλ〉), por lo que la
ruptura producida es del tipo Z2N → Z2. El espacio de vaćıos de la teoŕıa tendrá asociado,
por tanto, un grupo de simetŕıa Z2N/Z2; y teniendo en cuenta que Z2N = ZN ×Z2, el grupo
de simetŕıa asociado a los vaćıos será ZN .

6.2. La teoŕıa de campos N = 1∗ SYM.

La teoŕıa N = 1∗ Super Yang-Mills que se describirá en esta sección se obtiene al pro-
ducir una deformación de masa en la teoŕıa N = 4 SYM ya estudiada. Por este motivo, es
conveniente organizar los componentes del multiplete gauge N = 4 descritos en la sección
2.2.1 en un multiplete vector N = 1, ~V , y tres multipletes quirales, ΦA, de la forma:

~V = (Aµ, λ4), ΦA = (λA, φA), (6.6)

dondeAµ era el campo gauge de la teoŕıa, λa (a = 1, . . . , 4) los fermiones de Weyl de quiralidad
izquierda, y φA = (XA + iXA+3)/

√
2 (A = 1, 2, 3), siendo X1, . . . , X6 los campos escalares

hermı́ticos. El fermión λ4, que aparece en un multiplete distinto del resto de fermiones, será
el que actúe como gaugino de la teoŕıa.

Al reescribir el multiplete de esta manera, las R-simetŕıas de N = 4 SYM, cuyo grupo
asociado era SU(4)R, se ven parcialmente ocultas salvo por las transformaciones que man-
tienen invariante ~V , representadas por el subgrupo U(1)R. Dado que el ı́ndice A transforma
bajo la representación fundamental de SU(3) (su simetŕıa puede ser vista como una simetŕıa
de sabor similar a la de la teoŕıa QCD) las simetŕıas internas que mantienen invariante de
forma expĺıcita la teoŕıa estarán representadas por el grupo SU(3)× U(1)R; a pesar de ello,
el lagrangiano todav́ıa es invariante bajo su simetŕıa inicial SU(4)R, la cual no ha sido rota.

Por otra parte, el lagrangiano quiral se verá determinado completamente por el superpo-
tencial W y el superpotencial de Kähler, K, que toman la expresión:

K =
1

g2
YM

TrΦ†AΦA, W =
1

g2
YM

Tr[Φ1,Φ2]Φ3. (6.7)

La deformación de la teoŕıa se produce al modificar el superpotencial W añadiendo el
siguiente término:

∆W =
1

g2
YM

Tr(m1Φ2
1 +m2Φ2

2 +m3Φ2
3). (6.8)

Este tipo de modificación permite considerar una masa no nula para los supermultipletes ΦA.
El tipo de teoŕıa que se obtiene mediante la deformación, aśı como el número de supersimetŕıas
que conserva, dependerá del valor que tomen los parámetros m1,m2 y m3. Para obtener la
teoŕıa N = 1∗ en la que se centra este trabajo, es preciso considerar una deformación en la
que el valor de cada parámetro es el mismo: mf = m1 = m2 = m3; esto romperá el número
de supersimetŕıas N = 4, el cual pasará a ser N = 1 (más expĺıcitamente, se producirá una
ruptura de la simetŕıa de sabor del tipo SU(3)→ SO(3)).
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6.2.1. El espacio de moduli de la teoŕıa.

El espacio de moduli clásico que se obtiene al minimizar el término de enerǵıa potencial
es distinto al de la teoŕıa con N = 4 debido a la deformación producida por ∆W . En este
caso, los valores de φA que forman el espacio de vaćıos son los que siguen la expresión:

[φA, φB] = −mfεABCφC . (6.9)

Debido a que los campos escalares son matrices en la representación adjunta de SU(N), se
tratan de matrices N ×N cuya traza es nula. Los campos del espacio de moduli, que además
cumplen la relación (6.9), serán por tanto representaciones del grupo SU(2). Este tipo de
representación resulta, en general, reducible: para cada entero d ≥ 0, existirá una representa-
ción irreducible de SU(2) de dimensión d. Cada vaćıo de la teoŕıa vendrá determinado, por
tanto, por una partición de N :

N∑
d=1

dkd = N, (6.10)

donde kd ≥ 0 es un entero que denota el número de veces que la representación de dimensión
d aparece. El número de vaćıos clásicos se determina mediante el número de este tipo de
particiones.

Bajo este tipo de representaciones irreducibles, las matrices φA son matrices diagonales
por bloques, de manera que kd es un valor que determina el número de bloques de dimensión
d contenidos en la propia matriz. Por ejemplo, si se considera kd = 1 y kN−d = 1, las
matrices φA estarán compuestas por dos bloques en la diagonal: uno de dimensión d y otro
de dimensión N − d.

La simetŕıa SU(N), en general, no se va a preservar. Teniendo en cuenta que cada bloque
de la diagonal preserva una simetŕıa U(kd), y que al rotar dichos bloques en la diagonal el
campo escalar seguirá perteneciendo al espacio de moduli, la teoŕıa conservará en general una
simetŕıa (

∏
d U(kd)) /U(1). Si los valores de kd son 1 ó 0 para cada d, como en el ejemplo

dado, la diagonal estará compuesta por k bloques de distinta dimensión y preservará una
simetŕıa U(1)k−1 (y, por tanto, este tipo de vaćıos son conocidos como vaćıos de Coulomb).

Otro caso particular surge para los valores que dividen a N . Si D es uno de esos valores,
al tomar kD = N/D y kd = 0 cuando d 6= D, se obtiene una matriz con N/D bloques que
preservará una simetŕıa SU(N/D). Si, además, se considera D = N , la simetŕıa original se
verá completamente rota en un tipo de vaćıo que se conoce como vaćıo de Higgs. Estos vaćıos
están caracterizados por tener una masa no nula [48], siendo el vaćıo de Higgs el único con
masa a nivel clásico.

Un último caso particular surge al tomar kD = N/D, como en el ejemplo anterior, pero
con D = 1. El vaćıo correspondiente con φA = 0 se mantiene invariante bajo la simetŕıa
inicial SU(N), y se puede dividir en N vaćıos de la teoŕıa [49]. Esta situación se obtiene al
considerar valores de la enerǵıa mucho menores que las masas de los supermultipletes quirales,
obteniéndose de manera efectiva una teoŕıa N = 1 SYM que admite N vaćıos con un grupo
asociado ZN . Debido a que compartirá el carácter confinante de N = 1 SYM, a este tipo de
vaćıo se le conoce como vaćıo confinante.
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Cada vaćıo masivo, caracterizado por un grupo gauge SU(N/D) conservado, se puede
dividir en la teoŕıa cuántica en N/D vaćıos distintos [48]. Cada vaćıo tiene la capacidad
de condensar monopolos o diones, los cuales pueden clasificarse mediante un par de enteros
(m,n) que representan su carga magnética y eléctrica1 [50]. El vaćıo de Higgs (N/D = 1)
está caracterizado por los valores (0, 0) y (0, 1); el vaćıo confinante (N/D = N), por otra
parte, tendrá asociado N vaćıos caracterizados por valores (1, n), con n = 0, . . . , N − 1, cuyo
carácter confinante es debido a que la carga magnética no es nula; aśı como un vaćıo en
el que no se condensan cargas, caracterizado por el par (0, 0). El resto de vaćıos masivos
(1 < N/D < N) son los denominados como confinamientos oblicuos, y tendrán la capacidad
de condensar cargas (m,n), con 1 < m < N (las cuales son confinantes al tener una carga
magnética distinta de cero).

6.3. La solución de supergravedad.

El dual en supergravedad de la teoŕıa N = 1∗ SYM fue originalmente descrito en 5
dimensiones. En esta sección se describirá esta solución de supergravedad inicial, aśı como el
uplift a 10 dimensiones propuesto por Bobev, Gautason, Niehoff y Muiden en 2018 [51].

6.3.1. La solución GPPZ en 5 dimensiones.

El flujo GPPZ es una solución de supergravedad N = 8 con grupo gauge SO(6) en 5
dimensiones. La teoŕıa considera 15 campos vectoriales sin masa en la representación adjunta
de SO(6); 12 2-formas diferenciales con masa topológica que transforman en la representación
(6,2) de SO(6)×SL(2); y 42 campos escalares que parametrizan E6(6)/USp(8) y transforman
de la forma:

42 = 20′(0) + 10(−2) + 10(2) + 1(4) + 1(−4), (6.11)

donde los sub́ındices denotan la carga bajo el subgrupo U(1)Y ⊂ SL(2) [52]. La masa asociada
a los campos 20′ viene dada por M2L2 = −4; la masa de los campos asociados a 10 y 10 es
M2L2 = −3; y para el resto de campos, asociados a 1, se obtiene una masa M2L2 = 0.

Este tipo de solución está planteada bajo una métrica de un espacio AdS5 cuya longitud
caracteŕıstica es el parámetro L al que se referenciaba en la descripción de la masa. Este
planteamiento permite emplear las fórmulas de la sección 4.3 para obtener la dimensión
conforme del operador dual, descrito en la teoŕıa N = 4 SYM, a partir de la masa de cada
campo escalar (en particular, se emplea la relación M2L2 = ∆(∆ − 4)). Esto clasifica a los
campos asociados a 20′ como escalares bilineales de dimensión ∆ = 2; a los campos asociados
a 10 como deformaciones masivas de dimensión conforme ∆ = 3; y a los escalares asociados
a 1 como deformaciones del acoplamiento gauge con ∆ = 4.

En la sección 6.2 se estudiaba una deformación de masa de la teoŕıa N = 4 SYM, y debido
a que los campos asociados a la representación 10 tienen asociado este efecto en la teoŕıa

1Los valores que pueden toman estas cargas son 0 ≤ n ≤ N/D − 1 y m = D, en módulo N ; aśı como el
valor (0, N/D), también en módulo N [49].
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gauge, se vuelve a dar esta situación. La teoŕıa N = 1∗ SYM estudiada permite describir el
dual de la solución GPPZ, descomponiendo el término 10 de la forma:

10→ 1 + 3 + 6, (6.12)

donde 6 se identifica con la deformación denotada en (6.8) por ∆W ; 3 se corresponde con
los multipletes quirales ΦA; y 1 se corresponde con el condensado de gauginos, 〈λ4λ4〉.

En particular, la teoŕıa N = 1∗ SYM está considerando que las masas asociadas a ΦA

son iguales. Como consecuencia, no aparecerá la parte asociada a 20′ en la teoŕıa [53]; y,
considerando además la simetŕıa residual que aparece y que se asocia al sabor, SO(3), es-
tos argumentos permiten representar la teoŕıa apagando consistentemente todos los campos
salvo el módulo de dos escalares: m ∈ 6 y σ ∈ 1 (cuyo módulo vendrá dado por σ y m,
respectivamente). Estos campos son duales, respectivamente, a los operadores:

O3 =
3∑

A=1

[
tr(λAλA) +mf tr|φA|2

]
, O4 = tr(λ4λ4). (6.13)

La expresión del operador O3 aparece desplazada una cantidad mf
∑3

A=1 |φA|2 respecto de la
que se obtendŕıa en una teoŕıa con campos escalares sin masa. Esta modificación es requerida
al extender el centro del álgebra de la supersimetŕıa [54]; y el factor que la multiplica refleja
la adquisición de masa de los campos. Para que se preserve la supersimetŕıa, es preciso que
la masa que toman los campos escalares sea igual a la masa de los fermiones, por lo que el
factor es mf .

Las soluciones en 5 dimensiones que se están buscando son de la forma:

ds2 = dz2 + e2φ(z)dxµdxµ, (6.14)

donde z denota la coordenada radial que toma valores entre −∞ (región IR) y +∞ (región
UV, cuyo comportamiento asintótico es el de un espacio AdS). El lagrangiano que se obtiene
bajo esta truncación tiene la expresión:

L =
√
−g
{
− 1

4
R+

1

2
(∂m)2 +

1

2
(∂σ)2

− 3

8

[
(cosh

2m√
3

)2 + 4 cosh
2m√

3
cosh 2σ − (cosh 2σ)2 + 4

]}
. (6.15)

El escalar de Ricci viene denotado por R en la expresión. Por otra parte, apareció un campo
real φ(z) en la métrica cuya expresión, junto con la de los campos reales m(z) y σ(z), forma
el denominado flujo GPPZ. Las ecuaciones que describen este flujo se pueden deducir a partir
de la supersimetŕıa de la teoŕıa y toman la siguiente forma:

m(z) =
√

3
2 log

[
1+e−(z−C1)

1−e−(z−C1)

]
=
√

3 arctanh e−(z−C1),

σ(z) = 1
2 log

[
1+e−3(z−C2)

1−e−3(z−C2)

]
= arctanh e−3(z−C2),

φ(z) = z + 1
2 log

[
1− e−2(z−C1)

]
+ 1

6 log
[
1− e−6(z−C2)

]
= z − log cosh m(z)√

3
− 1

3 log coshσ(z),

(6.16)
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siendo C1 y C2 dos constantes de integración arbitrarias.

Teniendo en cuenta la expresión que toma φ(z), se puede comprobar que habrá una
singularidad en la métrica (6.14) cuando z → C1 (con z ≥ C1). Para expresar la métrica en
las cercańıas de este punto, resulta útil notar:

e−2(z−C1) = 1− 2(z − C1) + · · · ;

1− e−6(z−C2) = 2e−3(z−C2) sinh (3(z − C2)).
(6.17)

De esta manera, se obtiene que:

ds2 = dz2 +

(
e2z
[
1− e−2(z−C1)

] [
1− e−6(z−C2)

]1/3
)
dxµdxµ

= dz2 +
(
e2z [2(z − C1) + · · · ] e−z+C2 [2 sinh (3(z − C2))]1/3

)
dxµdxµ

z→C1≈ dz2 + 2eC1+C2
(
2 sinh (3(C1 − C2))

)1/3
(z − C1)dxµdxµ. (6.18)

También es preciso notar como la expresión de m(z) diverge cuando z toma este valor:

m(z) =

√
3

2
log

[
1 + 1− (z − C1) + · · ·
1− 1 + (z − C1) + · · ·

]
z→C1≈

√
3

2
log

[
2− z + C1

z − C1

]
≈ −
√

3

2
log(z − C1).

(6.19)

Este tipo de singularidades son comunes en las soluciones de supergravedad en 5 dimen-
siones, y se han establecido una serie de criterios que permiten distinguir las singularidades
que podŕıan tener un significado f́ısico de aquellas que no. En particular, Gubser (2000) [55]
propuso que para que la solución fuese f́ısicamente aceptable, deb́ıa poder obtenerse en el
ĺımite de temperatura cero de un agujero negro. La solución GPPZ cumplirá este requisito
si se impone que C2 ≤ C1; esto tiene como consecuencia, además, que la solución tendrá un
carácter confinante (observando el comportamiento de los loops de Wilson bajo esta condi-
ción [56]), por lo que deberá ser dual a uno de los vaćıos confinantes de la teoŕıa N = 1∗

SYM.

6.3.2. Descripción de los vaćıos mediante 5-branas.

Los vaćıos de la teoŕıa N = 1∗ SYM pueden ser asociados en la teoŕıa de cuerdas a
la polarización de D3-branas en 5-branas con un flujo de fondo definido por una 3-forma
diferencial. Dicho flujo estará controlado por los parámetros de masa de la teoŕıa de campos,
que en este caso han sido planteados iguales a un valor mf . La polarización de las D3-branas,
aśı como la f́ısica que describen las 5-branas que surgen, está descrita por el efecto dieléctrico
de Myers [57] y es compatible con el comportamiento de los vaćıos discutido para la teoŕıa
gauge dual.

En la teoŕıa gauge, el flujo eléctrico y el flujo magnético pueden agruparse dinámicamente
en el interior de un cilindro (un tubo de flujo). En particular, se puede observar esta agrupación
del flujo magnético al considerar el vaćıo de Higgs, mientras que el vaćıo confinante tendrá
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asociada la observación de tubos de flujo eléctrico (esto ocurrirá también en el resto de vaćıos
confinantes oblicuos; pero en otros vaćıos masivos se podrá observar flujos de ambos tipos,
aśı como en los vaćıos de Coulomb podŕıa no ser posible la agrupación en el interior de un
cilindro de ningún tipo de flujo).

Las ĺıneas de flujo eléctrico entre fuentes cargadas situadas en una teoŕıa de camposN = 4
conforme (y, por tanto, no confinante) pueden ser representadas, empleando la dualidad
AdS/CFT, mediante una cuerda en la teoŕıa dual de 10 dimensiones. En la parte AdS5 de
la geometŕıa, la cuerda tiende a desplazarse hacia la región cerca del horizonte, lo cual tiene
asociado en la teoŕıa dual una mayor dispersión en las ĺıneas de campo entre las fuentes (como
se espera en una teoŕıa no confinante). La enerǵıa de la cuerda se podrá describir como una
suma de una constante y un término inversamente proporcional a la distancia entre las fuentes
cargadas [3].

En el caso opuesto, una teoŕıa gauge que fuese confinante puede proporcionar en la teoŕıa
dual un mı́nimo de distancia radial a la que se debe situar la cuerda en el espacio AdS5 [58].
Esto supone que las ĺıneas de flujo de la teoŕıa gauge estarán atrapadas en un objeto f́ısico
similar a una cuerda de longitud finita y tensión no nula. Al contrario que en el caso anterior,
la enerǵıa de la cuerda definida en este contexto será proporcional a la distancia que separan
las fuentes cargadas.

Polchinski y Strassler (2000) [3] propusieron que la singularidad de la métrica (6.14),
descrita en la sección anterior, puede describirse situando en ese punto una 5-brana de cargas
eléctrica y magnética (p, q) obtenida a partir de la polarización de D3-branas mediante el
efecto dieléctrico de Myers. En este contexto se puede considerar, además, una cuerda de
cargas (p, q) que puede conectarse a la brana en un estado de longitud finita y tensión no
nula. La cuerda se caracterizará por una worldsheet orientada en las direcciones xµ del espacio,
y con un valor z constante.

El vaćıo de Higgs permite describir la singularidad mediante una 5-brana de cargas
(p, q) = (0, 1): una D5-brana. El potencial asociado a dos fuentes con carga eléctrica puede
representarse mediante una cuerda fundamental (una F1-brana) en la frontera del espacio
AdS. La cuerda F1, sin embargo, puede dividirse en dos cuerdas que enlazan cada fuente
con la brana situada en la singularidad (a la cual se denota por D5/D3 para insistir en que
es obtenida mediante la polarización de D3-branas), como se muestra en la figura 6.2 (a).
Debido a la dispersión de las ĺıneas de campo asociada a esta descomposición de la cuerda,
la enerǵıa asociada a la separación de las dos fuentes permanece constante (no hay confina-
miento): las cargas eléctricas se ven apantalladas. Esto no ocurre, sin embargo, al considerar
D1-branas (cuerdas con carga magnética): dichos objetos f́ısicos no pueden situar uno de sus
extremos en la D5/D3-brana, provocando una limitación en la coordenada radial de D1, como
se muestra en la figura 6.2 (b). En este último caso, la enerǵıa de la cuerda śı es proporcional
a la distancia que separa las fuentes cargadas, y por tanto, estarán confinadas.

Al considerar la relación de S-dualidad, se puede argumentar de manera similar como
las cuerdas F1 tendrán asociado un confinamiento de las cargas eléctricas (figura 6.2 (c)),
mientras que las cuerdas D1 podrán enlazarse a una NS5/D3-brana, con carga (1, 0), la cual
producirá un apantallamiento entre las cargas (figura 6.2 (d)). Esta f́ısica coincide con la
asociada al vaćıo confinante de la teoŕıa N = 1∗ SYM.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.2: Relación entre los distintos tipos de cuerda y la 5-brana, cuyas cargas vienen
denotadas por el par (p, q). Dadas dos fuentes cargadas en la frontera del espacio AdS repre-
sentadas por A y B, se representa el apantallamiento de sus cargas en las figuras (a) y (d);
por otra parte, las figuras (b) y (c) representan el caso en el que las cargas se ven confinadas
y la cuerda no puede enlazarse a la 5-brana.

6.3.3. La solución de supergravedad truncada a 4 campos escalares y las
ecuaciones BPS.

Se puede encontrar una truncación consistente de supergravedad N = 8 con grupo gauge
SO(6) en 5 dimensiones mediante una truncación consistente a 4 campos escalares. Esta
construcción parte de la truncación a 8 campos escalares reales que mantiene invariante
SO(3) [59], y se reduce a 4 campos escalares al imponer simetŕıas discretas adicionales [60].
La solución GPPZ que se discute en este caṕıtulo es una solución particular de este modelo
que además apaga dos de los cuatro campos escalares que caracterizan la truncación.

El lagrangiano que caracteriza la solución con 4 campos escalares se describe a partir de
la métrica en 5 dimensiones, g; los superpotenciales W y K; y dos escalares complejos, z1 y
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z2, de la forma:

L =
1

4πGN

√
|g|
(

1

4
R+

1

2
Kαβ∂µz

α∂µzβ − P
)
. (6.20)

En la expresión también aparecen la constante de Newton, GN , y el escalar de Ricci, R.
Mediante el escalar de Kähler se puede determinar el término cinético Kαβ y, empleando
también el superpotencial W, se puede determinar el potencial escalar P que aparece en
dicha expresión. Esto se muestra en las relaciones:

Kαβ = ∂α∂βK, K = − log
[
(1− z1z1)(1− z2z2)3

]
,

W = 3g
4 (1 + z1z2)(1− z2

2), P = 1
2e
K
[
KαβDαWDβW −

8
3WW

]
.

(6.21)

La derivada covariante de Kähler que aparece en las relaciones anteriores actúa de la forma:
Dαf = (∂α + ∂αK)f .

El modelo admite una métrica como la formulada en la ecuación (6.14). Por otra parte,
las ecuaciones BPS se obtienen al imponer que se preserve parte de la supersimetŕıa N = 8
(más concretamente, imponiendo que las variaciones fermiónicas δλµ se anulen). La expresión
que toman dichas ecuaciones es la siguiente [49]:

∂φ(z)

∂z
− 2

3
eK/2|W| = 0,

∂zα

∂z
+ eK/2

W
|W|
KαβDβW = 0. (6.22)

Nótese como una solución simple para estas ecuaciones se puede obtener considerando z1 =
z2 = 0 y φ(z) = gz

2 : el vaćıo maximalmente supersimétrico de AdS5. Las soluciones que
resultarán de interés son aquellas que permiten obtener este vaćıo en la frontera del espacio
AdS, y con el objetivo de obtener soluciones que cumplan este requisito se pueden resolver
las ecuaciones BPS expandidas alrededor del vaćıo (en la región UV).

En primer lugar, se realiza el siguiente cambio de variable para simplificar las expresiones:

z1 = tanh 1
2(3α+ ϕ− 3iψ + iψ4),

z2 = tanh 1
2(α− ϕ− iψ − iψ4).

(6.23)

Los campos escalares ψ y ψ4 suponen, a su vez, un cambio de variable respecto a los campos
m(z) y σ(z) que caracterizaban la solución GPPZ en la sección 6.3.1 y tendrán, de la misma
manera, una masa m2

ψL
2 = m2

ψ4
L2 = −3. Concretamente, el cambio de variable vendrá dado

por:

tan
(

1
2(ψ4 − 3ψ)

)
= − tanh

(
1
2(
√

3m− σ)
)
,

tan
(

1
2(ψ4 + ψ)

)
= tanh

(
1
6(
√

3m+ σ)
)
.

(6.24)

Más aún, tendrán unos operadores duales asociados en la teoŕıa gauge completamente análo-
gos:

ψ ←→ O3 =
3∑

A=1

[
tr(λAλA) +mf tr|φA|2

]
, ψ4 ←→ O4 = tr(λ4λ4). (6.25)
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Los otros dos campos escalares, de masas m2
αL

2 = −4 y m2
ϕL

2 = 0, estarán asociados
a los campos que transforman de la forma 20′ y 1 (respectivamente) y serán apagados en
la solución GPPZ. La masa de cada escalar se obtiene al expandir el potencial escalar P
alrededor del punto z1 = z2 = 0, expresado tras el cambio de variable [49].

La expansión UV de las ecuaciones BPS toma la siguiente forma:

ψ = m̂ε1/2 − 5
6m̂

3ε3/2 +O(ε2),

ψ4 = wε3/2 +O(ε2),
α = vε+O(ε2),
ϕ = ϕ0 +O(ε2),

φ(z) = −1
2 log ε− m̂

2 ε+O(ε2).

(6.26)

La distancia al vaćıo de la solución se controla tomando el parámetro ε = e−gz próximo a
0. El parámetro m̂ que aparece en las expresiones se corresponde con un término de fuente
del operador asociado al campo ψ y es proporcional al parámetro de masa mf de la teoŕıa
N = 1∗ SYM. También aparecen el parámetro w, relacionado con el valor esperado de
vaćıo del operador gaugino bilineal asociado a ψ4; y el parámetro v, relacionado con el valor
esperado de vaćıo del operador asociado a α. El condensado de gauginos de la teoŕıa se
corresponderá con el valor que tome w; y no habrá un condensado asociado a v en la solución
GPPZ debido a que la solución está caracterizada por α = 0.

La expansión UV de los campos m(z) y σ(z) se puede obtener a partir de las expresiones
obtenidas en (6.26) y mediante el cambio de variable (6.24), dando lugar a la expresión:

m =
√

3m̂ε1/2 + m̂3
√

3
ε3/2 +O(ε2),

σ = (w − m̂3)ε3/2 +O(ε2).
(6.27)

A partir de dichas expresiones, se puede calcular el valor esperado de vaćıo del operador
gaugino bilineal [61] de la siguiente manera:

〈O4〉 =
N2

π2
(w − m̂3). (6.28)

6.3.4. El uplift a 10 dimensiones de la solución GPPZ.

Mediante la notación introducida en la sección 6.3.3, es posible expresar el elemento de
ĺınea de la solución GPPZ en 5 dimensiones de la forma:

ds2
5 =

4

g2t2

(
dt2 + (1− t2)(1− λ2t6)1/3dxµdxµ

)
, (6.29)

donde se han empleado las expresiones:

t = m̂e−gz/2, z1 = i
µ− ν3

µ+ ν3
, z2 = i

1− µν
1 + µν

, µ =

√
1 + λt3

1− λt3
, ν =

√
1 + t

1− t
. (6.30)

Se ha empleado una nueva variable radial t en las expresiones. También se puede observar
como los complejos z1 y z2 son puramente imaginarios, debido a que los escalares α y ϕ se
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anulan en esta solución. La frontera del espacio AdS, en la que se obtiene el vaćıo maximal-
mente simétrico, se obtiene cuando t→ 0 y, al expandir la solución cerca de esta frontera, se
puede relacionar la constante de integración λ con el condensado de gauginos y la masa de
la teoŕıa conforme de la siguiente forma:

(λ+ 1)m̂3 = w. (6.31)

La constante λ se define, más concretamente, en función de las constantes de integración C1

y C2 que aparecen en las ecuaciones del flujo GPPZ (6.16) de la siguiente forma [53] [59]:

λ = e3(C2−C1). (6.32)

Bajo esta notación, la singularidad de la solución se encontrará en t = 1, y su estruc-
tura dependerá del valor de λ. Siguiendo una vez más los criterios de Gubser [55] para que
una solución tenga interpretación f́ısica es preciso restringir los valores de la constante de
integración en el rango |λ| ≤ 1 [4].

Es posible realizar un uplift de esta solución a una solución de tipo IIB de supergravedad
en 10 dimensiones mediante las fórmulas descritas por Baguet, Hohm y Samtleben (2015) [62].
En esta sección se van a introducir los campos y expresiones más relevantes, cuya obtención
es detallada por Bobev, Gautason, Nichoff y van Muiden (2018) [51]; aśı como por Petrini,
Samtleben, Schmidt y Skenderis (2018) [53].

La métrica del uplift de la solución GPPZ se puede expresar de la forma:

ds2
10 =

(K1K2 −K2
3 )1/4

√
gs

(
ds2

5

(1− t2)
√

1− λ2t6
+

4
√

1− λ2t6

g2(K1K2 −K2
3 )
dΩ5

)
. (6.33)

Para poder expresar la métrica de manera compacta, se han definido las siguientes fun-
ciones:

K1 = (1 + t2)(1− λ2t8) + 2t2
(
(1− λ2t6)− λt2(1− t2) cos(4α)

)
cos 2χ,

K2 = (1 + t2)(1− λ2t8)− 2t2
(
(1− λ2t6)− λt2(1− t2) cos(4α)

)
cos 2χ,

K3 = 2λt4(1− t2) cos 2χ sin 4α,
K4 = (1 + t2)2(1 + λt4)2 − 4t4(1 + λt2)2 cos2 2χ,

(6.34)

donde se ha empleado una elección de coordenadas en S5 que permite describir de manera
expĺıcita la ruptura SU(4)→ SO(3)× U(1) de la forma: Y1 + iY2

Y3 + iY4

Y5 + iY6

 = eiα cosχR

 1
0
0

+ ieiα sinχR

 0
1
0

 . (6.35)

Las coordenadas Y1, . . . , Y6 describen un embedding de S5 en R6. También es empleada
la matriz de rotación R, definida como R = eωg1eξ1g2eξ2g1 , donde (ω, ξ1, ξ2) son los ángulos
de Euler y g1, g2 son los generadores de SO(3):

g1 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 , g2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 . (6.36)
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Cada una de las coordenadas angulares tendrá un valor comprendido en los siguientes rangos:

0 ≤ α ≤ 2π, 0 ≤ χ ≤ π

4
, 0 ≤ ω ≤ 2π, 0 ≤ ξ1 ≤ π, 0 ≤ ξ2 ≤ π. (6.37)

En la expresión 6.33, también aparece la métrica de S5, definida de la forma:

dΩ5 = K4dχ
2 − 4λt4(1− t2)2(cos 2αdχ− sin 2α cos 2χσ3)2

− 4λt6d(cos 2α cos 2χ)2 +
(1− λ2t8)2(1− t2)

1− λ2t6
(dα+ sin 2χσ3)2

+ cos2 2χ(1 + λt4)2(4t2dα2 + (1− t2)2σ2
3)

+ (1− t2)(sin2 χK1σ
2
1 + sin 2χK3σ1σ2 + cos2 χK2σ

2
2), (6.38)

donde se emplean las 1-formas σ1, σ2, σ3 que vienen dadas de manera expĺıcita en función de
los ángulos de Euler de la forma:

σ1 = cos ξ2 sin ξ1dω − sin ξ2dξ1,
σ2 = − sin ξ2 sin ξ1dω − cos ξ2dξ1,
σ3 = − cos ξ1dω − dξ2.

(6.39)

Los campos de supergravedad que caracterizan la teoŕıa de tipo IIB se pueden describir
de manera expĺıcita siguiendo las siguientes expresiones2:

Dilatón: eφ = gs(1+λt4)√
K1K2−K2

3

(
(1 + t2)(1− λt4) + 2t2(1− λt2) cos 2χ cos 2α

)
, (6.40)

Axión: C0 = − 2t2(1+λt2)(1−λt4) cos 2χ sin 2α
gs(1+λt4)((1+t2)(1−λt4)+2t2(1−λt2) cos 2χ cos 2α)

, (6.41)

4-forma: C4 = − 16
g4gs

[
(1−t2)(1−λ2t8)

t4(1−λ2t6)1/3
dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

]
, (6.42)

2-formas:

B2 + igsC2 =
4

g2

te−iα

K1K2 −K2
3

[ (
a1dχ+ a2σ3 − i(1− λ2t8)(K1 +K2) sin 2χdα

)
∧ Σ

−
(
a3dχ+ a4σ3 − i(1− λ2t8)(K1 −K2 − 2iK3) sin 2χdα

)
∧ Σ̄

]
. (6.43)

De manera análoga a cuando se expresó la métrica en 6.33, se han definido una serie de
funciones que permiten expresar de manera compacta las 2-formas:

a1 = −2iK3(1 + t2)(1− λ2t6),
a2 = i(1 + t2)[(K1 −K2)(1− λ2t6) cos 2χ− 2(1− λ2t8)2 − 2t2(1 + λ4t12 − λ2t4(1 + t4)) cos2 2χ],
a3 = 4t4(1− λ2t4)(1− λ2t6 − λt2(1− t2)e4iα) cos2 2χ− (1 + t2)2(1− λ2t8)(1− λ2t6 + λt2(1− t2)e4iα),
a4 = i(1− t2)2(1− λ2t8)(1− λ2t6 − λt2(1− t2)e4iα) cos 2χ.

(6.44)

2Se ha añadido un factor 16 multiplicando la expresión de C4 que no aparece en la referencia [49]. Se puede
comprobar como este factor śı aparece en una referencia anterior con los mismos autores, [51], y es necesario
para la obtención correcta del potencial de una D3-brana.
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Finalmente, en la expresión de las 2-formas aparece la 1-forma compleja Σ dada por:

Σ = i sinχσ1 + cosχσ2. (6.45)

La simetŕıa SO(3) (asociada a las 1-formas σ1, σ2 y σ3) se preserva en el uplift a 10
dimensiones de la solución GPPZ. Además, se observa como la solución mantiene invariante
sus campos de supergravedad bajo una transformación de dualidad combinada con un cambio
en el ángulo α de la forma α→ α+ π/2. Esto se comprueba fácilmente en la expresión de la
métrica y de la 4-forma, observando que son invariantes bajo la S-dualidad y que su peŕıodo
en α es π/2. Para poder comprobarlo en el resto de campos, es preciso notar que transforman
bajo S-dualidad de la forma:

τ = C0 + ie−φ → − 1

g2
sτ
, B2 → −gsC2, C2 → g−1

s B2. (6.46)
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Caṕıtulo 7

D3-branas en el uplift de la solución
GPPZ

Se va a plantear, una vez más, un conjunto de N D3-branas en una solución de super-
gravedad (que en este caso será la solución GPPZ) mediante las cuales se podrá estudiar su
teoŕıa gauge dual según la correspondencia AdS/CFT (la teoŕıa N = 1∗ SYM) en su régimen
no perturbativo. Este tipo de estudio de la teoŕıa gauge seŕıa mucho más complejo sin la
dualidad que se está empleando, por lo que este caṕıtulo puede considerarse un ejemplo de
la capacidad de dicha herramienta en la Teoŕıa Cuántica de Campos.

7.1. Acción de la brana de prueba.

Es posible estudiar el comportamiento dinámico de un conjunto de N D3-branas conside-
radas en el uplift de la solución de supergravedad descrita en el caṕıtulo anterior, la solución
GPPZ. El procedimiento es similar al descrito en el caṕıtulo 5 cuando se calculaba la acción
de una brana separada de las N − 1 restantes en un espacio AdS. La expresión de la acción
será, una vez más, la suma de un término DBI (que sigue la expresión de la ecuación (5.5))
y un término WZ (que sigue la expresión de la ecuación (5.8)).

Las direcciones a lo largo de las cuales se verá extendida cada D3-brana se representan
mediante un aspa en la siguiente tabla, mientras que aquellas donde está localizada son
denotadas mediante un punto. En la tabla se denotó a las coordenadas del mundo de la
brana por sM .

sM 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D3-brana × × × × · · · · · ·

El espacio transversal a la brana puede describirse mediante la coordenada radial t que
se introdujo en la sección 6.3.4 para describir el espacio AdS5; junto con una elección de
coordenadas que parametrice la 5-esfera, como es el caso de las coordenadas (α, ω, ξ1, ξ2, χ)
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introducidas en la misma sección. La brana estará localizada en un valor constante de ca-
da coordenada de las direcciones transversas, y se puede establecer un embedding como el
descrito por la siguiente tabla:

Función de embedding, XM X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9

Valor de la función s0 s1 s2 s3 t α ω ξ1 ξ2 χ

El valor que toma la derivada parcial con respecto a cada coordenada del mundo de la
función de embedding viene dado, por lo tanto, por:

∂µX
M = 0 para M = 4, . . . , 9, debido a que la función de embedding es constante.

∂µX
ν = ∂µs

ν = δνµ.

Esto permite expresar el pullback de la métrica según la expresión:

P [g]µν = gMN (X)δMµ δ
N
ν = gµν(X) =

4(K1K2 −K2
3 )1/4

g2t2
√
gs

1

(1− λ2t6)1/6
ηµν . (7.1)

El producto externo de formas diferenciales que definen B2 y C2 está compuesto por
1-formas en S5, por lo que el pullback de las 2-formas será anulado. La acción de Dirac-Born-
Infeld quedará descrita, por lo tanto, de la forma:

SDBI = −µ3

∫
d4s

√
−det

(
4(K1K2 −K2

3 )1/4

g2t2
√
gs

1

(1− λ2t6)1/6
ηµν

)
= −µ3

∫
d4s

16
√
K1K2 −K2

3

g4t4 gs

1

(1− λ2t6)1/3
. (7.2)

Por otra parte, es preciso determinar el pullback de la forma C4 para calcular el término
WZ de la acción, el cual da lugar a la expresión:

P [C4] =
1

4!
CMNPQ∂µX

M∂νX
N∂ρX

P∂σX
Qdsµ ∧ dsν ∧ dsρ ∧ dsσ

= − 16

g4gs

(1− t2)(1− λ2t8)

t4(1− λ2t6)1/3
ds0 ∧ ds1 ∧ ds2 ∧ ds3. (7.3)

Teniendo en cuenta la expresión del pullback, la acción de Wess-Zumino toma la siguiente
forma1:

SWZ = µ3

∫
d4s

16

g4gs

(1− t2)(1− λ2t8)

t4(1− λ2t6)1/3
. (7.4)

1El signo que adquiere la acción es el opuesto al que se consideró al calcular (5.9). Esto es debido a que
bajo esta coordenada radial t, la región UV está situada en la región t → 0, mientras que la región IR se
sitúa en t→ +∞. En la sección 5.1 se adquieren bajas enerǵıas cuando la coordenada radial considerada toma
valores próximos a 0, y altas enerǵıas en ∞; lo cual indica que hubo un cambio de orientación al cambiar las
coordenadas, que se refleja en el signo de esta acción.
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Al sumar los términos DBI y WZ se obtiene la acción total, que sigue la expresión:

S = SDBI + SWZ =
16

g4gs
µ3

∫
d4s
−
√
K1K2 −K2

3 + (1− t2)(1− λ2t8)

t4(1− λ2t6)(1/3)
. (7.5)

De manera opuesta a lo que ocurŕıa en la sección 5.1, separar una D3-brana del conjunto inicial
de N branas śı podŕıa suponer un gasto energético en una solución de supergravedad de tipo
GPPZ. El espacio de moduli relacionado con la posición de la brana vendrá determinado por
aquellos puntos del espacio que permitan minimizar el potencial asociado a dicha acción.

7.2. La singularidad de la solución.

Recordando las expresiones introducidas en la sección 6.3.4, la solución GPPZ tiene una
singularidad en el punto t = 1 cuya estructura depende del valor de λ. En la misma sección se
indicó que los únicos valores de la constante que permit́ıan a la solución tener un significado
f́ısico según los criterios de Gubser [55] eran aquellos valores situados en |λ| ≤ 1. En esta
sección se estudiará por separado la singularidad cuando |λ| < 1 y cuando |λ| = 1.

7.2.1. Singularidad en |λ| < 1.

La singularidad en t = 1 cuando el valor de λ se sitúa en el intervalo (−1, 1) puede
describirse mediante la colocación de un tipo de D-branas en la geometŕıa. Dicha singularidad
estará situada, más concretamente, en el mı́nimo de enerǵıa de la solución que se obtiene
en (t, χ) = (1, 0), sin estar localizada en el resto de sus coordenadas angulares (esto será
argumentado más adelante en la sección 7.3.2).

La expresión que adopta la métrica alrededor de este punto es la siguiente [51]:

ds2
10 ≈

8

g2√gs
H−1/4

[
(1− λ2)1/3dxµdxµ + k(α)(dχ2 + χ2σ2

1)
]

+
1

2g2√gs
H3/4

[
4

k(α)
(dα2 + dρ2 + ρ2(σ2

2 + σ2
3)

]
, (7.6)

donde aparecen la coordenada ρ ≡ 1 − t (y por tanto, ρ ≈ 0); las 1-formas diferenciales que
parametrizan SO(3), σ1, σ2 y σ3, descritas en (6.39); y las siguientes funciones:

H ≡ 2k(α)

ρ
, k(α) ≡ 1− λ2

1 + 2λ cos 4α+ λ2
. (7.7)

La métrica que describ́ıan las D3-branas en una teoŕıa N = 4 fue descrita en la sección
5.1, tomando una expresión de la siguiente forma:

ds2
D3 = h−1/2 dxµdxµ︸ ︷︷ ︸

Extensión de la brana

+h1/2 (dr2 + r2dΩ5)︸ ︷︷ ︸
Espacio transversal

, h = 1 +

(
L3

r

)4

, (7.8)
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donde la coordenada r denotaba la distancia al conjunto de branas. Sin embargo, se puede
observar como la geometŕıa que se obtiene en la expresión (7.6) tiene la misma forma que la
que describe un conjunto de 5-branas colocadas en un espacio plano [63]:

ds2
D5 = h−1/4 dŝ2

6︸︷︷︸
Extensión de la brana

+h3/4 dŝ2
4︸︷︷︸

Espacio transversal

, h = 1 +
T

r2
, (7.9)

donde T está relacionada con la tensión de la brana. En estas expresiones se está observando
de manera expĺıcita el efecto de la polarización de las D3-branas en 5-branas descrito en la
sección 6.3.2, el cual tiene lugar en la singularidad de la solución GPPZ.

Recordando la manera de determinar los vaćıos de una teoŕıa N = 1∗ SYM a partir de
la descomposición de N de la expresión (6.10), cada conjunto de vaćıos se describe mediante
representaciones irreducibles de SU(2) de dimensión d que aparecen kd veces en la partición
de N . En el caso de las representaciones que descomponen N de la forma N = dkd (y por lo
tanto d es un valor que divide a N), el tipo de vaćıo que se considera tiene una masa no nula,
lo cual provoca la polarización de las D3-branas en 5-branas mediante el efecto dieléctrico
de Myers. Un vaćıo asociado a {kd} con estas caracteŕısticas se puede describir mediante kd
D5-branas, manteniéndose invariante bajo transformaciones de SU(kd); y cada una de dichas
branas se habrá formado a partir de la polarización de d D3-branas. Esta interpretación se
puede realizar de manera completamente dual mediante d NS5-branas coincidentes, siendo
cada una de ellas producto de la polarización de kd D3-branas.

La solución GPPZ, en general, permitirá una descomposición del tipo:

N =

M∑
i=1

niki, (7.10)

donde ki denota el número de D3-branas que polarizan en una 5-brana; ni denota el número
de 5-branas que se obtienen polarizando ki D3-branas; y M es un entero con un valor muy
alto, M � 1. Los vaćıos masivos estarán asociados a las descomposiciones de N de tipo
N = pq; es decir, son aquellos en los ki 6= 0 para un solo valor de i. El valor que tome
caracterizará su vaćıo asociado, y al variar dicho valor se producirán distintos tipos de vaćıos
(es decir, estarán asociados a 5-branas con distinta carga). Una partición según (7.10) con
más de un valor de ki no nulo se corresponde con un vaćıo sin masa, ya que su grupo gauge
asociado incluye factores U(1), permitiendo la existencia de modos de masa nula.

Una de las diferencias principales entre la métrica (7.6) y la métrica (7.9) está en el
término +1 que aparece en la función h; este término no aparece en la función harmónica de
la primera expresión debido a que ya se está considerando el ĺımite cerca del horizonte.

La otra diferencia fundamental se observa en el grado de singularidad de las funciones
harmónicas H ∼ ρ−1 y h ∼ r−2. La métrica (7.6) tiene un grado menor debido a que las
branas no están localizadas en la coordenada α: el espacio transverso a la brana adopta la
forma de un cilindro en 4 dimensiones en el cual se puede describir una 5-brana en todo punto
de cada circunferencia S1 recorrida por la coordenada α.

4

k(α)
(dα2︸︷︷︸

S1

+ dρ2 + ρ2(σ2
2 + σ2

3)︸ ︷︷ ︸
R3

). (7.11)
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Un esquema que representa este espacio se puede observar en la figura 7.1. El tipo de brana
que se describe dependerá del valor de α, y la distribución de las branas a lo largo de la
circunferencia se repetirá al combinar una transformación de S-dualidad con una transfor-
mación α → α + π/2. El inverso de la función k(α), la cual tiene en efecto un peŕıodo π/2,
aparece como factor en la geometŕıa del cilindro descrito en (7.11); aśı como la propia función
k(α) aparece multiplicando el espacio descrito por las coordenadas (χ, σ1) en el worldvolume
6-dimensional de las branas. Este último es la subvariedad compacta 2-dimensional de S5 en
la que las 5-branas se polarizan, por lo que el factor k(α) que lo multiplica puede ser inter-
pretado como un radio de dicha polarización. Por último, esta función también actúa como
la tensión de la 5-brana, como se deduce al comparar las expresiones de H y h. La forma que
adopta k(α) para distintos valores de λ puede observarse representada en la figura 7.2

Figura 7.1: Representación de la geometŕıa que adoptan las coordenadas transversas a las 5-
branas. La coordenada α describe una circunferencia S1, a lo largo de la cual están distribuidas
las 5-branas; mientras que ρ, σ2 y σ3 describen R3, dando lugar a la geometŕıa de un cilindro
en 4 dimensiones.

El resto de campos de supergravedad de tipo IIB son compatibles con la descripción de
la geometŕıa mediante D3-branas polarizadas en 5-branas:

Dilatón: eφ ≈ gsH1/2 cos2 α, (7.12)

Axión: C0 ≈ − tanα
gs

, (7.13)

4-forma: C4 ≈ 2(1−λ2)2/3

g4gs
dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3, (7.14)
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Figura 7.2: Forma de k(α) para distintos valores de λ. La función es igual a 1 para todo
punto si λ = 0; sin embargo, al tomar valores mayores de λ, la función alcanza sus valores
máximos alrededor de los puntos caracterizados por cos 4α = −1, llegando a diverger en el
ĺımite λ → 1. Al tomar valores de λ menores que 0, los puntos máximos de la función se
encuentran alrededor de los puntos caracterizados por cos 4α = 1, de manera análoga al caso
anterior.

2-formas:

[
B2

C2

]
≈
[

cosα gs sinα
−g−1

s sinα cosα

] [
0

4
gsg2

volS2

]
, (7.15)

donde volS2 denota la forma de volumen de la 2-esfera formada por σ2 y σ3.

Las 6-formas que se acoplan a las 5-branas definidas alrededor de la circunferencia descrita
por α y que definen su carga se obtienen a partir de las 2-formas B2 y C2:{

H3 = dB2 ≈ 4
g2

cosα dα ∧ volS2

F3 = dC2 ≈ − 4
gsg2

sinα dα ∧ volS2
,{

dB6 = H7 = ?H3 ≈ 4
g2

cosα d4x ∧ volS′2 ∧ dρ
dC6 = F7 = ?F3 ≈ − 4

gsg2
sinα d4x ∧ volS′2 ∧ dρ

,{
B6 ≈ 4

g2
cosα d4x ∧ volS′2

C6 ≈ − 4
gsg2

sinα d4x ∧ volS′2
,

(7.16)

donde se denotó por volS′2 a la forma de volumen de la 2 esfera formada por χ y σ1.

A partir de las expresiones de las 6-formas, se puede deducir la carga de una NS5-brana,
cuya carga eléctrica y magnética viene dada por el par (p, q) = (1, 0); y de una D5-brana, de
carga (p, q) = (0, 1):

1
(2πls)2

∫
NS5B6 = 4

πl2sg
2 cosα =

√
4gsN
π cosα,

1
(2πls)2

∫
D5C6 = − 4

πl2sgsg
2 sinα = −

√
4N
πgs

sinα.

(7.17)

74



De manera más general, una (p, q)-brana situada en α tendrá una carga:

1

(2πls)2

∫
(p,q)

(pB6 + qC6). (7.18)

En la expresión (6.46) se describió como transformaban las 2-formas bajo una transfor-
mación de S-dualidad. Las 6-formas transformarán de una manera análoga,

B6 → −gsC6, C6 →
1

gs
B6; (7.19)

y puede observarse como al transformar 4 veces una forma diferencial se obtendrá la misma
forma:

B6 → −gsC6 → −B6 → gsC6 → B6,

C6 → 1
gs
B6 → −C6 → − 1

gs
C6 → B6.

(7.20)

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores, se puede analizar, por ejemplo, como variará
la carga de una NS5-brana caracterizada por un cierto α al aplicar cada transformación de
S-dualidad:

√
4gsN
π cosα

(1, 0)

√
4gsN
π sinα

(0,−1)

−
√

4gsN
π sinα

(0, 1)

−
√

4gsN
π cosα

(−1, 0)

(7.21)

En general, se puede afirmar que la carga de una 5-brana cambiará mediante una trans-
formación de S-dualidad de la forma:

(p, q) −→ (q,−p) = (q,N − p), (7.22)

donde se tiene en cuenta que la notación (p, q) está expresada en móduloN . Recordando que al
combinar una transformación de S-dualidad con una transformación de la forma α→ α+π/2
la forma diferencial se mantiene invariante, se ha representado de manera esquemática en la
figura 7.3 distintas 5-branas con carga equivalente en función del cambio en el ángulo que
debe realizarse para observar la equivalencia. Por ejemplo, se representa una (p, q)-brana
colocada en un ángulo α, y se observa como es equivalente a una (q,N − p)-brana tras un
cambio α+π/2; aśı como será equivalente a una (N−p,N−q)-brana tras un cambio α+π. En
particular, también se representan en la figura las equivalencias para una NS5-brana colocada
en α = 0.

La polarización de distintos números de D3-branas da lugar a distintos tipos de 5-branas
(es decir, branas caracterizadas por una carga diferente). La figura 7.4 representa la colocación
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Figura 7.3: 5-branas obtenidas mediante trasformaciones de S-dualidad cuya carga es equiva-
lente al desplazar α el valor indicado. Se representa, en particular, una NS5-brana, de carga
(p, q) = (1, 0), colocada en α = 0.

en el espacio transverso de cada conjunto de ni 5-branas obtenidas mediante la polarización
de ki D3-branas. Al considerar un número de D3-branas muy grande, N � 1, se obtiene
que el número de tipos de 5-branas también es muy elevado, M � 1; y, por tanto, se puede
considerar que existen branas para todo valor de α, colocadas de manera continua en S1.

7.2.2. Singularidad en |λ| = 1.

La singularidad de la solución GPPZ sigue siendo f́ısicamente aceptable cuando |λ| = 1
según los criterios de Gubser. Sin embargo, la diferencia fundamental con el caso |λ| < 1
consiste en que la singularidad no va a poder interpretarse en esta ocasión mediante 5-branas
polarizadas.

Si se fija el valor λ = 1 y se definen las siguientes expresiones,

w1 = cos 2χ cos 2α, w2 = cos 2χ sin 2α,

W1 = −4(w2
1 + 4(w2

2 − 1)), W2 = −2(w2
1+2w2

2)√
w2

1+w2
2

.
(7.23)
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Figura 7.4: Colocación de 5-branas en su espacio transverso para distintos valores de α, reco-
rriendo la circunferencia S1. Cada punto i representa un conjunto de 5-branas, representando
los valores i = 1, . . . ,M . Tomando M � 1 se puede considerar que existen 5-branas en
cualquier valor de α.

la métrica cerca del ĺımte t→ 1 tomará la siguiente forma:

ds2
10 ≈

W
1/4
1

g2√gs
√

6

1

1− t

(
4dt2 +

12

W1
dw2

2

)
+

481/3W
1/4
1

g2√gs
√

6
(1− t)1/3ds2

4

+
1

g2√gs
√

6W
3/4
1

(1− t)
[
24

(
(4−W2) sin2 χ σ2

1 + (4 +W2) cos2 χ σ2
2 +

1

2
sin 4χ sin 4α σ1σ2

)
+ 16 (3w1(2 sin 2α dχ+ w1σ3) + 4 sin 2χ(2dα+ sin 2χ σ3))σ3

]
. (7.24)

Al contrario que en el caso |λ| < 1, la expresión que se obtiene no tiene la misma forma
que la geometŕıa descrita por un conjunto de 5-branas dada por (7.9). Por ejemplo, se puede
observar como los términos dominantes en el ĺımite t→ 1 son los asociados a las coordenadas
t y w2. Si se presta atención a dichos términos y se realiza el cambio de variable t ≡ 1− e−ρ̂,
la métrica toma la forma:

ds2
10 ≈

W
1/4
1

g2√gs
√

6
eρ̂
(

4e−2ρ̂dρ̂2 +
12

W1
dw2

2

)
. (7.25)

Esta métrica, que se obtiene en ρ̂→∞ tras el cambio de variable, tiene una forma más similar
a la métrica de un espacio AdS2 de signatura eucĺıdea en el mismo ĺımite, cuya expresión
para una longitud caracteŕıstica unidad del espacio viene dada por [64]:

ds2
AdS2

=
dz2 + dx2

0

z2

z≡e−ρ−−−−→ ds2
AdS2

= e2ρ
(
e−2ρdρ2 + dx2

0

)
. (7.26)

El ĺımite que se analiza se alcanza en la métrica de AdS2 cuando ρ → ∞. A pesar de ser
una expresión similar a (7.25), se observa una diferencia fundamental al comparar la función
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exponencial que multiplica ambos diferenciales (en (7.25) aparece eρ̂, mientras que en (7.26)
aparece e2ρ). Se está observando, por lo tanto, como la geometŕıa tiene la forma de una
garganta infinita de dos dimensiones al acercarse a la singularidad, de manera similar a
la forma que tomaba la métrica descrita en la sección 5.1 en la región cerca del horizonte
(representada por la figura 5.2), salvo por un factor eρ̂.

Por otra parte, se puede observar en la expresión (7.24) como la 5-esfera en su totalidad
será singular en el ĺımte t → 1, lo cual dificulta una interpretación mediante branas. Esto
se debe a que ni la 4-forma C4 ni el axión C0 divergen en ningún punto, y la expresión del
dilatón y de las 2-formas es la siguiente:

eφ ≈ 2gs(2 + cos 2χ cos 2α)√
W1

, (7.27)

B2 + igsC2 ≈
4e−iα

g2W1

[
4i sin 2χ

((
4− 3 cos 2χ+

(w1 + iw2)2

cos 2χ

)
Σ + 8i sinχ σ1

)
∧ dα

+ iW1Σ ∧ σ3 +
(
12iw1 sin 2α Σ−

(
4e4iα + 2(w1 + iw2)2 + 9− 12 cos 4χ

)
Σ
)
∧ dχ

]
. (7.28)

No es posible describir una distribución de branas compatible con las simetŕıas del problema
que sea capaz de dar lugar a esta singularidad [49]. Nótese que tomando λ = −1 se puede
llegar a la misma conclusión de manera análoga.

En la sección 7.3 se detalla un estudio del potencial asociado a la separación de una
D3-brana de prueba del resto de N − 1 D3-branas. En ella se puede seguir observando la
naturaleza de la singularidad cuando |λ| = 1, y se argumenta que los puntos donde el dilatón
diverge coinciden con los mı́nimos relativos del potencial de la brana. Esto supone una prueba
adicional de que la aproximación de supergravedad bajo estos valores de λ no es precisa cerca
de la singularidad en t = 1 y no se puede interpretar mediante branas.

7.3. La forma del potencial.

Es posible formular un término de enerǵıa potencial a partir de la expresión de la acción
calculada en la sección anterior. Los puntos donde se localicen los mı́nimos en el potencial,
en el caso de existir, tendrán asociados estados de vaćıo que pueden ser descritos mediante
un espacio de moduli.

Teniendo en cuenta la acción (7.5), el potencial de una D3-brana separada de las N − 1
branas restantes del conjunto tendrá la forma de la siguiente expresión:

V =

√
K1K2 −K2

3 − (1− t2)(1− λ2t8)

t4(1− λ2t6)1/3
. (7.29)

La expresión rigurosa del potencial está multiplicada por un factor 2π
gs(2πlsg)4

[60], el cual se

decide obviar en el cálculo de la sección ya que no influye en la localización de sus puntos
cŕıticos o de sus zonas de menor enerǵıa.
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Para calcular los mı́nimos relativos del potencial se analizarán los puntos donde las deriva-
das parciales de V con respecto a cada coordenada transversal a la brana se anule. Mediante
la función de embedding que se introdujo en la sección 7.1, estas coordenadas fueron descritas
por (t, α, ω, ξ1, ξ2, χ). Teniendo en cuenta la expresión expĺıcita de K1K2 −K2

3 ,

K1K2 −K2
3

= (1+t2)2(1−λ2t8)2−4t4
(
(1−λ2t6)2 +λ2t4(1−t2)2−2λt2(1−t2)(1−λ2t6) cos 4α

)
cos2 2χ,

(7.30)

se puede anticipar que en el caso de existir algún punto cŕıtico, dicho punto estará caracteri-
zado por cualquier valor que puedan tomar ω, ξ1 y ξ2 al no aparecer de manera expĺıcita en
la expresión de V . Las derivadas parciales de V respecto a estas 3 coordenadas serán siempre
nulas; esto refleja de manera expĺıcita que la solución se mantiene invariante bajo el grupo
de simetŕıa SO(3).

7.3.1. Ĺımite t→ 0.

Para comprobar la forma que adquiere el potencial en el ĺımite t → 0, región donde
se obtiene de manera asintótica una métrica de espacio AdS, se estudiará una expansión
alrededor de dicho ĺımite de su expresión. El potencial vendrá determinado por las expansiones
asociadas al término DBI y WZ (respectivamente):√

K1K2 −K2
3

t4(1− λ2t6)1/3

t→0−−→ 1

t4
+

1

t2
− 2 cos2 2χ+O(t2), (7.31)

(1− t2)(1− λ2t8)

t4(1− λ2t6)1/3

t→0−−→ 1

t4
− 1

t2
+O(t2), (7.32)

Esto permite observar como diverge el potencial hacia +∞ al tomar valores de t pequeños,

V
t→0
≈ 2

t2
− 2 cos2 2χ, (7.33)

y por lo tanto se puede concluir que no se puede separar una D3-brana de su conjunto en la
región t→ 0 sin evitar que esto conlleve un gasto energético. Esto implica que no existirá un
espacio de vaćıos en dicha región.

7.3.2. Valores |λ| < 1.

En primer lugar, resulta de ayuda observar que la expresión K1K2−K2
3 no puede anularse

para ninguno de los valores que pueden tomar λ, t, α y χ cuando no se considera el ĺımite
t → 1, el cual se analizará en detalle. Por lo tanto, en esta sección se tratará K1K2 − K2

3

como una valor no nulo al tomar valores de t fuera del ĺımite.

Recordando la expresión para el potencial descrita en (7.29), se pueden extraer las si-
guientes condiciones para sus puntos cŕıticos a partir de las derivadas parciales respecto a las
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coordenadas α y χ:

∂

∂α
V = −

16λt2
(
1− t2

) (
1− λ2t6

)2/3
sin 4α cos2 2χ√

K1K2 −K2
3

= 0, (7.34)

∂

∂χ
V =

8
((

1− λ2t6 + λt2
(
t2 − 1

)
cos 4α

)2
+ λ2t4

(
t2 − 1

)2
sin2 4α

)
sin 2χ cos 2χ

(1− λ2t6)1/3
√
K1K2 −K2

3

= 0.

(7.35)

En primer lugar se van a considerar valores de t en el intervalo (0, 1) (en el cual se cumple

K1K2 −K2
3 6= 0 y, por supuesto, t 6= 0, 1), lo que permite simplificar las ecuaciones (7.34) y

(7.35) de la forma:

λ sin 4α cos2 2χ = 0, (7.36)

((
1− λ2t6 + λt2

(
t2 − 1

)
cos 4α

)2
+ λ2t4

(
t2 − 1

)2
sin2 4α

)
sin 4χ = 0. (7.37)

Los puntos que cumplen la condición (7.36) serán aquellos caracterizados por uno de los
tres siguientes casos:

a) cos2 2χ = 0 =⇒ χ = π/4. Esto implicaŕıa que sin 4χ = 0, garantizando que se cumpla
la segunda condición dada por (7.37) para cualquier valor de λ, t y α. Más aún, se
puede comprobar como el potencial V no dependerá del ángulo α.

b) sin 4α = 0, y por lo tanto se cumple uno de las condiciones siguientes:

b.1) cos 4α = 1,

b.2) cos 4α = −1.

c) λ = 0. Una vez más, el potencial V no dependeŕıa de α, y en particular sus puntos
cŕıticos podrán tomar cualquier valor de este ángulo.

La derivada parcial ∂V/∂χ bajo el caso c) (es decir, considerando λ = 0) sólo se podrá
anular si se cumple sin 4χ = 0 (es decir χ = 0 o χ = π/4). Nótese como el potencial asociado
a χ = π/4 y λ = 0 es un resultado particular del caso a) en el que se considera un valor de λ
determinado.

Esto ocurre también en el caso b) (cos 4α = ±1): la derivada ∂V/∂χ solo se anula cuando
se cumple sin 4χ = 0 (y por tanto, χ = 0 o χ = π/4). Una vez más, la combinación (χ = π/4,
cos 4α = ±1) resulta ser un resultado particular del caso a) en el que se toma un valor de α
en concreto. Más aún, la combinación (χ = 0, cos 4α = ±1, λ = 0) se puede obtener en el
caso c) considerando un α determinado.

Por lo tanto, se pueden distinguir cuatro posibles combinaciones de valores bajo las cuales
se podŕıan obtener puntos cŕıticos en esta región:
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a) b.1) b.2) c)

χ = π/4 χ = 0 χ = 0 χ = 0
α ∈ [0, 2π] cos 4α = 1 cos 4α = −1 α ∈ [0, 2π]
λ ∈ (−1, 1) λ ∈ (−1, 1), λ 6= 0 λ ∈ (−1, 1), λ 6= 0 λ = 0

Cuadro 7.1: Valores para los que se anula ∂V/∂α y ∂V/∂χ.

El potencial asociado a cada uno de estos casos ha sido representado en la figura 7.5. Se
concluye, a la vista de estos resultados, que no existe ningún punto cŕıtico en el potencial al
considerar valores de |λ| < 1 y t ∈ (0, 1). Sin embargo, śı se puede observar como el potencial
será estrictamente decreciente al recorrer valores mayores en el eje de t en cada uno de los 4
casos, situando por lo tanto el mı́nimo de enerǵıa en el ĺımite t→ 1.

Por otra parte, los casos representados en la tabla 7.1 son los puntos cŕıticos que alcanza
el potencial cuando se está considerando un valor de t fijo en (0, 1). En la figura 7.6 se puede
observar cada uno de dichos puntos al variar λ entre sus valores −1 y 1 fijando t en un valor
próximo a 1 (t = 0,99).

En dicha figura se comprueba, al considerar λ > 0, como los puntos mı́nimos están situados
en (χ = 0, cos 4α = −1); los máximos lo están en en χ = π/4; y hay diversos puntos de silla
en (χ = 0, cos 4α = 1). Cuando se considera λ < 0 las figuras observadas son análogas, pero
intercambiando la posición de los puntos mı́nimos y los puntos de silla situados en χ = 0.
Por último, la representación de λ = 0 permite ver la no dependencia de V con el valor de
α, aśı como un mı́nimo en χ = 0 y un máximo en χ = π/4.

En el ĺımite t→ 1, donde se situará el mı́nimo energético, la derivada respecto a α se
anula y la condición (7.34) siempre se cumple. El potencial V y la derivada (7.35) toman,
por otra parte, las siguiente expresiones:

V
t→1−−→ 2

(
1− λ2

)2/3
sin 2χ, (7.38)

∂

∂χ
V

t→1−−→ 4
(
1− λ2

)2/3
cos 2χ. (7.39)

Es preciso notar que el ĺımite t→ 1 y el ĺımite χ→ 0 no son intercambiables cuando |λ| < 1.
Esto observación es relevante porque, como se dedujo anteriormente, la derivada ∂V/∂χ se
anula en χ = 0 fuera del ĺımite t → 1 (por tanto, ĺımt→1 ĺımχ→0(∂V/∂χ) = 0); pero en este
ĺımite, la derivada parcial toma la expresión (7.39), la cual es distinta de 0 cuando χ → 0
(ĺımχ→0 ĺımt→1(∂V/∂χ) 6= 0).

La única manera de anular (7.39) (y, por tanto, ser compatible con la existencia de un
punto cŕıtico) es considerar χ = π/4. Al tomar este valor del ángulo, la derivada respecto de
t de V en su ĺımite t→ 1 toma la siguiente expresión:

∂

∂t
V

∣∣∣∣
t→1,χ=π/4

= −
4
(
2λ2 + 1

)
(1− λ2)1/3

. (7.40)

Dado que esta última derivada parcial no se puede anular para ningún valor de λ, se concluye
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que no existirán puntos cŕıticos en el ĺımite t → 1. A pesar de ello, el potencial tomará sus
menores valores en el punto χ = 0 (para cualquier ángulo α), alcanzando el valor V = 0.

7.3.3. Valor |λ| = 1.

Un caso destacable en el estudio de la forma del potencial surge al considerar |λ| = 1 (es
decir, λ = ±1). La expresión que toma V al tomar dicho valor de λ es la siguiente:

V =

√
K1K2 −K2

3 − (1− t2)(1− t8)

t4(1− t6)1/3
, (7.41)

K1K2−K2
3 = (1+t2)2(1−t8)2−4t4

(
(1− t6)2 + t4(1− t2)2 ∓ 2t2(1− t2)(1− t6) cos 4α

)
cos2 2χ.
(7.42)

En la expresión de K1K2−K2
3 aparece un signo ∓ que se corresponde con el hecho de haber

tomado λ = ±1. Además, al igual que ocurre cuando se considera |λ| < 1, esta expresión sólo
se anulará en el ĺımite t→ 1.

Las condiciones que deben cumplir sus puntos cŕıticos obtenidas a partir de las derivadas
parciales respecto a α y χ son las siguientes:

∂

∂α
V = ∓

16t2
(
1− t2

)2 (
t4 + t2 + 1

)
sin 4α cos2 2χ

(1− t6)1/3
√
K1K2 −K2

3

= 0, (7.43)

∂

∂χ
V =

4
(
t2 − 1

)2 (
t8 + 2t6 + 4t4 + 2t2 + 1∓ 2

(
t6 + t4 + t2

)
cos 4α

)
sin 4χ

(1− t6)1/3
√
K1K2 −K2

3

= 0, (7.44)

donde una vez más, la notación empleada para las operaciones donde hay dos signos posibles
relaciona el signo superior con el caso λ = 1, y el inferior con λ = −1.

El análisis en el intervalo t ∈ (0, 1) es muy similar al realizado en la sección anterior para
|λ| < 1. Las condiciones se simplifican de la forma:

sin 4α cos2 2χ = 0, (7.45)

(
t8 + 2t6 + 4t4 + 2t2 + 1∓ 2

(
t6 + t4 + t2

)
cos 4α

)
sin 4χ = 0, (7.46)

y a partir de ellas se vuelve a obtener que para que pueda existir un punto cŕıtico en esta
región, es preciso que χ y α tomen las combinaciones de valores descritas en la tabla 7.1,
pero tomando λ = ±1. La forma de V en cada uno de estos casos se representa en la figura
7.7, donde se puede observar que una vez más, no existirán puntos cŕıticos en t ∈ (0, 1), pero
śı hay una tendencia decreciente al tomar valores de t más próximos a 1.

Sin embargo, la principal diferencia con el análisis anterior para |λ| < 1 nace en el estudio
del ĺımite t→ 1. Las condiciones (7.43) y (7.44) se anulan siempre en este ĺımite para λ = ±1,
sin depender del valor que tomen el resto de sus parámetros; esto se comprobó para la derivada
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∂V/∂α con un valor de λ cualquiera, y ocurrirá de la misma manera para ∂V/∂χ como se
puede observar por su expresión (7.39). La existencia de un punto cŕıtico en el ĺımite t → 1
depende exclusivamente, por lo tanto, de que se anule la derivada respecto a t del potencial.

La forma que toma el valor absoluto de ∂V/∂t está representada en la figura 7.8 para
distintos valores de t que se aproximan gradualmente a 1, considerando λ = 1. En cada gráfica
se puede apreciar como los puntos (χ = 0, cos 4α = −1) toman el valor absoluto mı́nimo de
la derivada, el cual se hace menor al tomar valores de t más próximos a 1. En el ĺımite t→ 1,
estos puntos serán los únicos que anulen ∂V/∂t, por lo que se puede concluir (recordando que
se anulan el resto de sus derivadas parciales) que son puntos cŕıticos del potencial. Recordando
la figura 7.6 se deduce que son puntos mı́nimos en las direcciones de α y χ; y observando la
figura 7.7, se concluye además que el potencial decrece al acercarse a t→ 1 por la izquierda
(sin estar definido para valores de t mayores); por lo tanto, (χ = 0, cos 4α = −1) son puntos
mı́nimos del potencial V en el ĺımite t→ 1 cuando λ = 1.

En el caso λ = −1 se emplea un razonamiento similar, obteniéndose una forma de ∂V/∂t
análoga a la forma anterior, pero situando los valores absolutos mı́nimos en (χ = 0, cos 4α =
1). En este caso, dichos puntos también se pueden caracterizar como puntos mı́nimos de V .

Sin embargo, independientemente de la caracterización que tenga cada punto en el ĺımite
t→ 1 atendiendo a la derivada parcial respecto a t, el potencial V se anulará para cualquier
valor de χ y α cuando |λ| = 1, como se observa en su expresión (7.39). Esto muestra como
asignar a la brana distintos valores de cada uno de sus ángulos no supondrá un mayor o
menor coste energético en el ĺımite t→ 1 si λ = ±1.
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Figura 7.5: Forma del potencial V para las distintas combinaciones de sus parámetros que
podŕıan permitir observar un punto cŕıtico. El potencial en cada caso diverge hacia +∞ para
valores de t menores que los representados. No se observa en ningún caso la existencia de un
punto cŕıtico; pero śı se observa como el valor mı́nimo del potencial se alcanza en el ĺımite
t→ 1 para cualquier λ si χ = 0; o bien en el mismo ĺımite para λ = ±1 si χ = π/4, alcanzando
en cualquier caso el valor V = 0.
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Figura 7.6: Valor del potencial para un valor de t = 0,99 fijo, en el que se vaŕıa el valor de
λ. La función se repite de manera periódica a lo largo del eje vertical hasta llegar a α = 2π.
Los colores más oscuros representan valores más bajos que alcanza el potencial.
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Figura 7.7: Forma del potencial V para las distintas combinaciones de sus parámetros que
podŕıan permitir observar un punto cŕıtico. En χ = π/4 se obtienen curvas equivalentes para
λ = 1 o λ = −1; la curva amarilla resulta equivalente a la que se obtiene si (χ = 0, cos 4α =
−1, λ = −1); y la curva verde es equivalente a la asociada a (χ = 0, cos 4α = 1, λ = −1).
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Figura 7.8: Forma del valor absoluto de la derivada parcial ∂tV cuando se consideran valores
de t cada vez más próximos a 1, tomando λ = 1. Se localiza un punto mı́nimo en (χ = 0, α =
π/4) cuyo valor se representa en cada gráfica, y se aproxima a 0 al tomar valores de t más
próximos a 1.
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7.4. El espacio de moduli y la separación de la brana.

El espacio de vaćıos clásico transverso a una D3-brana, en una teoŕıa dual a N = 4 SYM,
se pod́ıa describir mediante R6. Sin embargo, el que se describe en la solución GPPZ adopta
una forma algo más compleja.

Cuando se consideran valores |λ| < 1, el espacio de moduli clásico está localizado, como
se muestra en la sección 7.3.2, en t = 1 y χ = 0. La expresión de la métrica en estos puntos
se puede deducir a partir de la expresión (7.6):

ds2
10 ≈

8

g2√gs
H−1/4(1− λ2)1/3dxµdxµ +

1

2g2√gs
4

k(α)
H3/4dα2. (7.47)

Se puede observar como sólo aparece de manera expĺıcita una coordenada asociada a las
direcciones transversas a la brana: la coordenada α. Los valores que toma dicha coordenada
se sitúan entre 0 y 2π, y pueden describirse por una circunferencia a la que se denotará
por S1

α. Por otra parte, los vaćıos de la teoŕıa estarán localizados en el resto de direcciones
transversas a la brana.

En la sección 7.3.2 se observó también como se puede alcanzar el mı́nimo del potencial
para cualquier valor λ ∈ (−1, 1). Fijar un valor de este parámetro tiene un efecto en la teoŕıa
gauge sobre el operador gaugino bilineal, y a partir de las expresiones (6.28) y (6.31) se puede
expresar este efecto mediante el valor esperado de dicho operador:

〈O4〉 = 〈tr(λ4λ4)〉 =
N2

π2
λm̂3. (7.48)

Debido a que cada vaćıo de la teoŕıa está caracterizado por el valor esperado que toma el
gaugino, el espacio de moduli quedará descrito, además, por los valores que pueda alcanzar
λ. Este espacio tiene por lo tanto forma ciĺındrica:

(α, λ) ∈ S1
α × (−1, 1) (7.49)

En la teoŕıa gauge dual, la teoŕıa N = 1∗ SYM, el espacio de moduli clásico estaba
caracterizado mediante la ecuación (6.9) a partir de los multipletes quirales ΦA = (λA, φA)
descritos en la sección 6.2 (A = 1, 2, 3), que se mantienen invariantes bajo transformaciones
de SO(3) (de dimensión 3). Estos multipletes parametrizan parte del espacio transverso a las
branas situadas en el mı́nimo localizado en (t = 1, χ = 0); más concretamente, recordando la
forma que toma la geometŕıa de la solución cerca de este punto dada por el elemento de ĺınea
(7.6), el espacio parametrizado se corresponde con el descrito por las 1-formas invariantes
bajo SO(3) σ2 y σ3, y por la coordenada radial ρ. En esta geometŕıa se pod́ıa observar el
efecto dieléctrico de Myers que polariza D3-branas en 5-branas y, por lo tanto, el espacio
transverso a las mismas teńıa forma ciĺındrica y quedaba completamente determinado por el
valor de los multipletes ΦA y el valor de α.

Sin embargo, la geometŕıa de la brana de prueba en un estado de vaćıo viene descrita por
la expresión (7.47). Al colocar la brana de manera exacta en el punto χ = 0, esta expresión
permite observar que su extensión vendrá descrita únicamente por las 3 + 1 coordenadas xµ,
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y que el espacio transverso estará igualmente reducido al localizar la brana de manera exacta
en ρ = 0, quedando descrito tan solo por la coordenada α. Por este motivo, los multipletes
ΦA que parametrizan el espacio descrito por σ2, σ3 y ρ deben anularse para aśı situar a la
brana en el origen de dicho espacio, localizado en ρ = 0.

En este caso, la simetŕıa interna que mantendrá invariante el potencial será la asociada a
la coordenada α, descrita por U(1)R, por lo que se obtiene un estado de Coulomb. Cada punto
del espacio de vaćıos S1

α×(−1, 1) se corresponde con un estado de este tipo que se observa tras
la separación de una D3-brana, por lo que este proceso pertenece a la rama coulombiana de
la teoŕıa. La solución completa de supergravedad, sin embargo, no es invariante bajo el grupo
U(1)R, ya que el valor de los campos de supergravedad descritos en la sección 7.2.1 depende
del valor que tome α. No obstante, como se notó en la misma sección, śı será invariante al
combinar una transformación de U(1)R y S-dualidad, bajo la cual la solución es periódica.

Un vaćıo masivo está asociado a la descomposición de N como producto de dos factores,
N = pq, lo cual fue interpretado en la sección 7.2.1 como un vaćıo descrito mediante un
sólo conjunto de q D5-branas del mismo tipo (o como p NS5-branas de un mismo tipo),
entendiendo que las branas del mismo tipo son en este contexto aquellas que se forman
como polarización del mismo número de D3-branas. Sin embargo, lejos de observarse un solo
conjunto de 5-branas en esta solución, lo que se obtiene en general es una distribución de
estos conjuntos para cada valor de α, como se observaba en la figura 7.4, cada uno de ellos
asociados a 5-branas de distinto tipo; por este motivo, los vaćıos de la teoŕıa no tendrán un
estado de masa mı́nima. Además, esto tiene como consecuencia también que en la ruptura
del grupo gauge SU(N), asociado a las N branas, aparecerán factores U(1); por este motivo,
estos vaćıos se describen en la rama coulombiana de la teoŕıa.

En general, los puntos del espacio de vaćıos asociados a la separación de un número
arbitrario de branas pueden describirse mediante el valor de λ ∈ (−1, 1) que caracteriza la
teoŕıa, y una matriz de la forma:

φ =


eiα1 0 · · · 0

0 eiα2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · eiαN

 . (7.50)

Cada valor αi (i = 1, . . . , N) representa el valor que toma la brana i en su coordenada α
cuando se sitúa en t = 1, χ = 0. Se trata de una matriz invariante bajo el grupo U(1)N ,
que parametriza un toro N -dimensional (S1

α)N . En este caso, el espacio de moduli estará
representado por (S1

α)N × (−1, 1).

Es preciso tener en cuenta como algunos procesos podŕıan modificar el espacio que des-
cribe la coordenada α en un estado de vaćıo. Pequeñas correcciones en la aproximación de
supergravedad podŕıan cambiar el potencial de la D3-brana de prueba en el ĺımite t = 1, lo
cual puede causar que este potencial dependa del valor de α en dicho ĺımite. Por otra parte,
se puede tratar de evitar la singularidad (y, por tanto, lograr estados de vaćıos en zonas
próximas a t = 1 pero no en este valor exacto) mediante un cutoff en la región IR de la
teoŕıa gauge dual, dando un valor finito a la temperatura [65] [66]; o situando la teoŕıa de
supergravedad en 5 dimensiones dual a la teoŕıa N = 1∗ SYM en un espacio S4 [60].

89



Cuando λ 6= 0, procesos de esta naturaleza pueden causar que α esté localizado en tan
sólo 4 posibles valores en los estados de vaćıo, ya que el potencial mantendŕıa una forma
similar a la descrita en la figura 7.6. Seŕıa una ruptura de tipo S1 → Z4 (denotando este
último espacio por Z4,α para mantener la notación). El conjunto de valores que pueda tomar
α para minimizar el potencial estará afectado por el signo de λ, como ocurŕıa con el potencial
estudiado en regiones cercanas a t = 1.

Si λ se anula, por otra parte, el potencial V no depende de α y tampoco lo hará al
introducir este tipo de correcciones. En este caso, α podrá seguir tomando cualquier valor
entre 0 y 2π. En la figura 7.9 se muestra un esquema de cómo seŕıa el espacio de moduli
si el mı́nimo del potencial modificado estuviese localizado en los mı́nimos relativos que se
obtuvieron en la sección 7.3.2 en el plano χ−α, que fueron resumidos en el cuadro 7.1 junto
al máximo relativo situado en χ = π/4.

Figura 7.9: Forma que tiene el espacio de moduli cuando |λ| < 1 y cuando hay pequeñas
modificaciones en el potencial o un cutoff en la temperatura. Se trata de un cilindro cuya
coordenada periódica α tomará valores entre 0 y 2π si λ = 0; o tendrá 4 posibles valores en
caso contrario (se representan los mı́nimos relativos descritos en la tabla 7.1, con χ = 0).
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En el caso de considerar un cutoff en la región IR y, por tanto, obtener estados de vaćıo
fuera de la singularidad (pero cercanos a ella), los multipletes quirales ΦA no se anulaŕıan.
Otra posibilidad es que se podŕıan obtener configuraciones de 5-branas distintas que describan
estados con masa de la teoŕıa, situándose estas soluciones en la rama de Higgs. En la expresión
(7.47) se pod́ıa observar como localizar a las branas en χ = 0 y ρ = 0 teńıa como consecuencia
adicional que los términos asociados a las formas diferenciales σ1, σ2 y σ3 (invariantes bajo
transformaciones de SO(3)) se anulasen; sin embargo, en soluciones de la rama de Higgs o con
un cutoff en la región IR, estos términos no tienen por qué anularse al localizar la brana en
los puntos que hacen mı́nimo su potencial. Los multipletes ΦA, que son representaciones del
grupo SU(2) como se describe en la sección 6.2.1, parametrizan el espacio descrito mediante
las 1-formas; esto indica que el espacio de moduli estará representado localmente por el
producto cartesiano de una esfera en 3 dimensiones isométrica a dicho grupo2 y un cilindro
como el descrito en la figura 7.9.

También es preciso notar como este tipo de modificaciones podŕıan tener como conse-
cuencia la introducción de un potencial que dependa del condensado de gauginos, 〈trλ4λ4〉.
Esto podŕıa traducirse en que el estado de menor enerǵıa no esté caracterizado por cualquier
valor de λ, y por lo tanto el cilindro que se forma en la figura 7.9 tendŕıa su coordenada
no periódica restringida. Por ejemplo, Bena et al. [66] describen la existencia de soluciones
con un condensado de gauginos no nulo a partir de un determinado valor de deformación
de masa cŕıtica de la teoŕıa N = 1∗ SYM; en caso de no darse una deformación de masa lo
suficientemente grande, el mı́nimo energético se situaŕıa en λ = 0 y no habŕıa una ruptura
del tipo S1 → Z4 en el espacio de moduli.

Por último, la singularidad en t = 1 no se pudo describir mediante D-branas cuando
|λ| = 1. Esto se refleja, por ejemplo, en la acción de la D3-brana de prueba en este ĺımite, la
cual es idénticamente nula y, por lo tanto, se observa que la brana no tendrá tensión en este
ĺımite. Esto no tiene por qué significar que la solución no sea f́ısica bajo estos valores de λ;
en esta misma sección se introdujeron, por ejemplo, distintas formas de evitar la existencia
de una singularidad desnuda [60] [65] [66] que son compatibles con la teoŕıa cuando |λ| = 1.

2No se trata de un espacio S3 rigurosamente hablando, ya que SO(3) ' S3/Z2
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

Empleando la correspondencia de Maldacena [1], en este trabajo se ha tratado de mostrar
el comportamiento dinámico de un conjunto de N D3-branas en distintas soluciones de su-
pergravedad, relacionándolo con el espacio de moduli que se describe en la teoŕıa dual según
la correspondencia.

En el caṕıtulo 5 se separa una brana de prueba del conjunto en un espacio AdS5 × S5, y
se pudo comprobar como su acción se anula en la región cerca del horizonte de la geometŕıa.
Esto indica que se pueden separar una pequeña cantidad de branas en esta región sin que
vaŕıe la enerǵıa1, mecanismo que describe un proceso de Higgsing que ya era mencionado
en el art́ıculo de Maldacena (1998) [1]. En el tratamiento de este proceso se detallan las
operaciones en el marco de supergravedad que justifican que la separación de la brana de
prueba no tiene un coste energético, y una vez que se observa que su posición describe un
espacio de vaćıos, se estudia dicho espacio en el contexto de la teoŕıa gauge dual (la teoŕıa
N = 4 SYM). La interpretación de los campos escalares como campos que sitúan cada brana
en el espacio transverso al conjunto ya era detallada por Kraus, Larsen y Trivedi (1998) [45],
y en este trabajo permite describir de manera expĺıcita la rama coulombiana de la teoŕıa.

En el caṕıtulo 7 se pretende realizar un análisis análogo sobre un conjunto de D3-branas
que son colocadas, en este caso, en el uplift a 10 dimensiones de la solución de supergrave-
dad descrita por Girardello, Petrini, Porrati y Zaffaroni (1999) [4] (la denominada solución
GPPZ). Los resultados probaron ser sustancialmente distintos de los obtenidos en el caṕıtulo
5, los cuales reflejaban como la brana de prueba debe localizarse en 5 de sus 6 coordenadas
transversas para alcanzar el mı́nimo energético. Esta es la misma conclusión a la que llegan
Pilch y Warner (2002) [59], al igual que Bobev, Gautason, Niehoff y Muiden (2018) [51] (y,
posteriormente, en 2019 [49]).

El mı́nimo energético del sistema se alcanza al colocar la brana de prueba en la singulari-
dad que describe la solución GPPZ. Se trata de una singularidad f́ısicamente aceptable según
los criterios de Gubser [55] cuando el parámetro λ, relacionado con el condensado de gauginos
de la teoŕıa gauge dual N = 1∗ SYM, toma valores en el intervalo [−1, 1]. En el trabajo se

1Se requiere que sea un número mucho menor que N para poder despreciar los efectos de su separación en
la geometŕıa del espacio.
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justifica que esta singularidad puede ser descrita mediante un conjunto de branas si |λ| < 1, y
se muestra de manera expĺıcita que dichas branas tendrán carga de 5-brana debido al efecto
dieléctrico de Myers [57]. Pilch y Warner también argumentaban que la singularidad pod́ıa
ser descrita mediante 7-branas polarizadas [59]; sin embargo, al considerar el uplift descrito
por Bobev, Gautason, Niehoff y Muiden [51] (el cual se corresponde con el descrito en el
trabajo) no se encuentran evidencias de este comportamiento.

El espacio de moduli que caracteriza esta teoŕıa está relacionado a la coordenada transver-
sa a la brana no localizada, denotada en el trabajo como α; y al valor que toma el condensado
de gauginos, reflejado en el parámetro λ de la solución de supergravedad. De manera análo-
ga al estudio del caṕıtulo 5, se puede parametrizar este espacio mediante un campo que en
este caso es invariante bajo U(1), aśı como por el valor que tome λ en el intervalo (−1, 1),
describiendo una vez más la rama coulombiana de la teoŕıa. Aśı, la forma del espacio cuando
se consideran N branas de prueba en una solución fija de supergravedad es (S1

α)N × (−1, 1);
sin embargo, se argumenta como este espacio podŕıa verse reducido fácilmente cuando λ 6= 0
al considerar pequeñas correcciones en la aproximación de supergravedad o un cutoff en la
región IR de la teoŕıa gauge dual, tomando la forma representada en la figura 7.9. Esta situa-
ción, además, puede llegar a permitir formular estados de vaćıo caracterizados por una masa
no nula, y por lo tanto la rama de Higgs de la teoŕıa precisará de este tipo de correcciones.

Como es señalado en distintas referencias [51] [53] [59] [60], la singularidad de la solución
GPPZ deja de poder interpretarse mediante branas al tomar valores |λ| = 1, bajo los cuales
sigue siendo f́ısicamente aceptable. En el caṕıtulo 7 se ha mostrado la forma que toma la
solución bajo estos valores, llegando a la misma conclusión, y se han señalado distintas formas
de evitar la singularidad sin su descripción mediante branas (y, por lo tanto, no se ha insistido
sobre ellas) [60] [65] [66].

En cada una de las referencias mencionadas en este caṕıtulo, aśı como en el propio tra-
bajo, se ha logrado caracterizar el espacio de moduli de distintas teoŕıas gauge a partir del
comportamiento de un conjunto de branas en la teoŕıa de supergravedad adecuada empleando
la correspondencia AdS/CFT. Al estar tratando con el régimen de acoplamientos fuertes de
la teoŕıa gauge, este tipo de estudio se complicaŕıa en gran medida sin la existencia de dicha
herramienta. Esto demuestra lo útil que puede llegar a ser la dualidad entre estos dos tipos de
teoŕıa, y se trata de un mecanismo especialmente relevante en la descripción de la gravedad
a altas enerǵıas mediante la Teoŕıa Cuántica de Campos.
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Apéndice A

La cuantización de la cuerda
bosónica

En este apéndice se dan detalles sobre la cuantización de la cuerda bosónica, aśı como
sobre la elección del número de dimensiones d = 26 que permite que la teoŕıa mantenga una
simetŕıa conforme.

A.1. Las restricciones de Virasoro.

Con el objetivo de cuantizar la cuerda bosónica, se parte de las ecuaciones del movimiento
para el campo auxiliar gαβ obtenidas a partir de la acción de Polyakov dada por la ecuación
(3.3) (δSP /δg

αβ = 0), en la que aparece descrito por primera vez el campo. Esto permite
obtener la que se conoce como restricción de Virasoro:

Tαβ ≡ −
4πα′√
−g

δSP
δgαβ

= ∂αX
M∂βX

NηMN −
1

2
gαβg

ρσ∂ρX
M∂σX

NηMN = 0. (A.1)

Por otra parte, se puede comprobar como la acción de Polyakov es invariante bajo las
siguientes simetŕıas:

Transformaciones de Poincaré d-dimensionales del espaciotiempo objetivo:

XM → X ′M = ΛMNX
N + aM , δgαβ = 0, (A.2)

donde ΛMN es una transformación de Lorentz del espaciotiempo objetivo y aM es una
traslación.

Reparametrización de la worldsheet:

σα → σ′α = fα(σ), gαβ(σ, t) = ∂fγ

∂σα
∂fδ

∂σβ
gγδ(σ

′, t′), X ′M (σ′, t′) = XM (σ, t). (A.3)

Transformaciones de Weyl:

gαβ(σ, t)→ e2ω(σ,t)gαβ(σ, t), X ′M (σ′, t′) = XM (σ, t). (A.4)
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Esta colección de simetŕıas locales permiten elegir un gauge conveniente que permita
expresar la métrica de la worldsheet con una matriz diagonal. Se puede tomar el gauge
conforme:

gαβ = e2ω(σ,t)ηαβ, donde η =

(
−1 0
0 1

)
. (A.5)

Tras la selección de dicho gauge, la acción de Polyakov se puede expresar como:

SP =
1

4πα′

∫
(∂tX

M∂tX
N − ∂σXM∂σX

N )ηMNdσdt, (A.6)

y las ecuaciones del movimiento para XM (σ, t) vienen dadas por una ecuación de onda rela-
tivista:

(∂2
t − ∂2

σ)XM = ∂+∂−X
M = 0, (A.7)

donde se ha empleado la notación ∂± ≡ ∂/∂σ±, σ± ≡ t ± σ. Debe cumplirse además la
condición de frontera en los ĺımites de la cuerda:

∂σX
MδXM

∣∣σ0
0

= 0. (A.8)

Por último, la elección del gauge conforme permite expresar la restricción de Virasoro de
la forma:

T++ = ∂+X
M∂+XM = 0, T−− = ∂−X

M∂−XM = 0, T+− = T−+ = 0. (A.9)

A.2. El espectro de la cuerda en el espacio de Minkowski.

A fin de estudiar las soluciones clásicas de la ecuación de movimiento (A.6), resulta útil la
descomposición de XM (σ, t) en modos de vibración que se desplazan hacia la derecha (XM

(R))

y hacia la izquierda (XM
(L)) de la forma:

XM (σ, t) = XM
(L)(σ

+) +XM
(R)(σ

−). (A.10)

La descomposición en series de Fourier de dichos modos de vibración sigue la siguiente
expresión:

XM
(L)(σ

+) =
x̃M0
2 + α′

2 p̃
Mσ+ + i

√
α′

2

∑
n 6=0

α̃Mn
n e−inσ

+
,

XM
(R)(σ

−) =
xM0
2 + α′

2 p
Mσ− + i

√
α′

2

∑
n6=0

αMn
n e−inσ

−
.

(A.11)

Es conveniente tomar la notación αM0 =
√

α′

2 p
M y α̃M0 =

√
α′

2 p̃
M , teniendo en cuenta que

debido a que XM debe ser real, se cumplirá αM−n = (αMn )∗ y α̃M−n = (α̃Mn )∗.

El momento canónico de una cuerda viene dado por la expresión:

ΠM (σ, t) =
∂tX

M (σ, t)

2πα′
, (A.12)
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y la cuantización la cuerda se logra al imponer las relaciones de conmutación:

[XM (σ, t),ΠN (σ′, t)] = iηMNδ(σ − σ′). (A.13)

Se pueden definir unos operadores de creación (aM†m ,ãM†m ) y de destrucción (aMm , ãMm ) según
las expresiones:

aMm = 1√
m
αMm , aM†m = 1√

m
αM−m,

ãMm = 1√
m
α̃Mm , ãM†m = 1√

m
α̃M−m,

(A.14)

donde se toma m > 0. Estos operadores permiten expresar un estado f́ısico |ψ〉 de la forma:

|N, Ñ, k〉 =

[
D−2∏
i=1

∞∏
n=1

(ai†n )Nin(ãi†n )Ñin√
Nin!Ñin!

]
|0, 0, k〉, (A.15)

donde aparece un estado de pM de valor propio kM , |0, 0, k〉, el cual es aniquilado por todos
los operadores ain y ãin. La masa del estado |N, Ñ, k〉 viene dada por la expresión:

M2 =
2

α′

(
d−2∑
i=1

∞∑
n=1

(nNin + nÑin) +
2− d

12

)
. (A.16)

Para que el estado de la cuerda sea f́ısicamente aceptable, es preciso que cumpla la restric-
ción de Virasoro expresada en A.9. Esto se traduce en esta notación en la condición N = Ñ
y, de esta manera, el estado más ligero (que se corresponde con el vaćıo) tiene una masa
M2 = 2−d

6α′ . Los primeros estados excitados serán entonces de la forma ai1ã
j
1|0, 0, k〉, con una

masa M2 = 26−D
6α′ . Estos últimos estados, al considerar d = 26, se corresponden con el tensor

de rango 2 que puede ser descompuesto en GMN (X), BMN (X) y φ(X).

La acción que tiene en cuenta el acoplamiento de la cuerda en el espacio objetivo al campo

BMN (X), con un estado asociado a
[M
1 ã

N ]
1 |0, 0, k〉, y al dilatón, con estado aM1 ã1M |0, 0, k〉,

viene dada por la expresión:

SB,φ = − 1

4πα′

∫
d2σ
√
−h(εαβ∂αX

M∂βX
NBMN (X) + α′Rhφ(X)), (A.17)

donde Rh denota el escalar de Ricci en la worldsheet. El acoplamiento a la cuerda se identifica
con el valor gs = eφ.
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