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Introducción

El descubrimiento del grafeno fue el pistoletazo de salida para la investigación de materiales

bidimensionales [1] [2]. Abrieron camino a nuevas propiedades f́ısicas y actualmente se siguen

buscando cada vez más aplicaciones. Dentro de la experimentación con grafeno, se puede des-

tacar el descubrimiento de estados de borde e incluso de materiales que debido a una topoloǵıa

no trivial, daban una cierta protección a los estados de borde desembocando en el hallazgo de

nuevas propiedades f́ısicas.

En particular, dentro del grafeno se comenzó a trabajar con cintas (ribbons). Estas estructu-

ras se crean al cortar el grafeno en una determinada dirección y quedan caracterizadas según el

borde que presenten (zigzag, armchair) (Figura 1) y trabajando sobre ellos, primero se teorizó

sobre la formación de estados de borde [3] en los de tipo zigzag y finalmente se pudo comprobar

experimentalmente tras superar las dificultades para obtener los ribbons con bordes perfecta-

mente cristalinos. [4] [5] [6]
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Figura 1: Corte del grafeno en nanoribbons con distintas topoloǵıas de borde. Los ı́ndices (m,n)
denotan las dimensiones del nanoribbon de grafeno (GNR) a lo largo de las direcciones zigzag
(m) y armchair (n) [4]

Por otro lado, se trataron las propiedades del grafeno como posible aislante topológico [7]. En

puro auge de éstos materiales que introdućıan fenómenos como efectos Hall cuánticos (QHE ),

anómalo (QAHE ) y de spin (QSHE ), se propuso el grafeno como uno de ellos. Seŕıa interesante

pues, entre otras cosas, el hecho de que los aislantes topológicos otorgan una protección a los

estados de borde llegando a ser la robustez de éstos los que caracterizan la fase topológica de

un material. Sin embargo, a pesar de las aportaciones teóricas del grafeno en este campo, su

utilidad experimental es prácticamente nula debido a su composición. Es importante destacar

también la relación entre estados de borde y aislantes topológicos. En particular, la corres-

pondencia volumen-contorno (bulk-boundary correspondence) [8], nos lleva a que si tenemos un

material donde hay cambios en su invariante topológico Z2, como ocurre en aislantes topológi-

cos, entonces los estados de borde que se dan en los estados donde se produce el cambio, se

mantienen como estados de borde debido a una protección topológica.
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Figura 2: Ilustración esquemática de estados de borde en: (a) QHE, (b) QAHE, (c) QSHE [9]

Afortunadamente las propiedades topológicas de los materiales se podŕıan aún llevar a la

práctica ya que se encontraron aislantes de Chern entre los dicalcogenuros, tanto en forma tri-

dimensional como bidimensional. En su forma bidimensional presentan una estructura idéntica

a la del grafeno y es gracias a su distinta composición que śı se pueden observar propiedades

de materiales con topoloǵıa no trivial, de modo que si se identificasen estados de borde, estos

seŕıan robustos.

Por tanto el siguiente paso será similar a lo realizado en grafeno. Considerar ribbons de

dicalcogenuros, estudiar sus gaps y si presentan estados de borde, la posibilidad de que tam-

bién tengan una topoloǵıa no trivial y finalmente comprobar si experimentalmente es posible

generar dichos ribbons.

En este punto planteamos los objetivos iniciales de este trabajo, que eran:

1. El estudio de las estructuras de bandas, Gaps, estados de borde y topoloǵıa no trivial en

ribbons infinitos de dicalcogenuros.

2. La búsqueda de estados de borde y topoloǵıa no trivial dentro de ribbons finitos de

dicalcogenuros.

Estos objetivos fueron reducidos a:

1. Estudio de Gaps.

2. Estudio de estados de borde en ribbons infinitos.
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Caṕıtulo 1

Cadena lineal

En este caṕıtulo veremos la cadena lineal en su forma más sencilla, nos centraremos en una

idea que nos lleva al método para resolver sistemas finitos con condiciones de contorno abiertas

a partir de las soluciones tipo funciones de Bloch. Lo aplicaremos en dos modelos distintos,

el primero será el más sencillo posible de cadena linea mientras que el segundo, que se puede

ver como una pequeña modificación del primero, veremos como dicho método nos sirve para

obtener información sobre posibles estados de borde.

1.1. Cadena de átomos finita con un orbital por celda

unidad.

Comenzaremos con el modelo más sencillo posible sobre el que aplicar la aproximación Tight-

Binding, que se presenta en una cadena lineal. Recordemos que en el modelo Tight-Binding se

representan los autoestados de la forma:

|ψn〉 =
∑
l

Cn(l) |l〉 (1.1)

donde |l〉 = |~R, µ〉. ~R representa las celdas y µ los orbitales dentro de una celda. El Hamiltoniano

asociado a este sistema se puede escribir como:

H =
∑
l

ε0 |l〉 〈l|+ t
∑
l

(|l〉 〈l + 1|+ hc) (1.2)
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En particular partiremos de una cadena lineal infinita (Figura 1.1(a) ).

(a) Cadena lineal infinita. Hay
un número indefinido de puntos
a izquierda y derecha de la repre-
sentada con la misma integral de
salto −t entre ellos.

(b) Cadena lineal ćıclica, con
un tamaño M determinado
por la cantidad de átomos
que tiene. Tiene condiciones
de contorno periódicas

(c) Cadena lineal finita de
tamaño M determinado
por la cantidad de átomos
que tiene. Tiene condicio-
nes de contorno abiertas.

Figura 1.1: Ejemplos de cadenas lineales. La cadena (a) se trata con condiciones de contorno
periódicas como las que se obtienen en (b), mientras que (c) tiene condiciones de contorno
abiertas.

Los Hamiltonianos asociados a cada una de las cadenas de la Figura 1.1, se pueden escribir

como:

Ha =



. . . . . . 0 0 . . . 0

. . . 0 −t 0 0 0

0 −t 0 −t 0 0

0 0 −t 0 −t 0

0 . . . 0 −t 0
. . .

0 . . . 0 0
. . . . . .


; (1.3)
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Hb =



0 −t 0 0 −t

−t 0 −t 0 0

0 −t 0 −t 0

0 0 −t 0 −t

−t 0 0 −t 0


; Hc =



0 −t 0 0 0

−t 0 −t 0 0

0 −t 0 −t 0

0 0 −t 0 −t

0 0 0 −t 0


Nótese que Ha, asociado a la cadena lineal infinita tiene un tamaño indefinido, mientras que Hb

y Hc, asociados a la cadena ćıclica y la cadena finita respectivamente, tienen un tamaño M×M .

Al aplicar el teorema de Bloch a una cadena infinita, aprovechando que tenemos una simetŕıa

traslacional infinita, podemos representar su Hamiltoniano con una forma similar a Hb en (1.3),

es decir, nos impone unas condiciones de contorno periódicas y además:

Cn(l) = cne
ikla =

1√
M
eikla (1.4)

definimos las funciones de Bloch como:

|ψk〉 =
1√
M

∑
l

eikla |l〉 . (1.5)

Por otra parte, este modelo nos lleva a un Hamiltoniano de una sola dimensión que proporciona

la siguiente relación de dispersión:

εk = ε0 − 2tcos(ka). (1.6)

Tomaremos ε0 = 0 a partir de ahora.

Por otro lado, las condiciones de contorno periódicas que hemos obtenido fijan nuestros valores

de k:

eikMa = 1⇒ kMa = 2πm ,m ∈ Z.

En general, cuando tengamos una cadena de longitud finita, con condiciones periódicas o

no nos importe la f́ısica de los bordes, el teorema de Bloch nos permitirá resolver cada caso.

Sin embargo, cuando tengamos las condiciones de contorno abiertas, se romperá la simetŕıa

traslacional, con lo que no podremos aplicar directamente el teorema de Bloch.
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En este caso, vamos a intentar transformar el problema en uno con condiciones periódicas. Para

ello incluiremos dos puntos ficticios (ver Figura 1.2), lo que nos afectará en los k admisibles

pero nos dará una solución consistente.

Figura 1.2: Esquema de una cadena lineal finita. En rojo los puntos ficticios.

Tendremos un caso equivalente al de un pozo de potencial (donde ϕ = Aeikx + Be−ikx),

donde ~k ya no es un número cuántico, pero la enerǵıa ε si, lo que nos lleva a una combinación

lineal de +k y −k. De este modo tendremos que nuestra función de onda de Bloch vendrá dada

por:

Cn(l) = c|k|(l) = (A1
ke
ikla + A2

ke
−ikla)⇒ |ψk〉 =

∑
l

(A1
ke
ikla + A2

ke
−ikla) |l〉 (1.7)

Las condiciones de contorno abiertas que imponemos se traducen en:

C0 = A1
k + A2

k = 0; CM+1 = A1
ke
ik(M+1) + A2

ke
−ik(M+1) = 0. (1.8)

Estas condiciones cambian nuestros k válidos, de modo que deben cumplir:

k =
2π

a

m

M + 1
, m ∈ N. (1.9)

Además ck(l) = 2iA1 sin(kla),

donde A1 es una constante de normalización. Este método se puede aplicar a distintas redes y

la ventaja que tiene es que nos da una forma alternativa de obtener resultados anaĺıticos con

estructuras finitas de amplio tamaño y aplicado a casos más complejos puede darnos resultados

más completos.
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1.2. Cadena lineal finita con dos átomos por celda uni-

dad: Modelo SSH y estados de borde

Un caso muy interesante donde podremos aplicar esta idea, surge del modelo Su-Schrieffer-

Heeger (SSH). Este es, históricamente, el primer modelo topológico en materia condensada [10],

el cual describe una red unidimensional de fermiones sin spin, con dos distintas integrales de

salto entre ellos (Figura 1.3). A partir de este modelo se pueden introducir varios conceptos,

como ver la diferencia entre estados de volumen y de borde.

Figura 1.3: Modelo SSH. Hay dos tipos de integrales de salto, v y w entre los átomos. En azul
los átomos de tipo A y en rojo los de tipo B. Cada d́ımero ocupa una celda, y el número de
celdas N determina el tamaño. Si no tenemos en cuenta las celdas en verde, tendremos una
cadena abierta. Si lo considerásemos seŕıa una cadena con condiciones de contorno periódicas.

Supongamos primero que tenemos este modelo de cadena finita, con un tamaño de N celdas

(con dos átomos, uno de cada tipo A y B en cada una), y lo tratamos de manera habitual.

Nos centramos en la dinámica de fermiones (electrones) cercanos al estado fundamental a

temperatura y potencial qúımico cero, donde tenemos N electrones de 2N posibles. Es decir,

tenemos N celdas y N electrones. Seguimos suponiendo ε0 = 0. Ahora, tomemos los valores

de las integrales de salto como v, w ≥ 0 por simplicidad, y tendremos que nuestra matriz del
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Hamiltoniano en una base real, para una cadena de, por ejemplo, N = 4 celdas unidad:

Habierto =



0 v 0 0 0 0 0 0

v 0 w 0 0 0 0 0

0 w 0 v 0 0 0 0

0 0 v 0 w 0 0 0

0 0 0 w 0 v 0 0

0 0 0 0 v 0 w 0

0 0 0 0 0 w 0 v

0 0 0 0 0 0 v 0



; Hperiódico =



0 v 0 0 0 0 0 w

v 0 w 0 0 0 0 0

0 w 0 v 0 0 0 0

0 0 v 0 w 0 0 0

0 0 0 w 0 v 0 0

0 0 0 0 v 0 w 0

0 0 0 0 0 w 0 v

w 0 0 0 0 0 v 0



,

(1.10)

donde Habierto se corresponde con la cadena de la Figura 1.3 en caso de dejarla abierta, y

Hperiódico en caso de cerrarla.

Como en todo sistema de estado sólido, la cadena del modelo SSH tiene una zona de volumen

(“bulk”) y una zona de contorno (o borde). La zona de volumen se corresponde con la parte

central de la cadena. Podemos ver que la f́ısica en esta zona del sistema no depende de cómo

se definan los bordes, y por ello, por simplicidad, podemos tomar condiciones de contorno

periódicas, es decir, como si cerrásemos dicha zona de la cadena en un anillo.

1.2.1. Cadena periódica.

Esto nos permitiŕıa definir un Hamiltoniano de volumen como:

Ĥbulk =
N∑
m=1

(v |m,B〉 〈m,A|+ w |(mmodN) + l, A〉 〈m,B|) + c.c.. (1.11)

El autoestado asociado a este caso viene dado por:

|ψk〉 =
1√
N

∑
l

(a(k) |l, A〉+ b(k) |l, B〉) eikla, (1.12)

y aplicando el teorema de Bloch, nos llevaŕıa a una ecuación de Schrödinger de donde
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obtenemos:

H(k) =

 0 v + we−ik

v + weik 0

 ; H(k)

 a(k)

b(k)

 = ε(k)

 a(k)

b(k)

 . (1.13)

De aqúı deduciŕıamos una relación de dispersión

εk = ±
√
v2 + w2 + 2vw cos(k), (1.14)

Figura 1.4: Representación de las bandas a través de la relación de dispersión de (1.14) con
v = 0.6 y w = 1

y unos autoestados

a(k) = cAk = ±e−iθk , b(k) = cBk = 1 (sin normalizar); θk = arctan

(
w sin(k)

v + w cos(k)

)
(1.15)

que pertenecen a la zona de volumen de la cadena.

1.2.2. Cadena finita

Sin embargo, si evaluamos Habierto de (1.10) directamente, obtendremos otra relación de

dispersión y otros autoestados puesto que tenemos también la influencia de los estados de
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borde. Como estamos en un caso finito, no podemos utilizar el teorema de Bloch, y estamos

en las mismas condiciones que las antes descritas con la cadena lineal. Para poder tener un

resultado anaĺıtico más completo, para cualquier N , procedemos como antes. Añadimos dos

puntos ficticios que nos dan una cierta periodicidad en la red permitiéndonos aplicar el teorema

de Bloch, pero en esos puntos, numerados como 0 y N + 1 (Figura 1.5) deben cumplir:

CB
0 = 0; CA

N+1 = 0. (1.16)

Figura 1.5: Modelo SSH de tamaño N . Cadena abierta. En verde los puntos ficticios.

En general tenemos que

|ψk〉 =
∑
l

(
(Ake

ikla + A−ke
−ikla) |l, A〉+ (Bke

ikla +B−ke
−ikla) |l, B〉

)
=
∑
l

CA
l |l, A〉+CB

l |l, B〉

(1.17)

denota nuestra autofunción. Ahora, por (1.16), tenemos que

CB
l = 2A1 sin(kl) = Dsen(kl); CA

l = ±D sin(kl − θk)⇒ (1.18)

⇒ sin(k(N + 1)− θk) = 0⇒ k(N + 1)− θk = mπ; m ∈ Z.

Por tanto, nuestros k deben seguir esta última condición de (1.18). A continuación, nos en-

contramos con que θk tiene distintos comportamientos dependiendo de si ∆ := w
v

es mayor o
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menor que 1 de tal modo que:

θk =


si k = 0 si k = π

∆ > 1 −π 0

∆ < 1 −π −π

. (1.19)

Esto nos lleva a que en el caso ∆ > 1 tendremos M−1 soluciones garantizadas por continuidad,

mientras que con ∆ < 1 serán M soluciones. Para entender a qué se debe este cambio, o si

existe alguna condición adicional, vamos a evaluar g(k) := k(N+1)−θk. En particular veremos

qué ocurre en su derivada respecto de k evaluado en k = π. Aśı:

dg(k)

dk
|k=π = N + 1− dθk

dk
|k=π = N + 1− ∆

∆− 1
, (1.20)

y esto nos da una condición sobre la longitud de la cadena. Si M < 1
∆−1

tendremos una solución

extra de volumen (“bulk”), y para una cadena más grande, N-1 serán soluciones de volumen y

aún tendremos que entender la solución extra.

Si evaluamos directamente en k = π, nos da una solución trivial, es decir, cumple la condición,

pero se anula todo. Esto nos lleva a realizar una prolongación anaĺıtica de k en el plano complejo,

con lo que tomaremos k = π − iq y evaluaremos de nuevo nuestro Hamiltoniano de (1.13) que

tendrá esta forma:

H =

 0 v − we−q

v + weq 0

 = f(q)

 0 e−θq

eθq 0

 (1.21)

donde

θq =
1

2
log

(
1−∆eq

1−∆e−q

)
.

Esto nos fija rápidamente un ĺımite para nuestro q, que debe cumplir

|q| < log∆

y podemos obtener la relación de dispersión y los autoestados asociados a este Hamiltoniano

como:

εq = ±f(q); CA
q = ±e−θq , CB

q = 1 (1.22)
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Ahora, por (1.16) y (1.17) obtenemos que:

CB
l = A1(−1)l2 sinh(ql) = B1(−1)l sinh(ql); CA

l = ±B1(−1)l sinh(ql − θq)⇒ (1.23)

⇒ q(M + 1)− θq = 0.

De este modo, es posible encontrar soluciones con q 6= 0 y, si estamos en lo correcto, estos

coeficientes teóricos deben de coincidir con los que obtendŕıamos computacionalmente si tra-

bajásemos con el Hamiltoniano de (1.10), en los casos de estados que no se comporten como

los de volumen. Es decir, con los estados de borde que identifiquemos.

Hicimos varias pruebas y un buen ejemplo lo tuvimos fijando el número de celdas N = 10,

v = 0.6 y w = 1. Por un lado, obtuvimos una imagen (Figura 1.6) de los valores de las

funciones de onda asociadas a cada estado del átomo dado. En particular lo hicimos con el

primer estado, para entender el comportamiento de un estado de volumen, y de dos estados

intermedios, que nos muestran el comportamiento de un estado de borde.

Figura 1.6: Valor de los coeficientes CA
k azul, CB

k rojo, en una cadena SSH con 10 celdas unidad.

Por otro lado calculamos el valor de los posibles q asociados a este caso particular. Para ello

simulamos el comportamiento de g̃(q) = q(M + 1)− θq (Figura 1.7), lo que nos devuelve unos

valores ±q = ±0.5108 además de la trivial q = 0.
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Figura 1.7: Gráfica del comportamiento de θq respecto a q para encontrar sus ráıces, marcadas
en rojo.

Por último, sustituimos estos valores de q en nuestros coeficientes Cµ
l teóricos (y norma-

lizados) y los comparamos con los antes observados (1.18). Ambos resultados son idénticos,

con lo que afianzamos la utilidad de este método para un desarrollo anaĺıtico, aplicable a la

identificación de estados de borde.

De hecho, aqúı pudimos observar la correspondencia bulk-boundary [8]. Como propiedad de

“bulk” tenemos la relación entre v y w, de forma que:

i) Si ∆ := w
v
> 1: Aislante topológico.

ii) Si ∆ < 1: Aislante normal

y esto repercute en las propiedades de “boundary”, ya que si tenemos un aislante topológico

habrá un estado de borde protegido, mientras que si es un aislante normal, o bien no hay esta-

dos de borde o no estaŕıa protegido.
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En este caṕıtulo hemos visto un método que nos permite resolver sistemas finitos con con-

diciones de contorno abiertas a partir de las soluciones obtenidas por el teorema de Bloch,

aplicado primero a una cadena lineal finita sencilla, y después a una cadena finita con dos

átomos por celda unidad. En el primer caso sólo planteamos la idea para ver cómo modifica

el resultado respecto a una cadena lineal infinita y en el segundo comprobamos su alcance

para el estudio anaĺıtico de estados de borde. Además contrastamos esta descripción anaĺıtica

con la obtenida por simulación de un caso particular con un resultado positivo. Y lo más

importante, hemos visto como el modelo SSH es el primer ejemplo de un aislante topológico

con correspondencia bulk-boundary
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Caṕıtulo 2

Grafeno

En este caṕıtulo nos iniciaremos en el uso del método descrito en el caso anterior a redes

bidimensionales, en particular en la red de grafeno. Comenzaremos con ribbons infinitos de

grafeno. A partir de estos veremos que se puede obtener un estudio sobre sus propiedades

topológicas, además de sus posibles estados de borde, y finalmente trabajaremos con ribbons

finitos y el estudio de sus posibles estados de borde.

Realizaremos ahora un paso importante, dado que trataremos de trabajar con grafeno. El

caso de red infinita en dirección X y dirección Y es bien conocido, aśı que nos centraremos en

ribbons, es decir, trataremos con algunas condiciones de borde abiertas. Empezaremos con un

ribbon armchair de grafeno infinito y después veremos qué podemos obtener en el caso de un

ribbon finito.

2.1. Hoja de grafeno infinita

Como en los casos anteriores, partiremos del Hamiltoniano asociado al modelo Tight-Binding

a primeros vecinos y suponiendo enerǵıa on-site ε0 = 0 sobre una red infinita de grafeno, que

viene dado por:

H = −t

 0 1 + eia(−
√
3
2
kx+ 1

2
ky) + eia(−

√
3

2
kx− 1

2
ky)

1 + eia(
√
3

2
kx+ 1

2
ky) + eia(

√
3

2
kx− 1

2
ky) 0

 , (2.1)

donde t es la integral de salto, a es la constante de red y kx y ky son las componentes del vector

de ondas de Bloch ~k, ya que en este caso trabajamos en una red bidimensional.
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(a) Estructura de una hoja infinita de grafeno. Se
extendeŕıa indefinidamente a lo largo de todos los
puntos suspensivos. En azul los puntos tipo A y
en rojo los tipo B. ~a1 y ~a2 son los vectores de red.

(b) Primera zona de Brillouin aso-
ciada a la red de grafeno. Están di-
bujados los puntos de alta simetŕıa
Γ, M , K y K ′.

Figura 2.1: Hoja infinita de grafeno y su zona de Brillouin asociada. Esta zona depende de los
vectores de red.

La relación de dispersión asociada a (2.1) viene dada por:

E±(k) = ±
√
h2
x(
~k) + h2

y(
~k), (2.2)

con hx(~k) = 1 + 2 cos

(
aky
2

)
cos

(√
3akx
2

)
; hy(~k) = 2 cos

(
aky
2

)
sin

(√
3akx
2

)
.

Nótese que en este caso infinito, podemos definir el sistema con la función de ondas

|ψk,±〉 =
1√
N

∑
~R

ei
~k ~R(cAk,± |~R,A〉+ cBk,± |~R,B〉) (2.3)

Por otro lado, para facilitar la notación, definimos:

u±(~k) =
1√
2

 e−iφ(~k)

∓1

 =

 cAk,±

cBk,±

 (2.4)

donde e−iφ(k) =
hx(~k)− ihy(~k)√
h2
x(
~k) + h2

y(
~k)
.
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2.2. Ribbon armchair infinito

(a) Ribbon armchair de grafeno. Delimitado
por ĺıneas rojas discontinuas la nueva celda

unidad. En verde los puntos ficticios. ~a′1 y ~a′2
son los nuevos vectores de red

(b) Primera zona de Brillouin del ribbon armchair
de grafeno. ky(n) se deduce más adelante.

Figura 2.2: Esquema del ribbon armchair de grafeno, y la primera zona de Brillouin asociada.
El tamaño del ribbon viene dado por N , que es el número de d́ımeros (largos y cortos) que
tenemos en la dirección Y . Al cambiar los vectores a1 y a2, la zona de Brillouin que teńıamos
en el caso infinito se “pliega” y se reduce a esta forma rectangular.

Fijándonos en la Figura 2.2, tendremos en este caso el eje X periódico, donde supondremos

M celdas unidad, mientras que por el otro lado, el eje Y es finito con una longitud L = Na,

dondeN es el número de dimeros. Tendremos entonces una especie de “cadena” con 2N orbitales

por celda unidad, y podemos definir los autoestados como:

|ψkx〉 =
1√
M

∑
l

eikxla
N∑
µ=1

ckx(µ) |l, µ〉 . (2.5)

Como tenemos condiciones abiertas en el eje Y , reescribimos:

ckx(µ) = ckx,p(µ) = (A1eipn + A2e−ipn) |A, n〉+ (B1eipn +B2e−ipn) |B, n〉 (2.6)

y, por tanto:

|ψkx,n〉 =
1√
M

N∑
l,n=1

eikxla
(
(A1eipn + A2e−ipn) |A, n〉+ (B1eipn +B2e−ipn |B, n〉

)
. (2.7)
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Debido a las condiciones de contorno periódicas en el eje X, tenemos por un lado

eikxLx = 1⇒ kx =
2π

Lx
n, n = 0,±1, . . . ,±Lx

2
(2.8)

En principio asumiremos que Lx es infinito, y kx es continuo.

Por otro lado, por las condiciones de contorno (Figura 2.2) dadas:

CA
0 = CB

0 = CA
N+1 = CB

N+1 = 0. (2.9)

donde CA
0 , CB

0 , CA
N+1 y CB

N+1 se corresponden con los orbitales π de los átomos de carbono

ficticios localizados al lado de los átomos del borde del armchair “1, A”, “1, B”, “N,A” y “N,B”

y ψn(kx) denota la función de onda de la n-ésima banda de un ribbon armchair de grafeno,

AGNR (Armchair Graphene Nanoribbon) en el vector de onda kx. Si tomamos las soluciones

generales, con p = aky
2

tendremos

CA
n (p) = A(eipn − e−ipn) y CB

n (p) = C(eipn − e−ipn). (2.10)

y además tendremos ei2p(N+1) = 1, y por tanto:

p =
n

N + 1
π, n = 1, 2, 3, . . . , N ⇒ ky =

2π

N + 1
n. (2.11)

Las funciones de onda se pueden escribir como

 CA
n

CB
n

 = Nc

 ∓
√

cos
(
aky
2

)
+ e−i

√
3akx
2√

cos
(
aky
2

)
+ ei

√
3akx
2

 sin(np). (2.12)

Donde Nc es la constante de normalización. En este caso no hay lugar a estados de borde, y de

hecho, en los ribbons armchair de grafeno no se observan.

2.3. Ribbon zigzag infinito

A continuación, trabajaremos en el caso zigzag, que encajaŕıa con la Figura 2.3. De forma

similar al caso anterior, esta vez tendremos el eje Y periódico, donde supondremos M celdas
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(a) Estructura del ribbon de grafeno zigzag. La celda uni-
dad está delimitada por las ĺıneas rojas discontinuas. En

verde los puntos ficticios. ~a′1 y ~a′2 son los nuevos vectores
de red.

(b) Zona de Brillouin asociada al rib-
bon zigzag

Figura 2.3: Esquema del ribbon zigzag de grafeno, y la primera zona de Brillouin asociada. El
tamaño de este ribbon viene dado por N , que identifica todos los átomos en distintas posiciones
del eje X.
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unidad, mientras que el eje X es finito con una longitud L = Na, donde N es el número de

d́ımeros (A,B) a lo largo del eje X. Podremos definir los autoestados como:

|ψky〉 =
1√
M

∑
l

eikyla
N∑
µ=1

cky(µ) |l, µ〉 . (2.13)

Y ahora las condiciones abiertas en el eje X nos llevan a:

cky(µ) = cky ,p(µ) = (A1eipn + A2e−ipn) |A, n〉+ (B1eipn +B2e−ipn) |B, n〉 (2.14)

y por tanto:

|ψky ,n〉 =
1√
M

N∑
l,n=1

eikyla
(
(A1eipn + A2e−ipn) |A, n〉+ (B1eipn +B2e−ipn |B, n〉

)
. (2.15)

Debido a las condiciones de contorno periódicas en el eje Y , tenemos por un lado

ky =
2π

Ly
n, n = 0,±1,±2, . . . ,

Ly
2
. (2.16)

donde asumiremos que Ly es infinito y ky continuo. Además, en este caso las condiciones de

contorno que obtenemos, como se deduce de la Figura 2.3 vienen dadas por

CB
0 = CA

N+1 = 0. (2.17)

Donde p será el número de onda en la dirección transversal del ribbon (como antes). Por las

condiciones de (2.17) , y siendo z = eip(N+1) tenemos que:

CA
n = A

(
eipn − z2e−ipn

)
y CB

n = C
(
eipn − e−ipn

)
. (2.18)

Tenemos además un cambio en la relación de dispersión que pasa a ser

E± = ±

√√√√1 + 4 cos2

(√
3akx
2

)
+ 4 cos

(√
3akx
2

)
cos

(
ky
2

)
, (2.19)
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y además se debe cumplir la condición:

(1 + z2)E2 = (gk + e−ip)2z2 + (gk + eip)2; gk = 2 cos

(√
3akx
2

)
. (2.20)

A partir de (2.19) y (2.20), obtendremos una función que nos dará condiciones sobre los valores

que puede tomar p:

F (p,N) ≡ sin(pN) + gk sin(p(N + 1)) = 0. (2.21)

Y esto nos permite escribir la forma genérica de nuestra función de ondas como CA
n

CB
n

 = Nc

 sin(p(N + 1− n))

sin(pn)

 , (2.22)

con Nc una constante de normalización.

Vale la pena en este caso, similar a cómo hicimos en el modelo SSH, estudiar las propiedades

de la condición F (p,N) = 0. Como en dicho caso, nos encontramos que dependiendo de la

anchura del ribbon el valor de (N), existe un gck, a partir del cual, si tenemos que |gk| ≥ gck

entonces existen N soluciones para p, y en caso contrario, se dan N − 1 soluciones. El valor

anaĺıtico de gck se obtiene de:
∂

∂p
F (p,N)|p=π = 0 (2.23)

y expĺıcitamente es

gck = ± 1

1 + 1/N
. (2.24)

La solución extra se puede obtener mediante una prolongación anaĺıtica, donde:

p→

 π ± iq ≡ pπ, |kx| < π

0± iq ≡ p0 π < |kx|
(2.25)

Es =

 ±
√

1 + g2
k − 2gk cosh q, para pπ,

±
√

1 + g2
k + 2gk cosh q, para p0.

(2.26)
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Figura 2.4: Enerǵıa de la estructura de bandas E(k) y densidad de estados D(E) de ribbons
zigzag con varios tamaños: (a) N=4, (b) N=5 y (c) N=30 [11]

y las funciones de ondas asociadas: sinh(qN)− gk sinh(q(N + 1)) = 0, para pπ,

sinh(qN) + gk sinh(q(N + 1)) = 0, para p0.
(2.27)

Lo que nos lleva a la solución única para q correspondiente al estado de borde

G(q,N) ≡ sinh(qN)− gk sinh(q(N + 1)) = 0. (2.28)

Y nos quedan finalmente las funciones de onda para los estados de borde como: CA
n

CB
n

 = Nce
iπn

 ∓eiπ(N+1) sinh(q(N + 1− n))

sinh(qn)

 para pπ, (2.29)

y  CA
n

CB
n

 = Nc

 ∓ sinh(q(N + 1− n))

sinh(qn)

 para p0. (2.30)

2.4. Propiedades topológicas de ribbons zigzag: invarian-

te Z2

Ahora vamos a hacer un estudio de las propiedades topológicas de los ribbons infinitos de

grafeno. Haremos el estudio del invariante Z2 para caracterizar su topoloǵıa. Este valor de-

penderá de la forma de sus terminaciones y de su tamaño, ya que según estos habrá distintas

24



simetŕıas espaciales que pueden habilitar la protección topológica. Como veremos, el problema

se reducirá a un estudio de paridades.

Para comenzar, a partir de las condiciones de contorno de (2.9), y dando uso de la simetŕıa

en la primera zona de Brillouin (Figura 2.2 (b)). definimos un(kx) en función de u− de (2.4)

como:

un(kx) =
1√
2

[u−(kx, ky(n))− u−(kx,−ky(n))] (2.31)

Como además se muestra en la Figura 2.2 (b) (y dedujimos anteriormente), tenemos que ky

tiene un valor cuantizado, que viene dado por:

ky(n) =
n

N + 1

2π

a
, (n = 1, 2, . . . , N). (2.32)

A partir de la celda unidad de la Figura 2.2, la función de ondas de la banda de valencia del

grafeno se puede escribir como:

u− (kx, ky(n)) =
1√
2N



ei
~k·~a1

e−iφ(~k)ei
~k·~a2

e−iφ(~k)eikya

eikya

. . .


, (2.33)

donde el primer término se corresponde con el primer d́ımero de la Figura 2.2, el segundo con

el segundo d́ımero, etc.. A partir de las ecuaciones (2.31) y (2.33) se puede escribir la función

de onda de la n-ésima banda de valencia como:

un (kx, ky(n)) =
1√
N



e−ikx
√
3

2
ai sin

(
ky

a
2

)
e−iφ(~k)eikx

√
3

2
ai sin

(
ky

a
2

)
e−iφ(~k)i sin(kya)

i sin(kya)

. . .


. (2.34)

A continuación se hace un estudio de la paridad de las funciones de onda en los puntos de alta

25



simetŕıa. Comenzamos con Γ donde:

hx (kx = 0, ky(n)) = 1 + 2 cos

(
nπ

N + 1

)
, (2.35)

hy (kx = 0, ky(n)) = 0.

Si ahora definimos f(~k) := e−iφ(~k) y aplicamos (2.35), tendremos que el valor de f(~k) para la

banda n (fn(k)), en Γ es:

fn(Γ) =

 1 sin < 2(N+1)
3

−1 sin > 2(N+1)
3

(2.36)

y por (2.34), la función de onda de la banda n en Γ es:

un(Γ) =
1√
N



i sin
(
nπ
N+1

)
fn(Γ)i sin

(
nπ
N+1

)
fn(Γ)i sin

(
2nπ
N+1

)
i sin

(
2nπ
N+1

)
. . .


(2.37)

Ahora debido a que en la Figura 2.3 tenemos simetŕıa especular y de inversión cuando N es

par, y de espejo cuando N es impar, nuestra función de ondas un(Γ) debe ser un autoestado

del operador paridad. Si tomamos P como el operador paridad de espejo, que intercambiaŕıa

las posiciones de los átomos A y B para cada n (n = 1, n = 2, etc.) (Figura 2.2) tenemos que:

pun(Γ) = fn(Γ)un(Γ)⇒ pn(Γ) = fn(Γ), (2.38)

donde pn(Γ) seŕıa el valor propio p del estado n en el punto Γ del operador paridad. Por tanto,

si tomamos todos los estados ocupados juntos, tendremos el producto de todas las paridades:

Πnpn(Γ) = Πnfn(Γ).

A partir de esto se tiene que, para N = 3m y N = 3m+ 1, m ∈ N

Πnpn(Γ) = (−1)m. (2.39)

Para el caso N = 3m+ 2, no es suficiente el modelo simple tight-binding para apreciarlo, pero
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como observaron en [12], bajo cálculos DFT, se mantiene la condición de (2.39).

A continuación tendremos que ver de forma similar el comportamiento de la paridad en el

punto X ((X = π√
3a
, 0)). En este caso tendremos, por (2.2)

hx

(
kx =

π√
3a

)
= 1, y hy

(
kx =

π√
3a

)
= 2 cos

(
nπ

N + 1

)
. (2.40)

Y la función del estado asociado a la banda n en el punto X es (por (2.4)):

fn(X) =
1− 2i cos

(
nπ
N+1

)√
1 + 4 cos2

(
nπ
N+1

) . (2.41)

y la función de onda del estado en la banda n en el punto X es

un(X) =
1√
N



sin
(
nπ
N+1

)
−fn(X) sin

(
nπ
N+1

)
fn(X)i sin

(
2nπ
N+1

)
i sin

(
2nπ
N+1

)
. . .


. (2.42)

En este caso, un(X) no es un autoestado del operador paridad. Sin embargo, śı tenemos una

degeneración de la banda N + 1 − n con la banda n en el punto X, debido a una simetŕıa

especular del sistema. Los estados degenerados asociados a las funciones de onda un(X) y

uN+1−n(X) son ortogonales entre śı y pueden formar dos estados con paridad opuesta bajo una

transformación unitaria. Tenemos en este caso:

pn(X)pN+1−n(X) = −1 (2.43)

Aśı, cuando N sea par, todas las bandas están doblemente degeneradas en X. Cuando N es
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impar, la única banda con sólo una degeneración es n = N+1
2

, cuya función de onda asociada es

uN+1
2

(X) =
1√
N



1

−1

0

0

. . .


, y entonces pN+1

2
= −1. (2.44)

Por tanto, tenemos en este caso que, para N = 4r y N = 4r + 3 con r ∈ N

Πnpn(X) = 1, (2.45)

y para N = 4r + 1 y 4r + 2

Πnpn(X) = −1. (2.46)

Si hacemos el producto de las paridades en Γ y X llegamos al resultado:

Πnpn(Γ)pn(X) = (−1)b
N
3
c(−1)b

N+1
2
c. (2.47)

Toda esta discusión de paridades nos permite obtener el valor de Z2 para AGNR zigzag’ ( N

impar) y zigzag (N par), y, por métodos similares se obtuvieron todos valores de Z2 en los

distintos casos representados en la Figura 2.5

Figura 2.5: Clasificación topológica de distintos tipos de ribbons de grafeno. [12]
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2.5. Ribbon finito de grafeno: Conexión con el modelo

SSH

Ahora vamos a trabajar con ribbons finitos. Por tanto tendremos que añadir más puntos

ficticios en la red (Figura 2.6), y por tanto tendremos varias condiciones de contorno, que se

pueden ver como:

Figura 2.6: Estructura del ribbon finito. En azul puntos A, en rojo puntos B y en verde puntos
ficticios. El tamaño del ribbon en el eje X viene dado por M , siendo 2M la cantidad de d́ımeros
cortos en distintas posiciones de X a lo largo del eje. En el eje Y el tamaño depende de N ,
siendo N el número de átomos en distintas posiciones a lo largo del eje Y , y 1

2
la distancia entre

cada dos posiciones en el eje Y de los átomos.

CA
(Rx,0) = CA

(Rx,
N+1

2
)=0

; Rx = 1, 2, . . .M (2.48)

CB
(Rx,0) = CB

(Rx,
N+1

2
)

= 0; Rx = 0, 1, . . . ,M − 1

CA
(0,Ry) = CB

(M,Ry) = 0; Ry = 1, 2, . . . ,
N − 1

2

Pero, para poder aplicarlo correctamente, primero debemos reescribir nuestra función de ondas,

dado que en este caso, al perder toda condición de periodicidad, se modifica de nuevo nuestra

primera zona de Brillouin. Por suerte seguimos encontrando buenas relaciones de simetŕıa, y
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podemos escribir nuestra autofunción como combinación lineal de cuatro funciones de Bloch:

|ψk〉 = A1 |u(kx,ky)〉+ A2 |u(kx,−ky)〉+ A3 |u(−kx,ky)〉+ A4 |u(−kx,−ky)〉 (2.49)

Con esta combinación, todas las autofunciones del sistema se representan dentro de la región

kx ≥ 0, ky ≥ 0 de la primera zona de Brillouin. (Figura 2.7.)

Figura 2.7: Primera zona de Brillouin del ribbon finito, rellenado en azul. Trabajamos con la
recuadrada en rojo, que es equivalente.

Además tomamos el área definido por kx ∈ [0, 2π] y ky ∈ [0, π] para eliminar la dependencia

entre los ĺımites de una componente con otra. Ahora, si tomamos ~R = (Rx, Ry), podemos

escribir los coeficientes de la autofunción como:

|ψk〉 =
1√
NM

∑
~R

(
CA
k (~R) |~R,A〉+ CB

k (R) |R,B〉
)

(2.50)

donde:

CA
k (~R) = A1e

i(kxRx+kyRy)cA(kx,ky) + A2e
i(kxRx−kyRy)cA(kx,−ky)

+ A3e
i(−kxRx+kyRy)cA(−kx,ky) + A4e

i(−kxRx−kyRy)cA(−kx,−ky);
(2.51)
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CB
k (~R) = A1e

i(kxRx+kyRy)cB(kx,ky) + A2e
i(kxRx−kyRy)cB(kx,−ky)

+ A3e
i(−kxRx+kyRy)cB(−kx,ky) + A4e

i(−kxRx−kyRy)cB(−kx,−ky)

, (2.52)

A partir de (2.50) y (2.52) y con las condiciones de (2.48) se obtiene (con j = A,B):

Cj
Ry

(ky) = 2iAy1 sin(kyRy)⇒ ky =
2πpy
N + 1

; con py = 1, 2, . . .
N + 1

2
, (2.53)

fijándonos los N+1
2

valores posibles de nuestro ky ∈ (0, π), también obtenemos

CA
Rx

= 2iAx1e
−iθk sin(kx); CB

Rx
= 2iAx1e

−iθk (2.54)

y la condición para los valores de kx son definidos por la condición:

sin(kxM + θk) = 0⇒ (2.55)

⇒ g(kx) = kxM + θk = pxπ; px ∈ Z, kx ∈ (0, 2π).

Esta ecuación debe resolverse numéricamente, dado que θk es una función con dependencias

nada triviales. Si fijamos un valor de ky, entonces θk es una función continua respecto a kx.

Siendo fy = 2 cos
(
ky
2

)
tenemos:

θk(kx) =


si kx = 0 si k = 2π

si fy > 1 −π 0

si fy < 1 −π −π

. (2.56)

De este modo, en el caso de fy > 1, tenemos 2M soluciones garantizadas por continuidad,

mientras que en el caso fy < 1, tendremos sólo 2M − 1. Para estudiar con más detalle el por

qué de esta solución extra, procedemos como en casos anteriores y calculamos:

dg(kx)

dkx
|kx=2π = M − fy

2(1− fy)
(2.57)

Lo que nos da una condición, para valores M menor que un Mc = fy
2(1−fy)

tendremos 2M

soluciones. Se puede ver en función de ky también, con un valor cŕıtico asociado a Mc definido
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como kcy. Tendremos en ese caso que hay 2M soluciones si ky ∈ (0, kcy) y 2M − 1 si ky ∈ (kcy, π).

Este resultado guarda similitudes con el modelo SSH, y es que en el fondo estamos haciendo un

planteamiento muy parecido hasta el punto en que estamos trabajando con múltiples modelos

SSH dependiendo del fy que fijemos, lo que en el fondo es fijar un cierto ky entre los posibles. Y

este valor además determina el carácter topológico de nuestro ribbon, igual que vimos al final

del Caṕıtulo 1, con ∆. Aśı si fy > 1 entonces tenemos un aislante topológico, y si fy < 1 un

aislante normal, lo que nos lleva a la ya citada correspondencia bulk-boundary, por la que en el

aislante topológico tendremos un estado de borde protegido mientras que en el otro caso, no se

dan estados de borde.

Dado que hay soluciones válidas de kx que no aparecen cuando ky ∈ (kcy, π), hacemos una

prolongación anaĺıtica de kx kx = 2π − iq. Esto transforma nuestro Hamiltoniano de (2.1) a

una forma:

H =

 0 −t
(
1− fye−

q
2

)
−t
(
1− fye

q
2

)
0

 = f(q)

 0 e−θq

eθq 0

 (2.58)

donde θq = 1
2
log
(

1−fyeq/2
1−fye−q/2

)
tendrá la función que teńıa θk en el anterior desarrollo. Por la

definición de θq, y como fy ∈ (0, 1) en el rango de ky en el que buscamos estados de borde,

los valores de q deben cumplir q ∈ (−qlim, qlim) con qlim = −2 log fy. Ahora, la relación de

dispersión y los coeficientes de la función de ondas asociada a (2.58) se pueden escribir como

εq = ±f(q)

cAq = ±e−θq ; cBq = 1
(2.59)

Respecto a los coeficientes de (2.52), sólo hay cambios sobre kx, mientras que ky queda tal y

como estaba (Cj
Ry

(ky) se mantiene). Teniendo en cuenta también las condiciones de contorno

en los bordes derecho e izquierdo del ribbon, obtenemos los nuevos coeficientes:

CA
Rx

= ±2Ax1(−1)2Rxe−θq sinh(qRx); CB
Rx

= 2Ax1(−1)2Rxe−θq sinh(qRx + θq). (2.60)

Por tanto, los valores de q vienen definidos por la condición:

sinh(qM + θq) = 0⇒ g̃(q) = qM + θq = 0 (2.61)
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Una solución trivial la tenemos si q = 0, pero esta no nos da ninguna nueva solución, aśı que

nos centramos en otras posibles soluciones. La obtención de estas debeŕıa ser numérica, pero

podemos estudiar la existencia de dichas soluciones. Como la función es continua en el rango de

definición de q, impar, y g̃(q → ±qlim) = ∓∞, debe de haber otras dos soluciones de g̃(q) = 0

de valor ±q si:
dg̃(q)

dq
|q=0 = M − fy

2(1− fy)
> 0⇒M > Mc. (2.62)

Esto encaja con el resultado anterior, dado que si M < Mc tendremos 2M soluciones reales de

kx y si M > Mc serán 2M − 1 reales y una compleja que define dos estados de borde.

Hemos visto como moldear ribbons de grafeno a modelos SSH. Esto nos ha permitido extender

los conceptos topológicos del SSH a los ribbons de grafeno y ver los estados de borde como

efecto de la correspondencia bulk-boundary
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Caṕıtulo 3

Dicalcogenuros

Daremos un paso más allá de la red de grafeno para entender las similitudes y diferencias que

presentan los dicalcogenuros que son actualmente materia de interés en investigación. En este

caṕıtulo nos centraremos en dicalcogenuros infinitos, y comprobaremos si es posible simular

fielmente su estructura de bandas mediante Tight-Binding.

En este caṕıtulo aumentamos un poco la dificultad respecto al grafeno, estudiando los di-

calcogenuros, en particular hicimos un estudio de MoS2. En principio no parece que haya una

evolución muy llamativa, puesto que la estructura de la red bidimensional de dicalcogenuros es

como la red de grafeno, pero la primera diferencia que encontramos es que tenemos tres orbitales

relevantes dz2 , dxy y dx2−y2 , pero sólo en el átomo metálico (en nuestro caso, el Mo), mientras

que el calcógeno no aporta una contribución en Tight-Binding. Esto va a causar que nuestros

Hamiltonianos no puedan ser de dimensión 2 × 2, sino 3 × 3, complicando sustancialmente

el acercamiento anaĺıtico. En [13] se discute cómo la aportación de sólo los tres orbitales que

usaremos serán suficientes ya que son las componentes dominantes en las bandas de valencia y

conducción.
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Figura 3.1: Tabla periódica. Se puede observar como los dicalcogenuros, por ejemplo MoS2

forman un compuesto con muchos mas electrones que el grafeno, compuesto solo por carbono.
Esto, entre otras cosas, modifica sustancialmente su comportamiento.

Figura 3.2: Estructura cristalina de un dicalcogenuro tridimensional. [14]
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Figura 3.3: Representación de la estructura bidimensional de un dicalcogenuro. En naranja el
elemento metálico. δi son primeros vecinos, χi segundos vecinos.

Introduciendo un modelo de tres bandas, sin spin por simplicidad, y trabajando a primeros

vecinos, podemos obtener el siguiente Hamiltoniano:

HNN(~k) =


h0 h1 h2

h∗1 h11 h12

h∗2 h∗12 h22

 , (3.1)

donde

h0 = 2t0(cos 2α + 2 cosα cos β) + ε1, (3.2)

h1 = −2
√

3t2 sinα sin β + 2it1(sin 2α + sinα cos β), (3.3)

h2 = 2t2(cos 2α− cosα cos β) + 2
√

3it1 cosα sin β, (3.4)
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h11 = 2t11 cos 2α + (t11 + 3t22) cosα cos β + ε2, (3.5)

h12 =
√

(3)(t22 − t11) sinα sin β + 4it12 sinα(cosα− cosβ), (3.6)

(α, β) =

(
1

2
kxa,

√
(3)

2
kya

)
. (3.7)

Además, vemos que se necesitan los valores de ocho parámetros distintos, ε1, ε2, t0, t1, t2, t11,

t12 y t22. Estos valores se determinaron mediante el ajuste a los resultados de las estructuras

de bandas de Teoŕıa del Funcional de la densidad. Los valores usados en este trabajo, vienen

de estos ajustes hechos tanto en GGA como en LDA en [13]. Sin embargo este modelo a prime-

ros vecinos presenta desviaciones importantes fuera de los puntos de alta simetŕıa (Γ = (0, 0),

K =
(

4π
3a
, 0
)

y M =
(
π
a
, π√

3a

)
) respecto de las obtenidas mediante FP, como se puede ver en

Figura 3.4.

Figura 3.4: Las curvas azules se corresponden con las bandas aproximadas a primeros vecinos.
En rojo aproximación GGA. [13]

Por esta razón, si queremos lograr un ajuste mucho más preciso a las bandas, debemos

recurrir a terceros vecinos. Esto nos lleva a un Hamiltoniano 3 × 3 más complejo que el antes

obtenido.

HTNN(~k) =


V0 V1 V2

V ∗1 V11 V12

V ∗2 V ∗12 V22

 , (3.8)

donde usamos los valores proporcionados en [13]. También se puede construir con la tabla de
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la Figura 3.5

Figura 3.5: Valores asociados a los orbitales en primeros, segundos y terceros vecinos. [15]

La complejidad de este Hamiltoniano nos lleva a descartar el análisis puramente anaĺıtico,

y tener que apoyarnos más en la simulación. La mejora en la estructura de bandas es muy

notable (Figura 3.6 (a) y para corroborar el correcto comportamiento de dicho Hamiltoniano,

reproducimos su simulación. (Figura 3.6 (b).)

Hemos conseguido un hamiltoniano Tight-Binding que reproduce las bandas de bulk de MoS2
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(a) Referencia [13] (b) Simulado

Figura 3.6: Las curvas azules se corresponden con las bandas aproximadas a terceros vecinos.
En rojo aproximación GGA
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Caṕıtulo 4

Ribbons de dicalcogenuros

Nuestro objetivo en este caṕıtulo es estudiar la estructura electrónica, gaps y buscar estados

de borde de los ribbons armchair y zigzag de dicalcogenuros. En un principio evaluaremos si

es posible un acercamiento anaĺıtico, como en los dos primeros caṕıtulos o en caso contrario,

al menos estudiarlos con ayuda de simulación.

En este caṕıtulo final tratamos, a partir de los datos proporcionados en [15] (Figura 3.5.)

construir los Hamiltonianos correspondientes a ribbons infinitos de MoS2 y estudiar sus posi-

bles estados de borde.

Comenzamos con el ribbon armchair del MoS2. Podemos visualizar este tipo de ribbons en la

Figura 4.1.
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Figura 4.1: Ribbon armchair de tamaño N , donde N corresponde al número de átomos metálicos
en distinta posición en el eje Y a lo largo de dicho eje. La celda unidad del ribbon se indica
entre ĺıneas discontinuas. Para hacernos a la idea del tamaño del ribbon, el parámetro de red
del MoS2 es a = 3.190Å

Cabe destacar, que debido a los tres orbitales por cada átomo, para un ribbon de tamaño

N tendremos 3N bandas distintas.

Analizando su estructura de bandas para distintos tamaños N , pudimos encontrar unas

bandas con un comportamiento distinto, que disminuyen el gap (la enerǵıa del gap Eg), y que

resultaban interesantes de analizar para comprobar si se debe a estados de borde. Por tanto

obtuvimos también la densidad de estados del ribbon, y un diagrama similar a la Figura 1.6, pero

con los coeficientes al cuadrado (|ck|2), que nos permiten identificar de igual modo si tenemos

estados de borde. Como podemos ver en la (Figura 4.3), estos estados, que se corresponden con
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(a) Bandas del Ribbon Armchair con un ta-
maño N = 15.

(b) Enerǵıa del gap Egap con distintos tamaños
del Ribbon, N .

Figura 4.2: Estructura de bandas del ribbon armchair de tamaño N = 15 y Egap en función de
N.

las bandas “extrañas”, que siempre se identifican, para un ribbon de tamaño N , con las bandas

N − 1, N , N + 1 y N + 2 son efectivamente de borde.

Esto nos motivó además a comprobar que ocurŕıa si trabajábamos con un ribbon zigzag, aśı

que a partir del modelo de la Figura 4.5, construimos el Hamiltoniano correspondiente, y análo-

go al caso anterior, comprobamos la estructura de bandas, que se corresponde con la Figura 4.6 .
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(a) Comportamiento en los estados N − 1, N , N + 1, para k’s concretos.

(b) Comportamiento en el estado N + 2 en rojo, y N + 3 en azul, para k’s concretos.

Figura 4.3: Comportamiento de los coeficientes cuadrados (|ck|2) asociados a los estados N −1,
N , N + 1, N + 2 y N + 3, para k’s concretos.
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Figura 4.4: Ampliación de las bandas de un ribbon armchair de MoS2 con N = 15. En rojo las
bandas N − 1, N , N + 1 y N + 2 de abajo a arriba.

Figura 4.5: Estructura del ribbon Zigzag. Su tamaño viene dado por N que es el número de
átomos metálicos (en naranja) en distintas posiciones del eje X a lo largo de este eje. La celda
unidad se indica entre ĺıneas discontinuas.

Como vemos este caso es muy distinto al obtenido anteriormente. Para empezar vemos

que el gap (Egap) se reduce drásticamente, pero sin llegar a desaparecer del todo (2.5meV), y

volvemos a tener unas bandas con un comportamiento muy extraño. Como en el caso anterior,
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(a) Estructura de bandas del ribbon zigzag. En
rojo bandas N−1, N , N+1, N+2. Está pintada
sólo la mitad de la primera zona de Brillouin. De
k = 0 a k = π.

(b) Enerǵıa de los gaps en el ribbon zigzag para
distintos tamañosN . En rojo, el gap entre estados
de borde (bandas rojas en la figura) y en azul el
gap entre las bandas azules.

(c) Representación ampliada de los gaps en el rib-
bon zigzag para distintos tamaños N en el caso de
los estados de borde. Se aprecia un decaimiento
exponencial.

Figura 4.6: Estructura de bandas del ribbon zigzag con N = 15 y gaps para distintos tamaños
N .
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hicimos un estudio de la densidad de estados con los coeficientes cuadrados, sólo que además en

este caso, dados los llamativos resultados, particularizamos en distintos puntos. Comenzamos

con los puntos Γ ≡ k = 0, X ≡ k = π y en k = π
2
, como en el caso armchair. Esto nos devolvió

los resultados de la Figura 4.7.

Estos resultados son muy llamativos. Desde luego no tenemos estados de volumen, y se ven

Figura 4.7: Diagrama de barras para k independientes. Asociado al ribbon zigzag de tamaño
N = 15. Se representan los coeficientes |ck|2 de las bandas N − 1, N , N + 1, N + 2 en rojo y
N + 3 en azul. Se han intercambiado para k = π/2 los diagramas de N y N + 1 para ajustarse
a lo observado en la Figura 4.6 (a)

estados de borde con distintos comportamientos. Para diferenciarlos nos referiremos a ellos

como Estados de borde izquierda y Estados de borde derecha. Si nos fijamos en las bandas

N y N + 1 nos encontramos con que son estados de borde izquierda o derecha muy marcados

aunque seŕıa muy interesante ver qué ocurre en la zona donde parece haber un “cruce” entre las
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bandas. Esto nos llevó a buscar el comportamiento para otros valores de k cercanos a esa zona.

En particular pudimos fijar que ese “cruce” ocurre cuando k = 1.7155 y ver su comportamiento

en comparación a otros k cercanos (Figura 4.8).

Figura 4.8: Diagrama de barras para k independientes. Asociado al ribbon zigzag. Se pueden
observar los distintos tipos de estados de borde y se ve la hibridación en las dos figuras centrales

En esta última figura (4.8), podemos ver claramente cómo en el caso del estado N , primero

se comporta como un estado de borde izquierda, después como un estado de borde intermedio,

que coincide con el cruce de las bandas, y después vuelve a ser un estado de borde izquierda.

Por otro lado, en el caso de N + 1 parte de estado de borde derecha, después el intermedio, de

nuevo en el cruce de las bandas y finalmente vuelve a ser estado de borde derecho.

En realidad, lo que tenemos es una hibridación de las bandas, y esto resulta en un “intercambio”

entre los estados a partir de k = 1.7155 y de ah́ı el cambio de comportamiento.

Para hablar sobre la posible protección topológica de estos estados de borde peculiares,

debemos tener en cuenta el teorema de degeneración de Kramers. Dicho teorema nos dice que

para todo autoestado de un sistema con simetŕıa de inversión temporal (TRS) con un spin total

semientero, siempre hay al menos un autoestado más con la misma enerǵıa. En nuestro caso,
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(a) En nuestro caso tenemos este esquema con las
bandas N y N + 1, lo que explica el comporta-
miento de sus coeficientes cuadrados en las figuras
4.7 4.8. En rojo banda N + 1 y estado de borde
izquierdo, y en azul banda N y estado de borde
derecho.

(b) El tipo de estado de borde depende de la ve-
locidad de grupo, que en la estructura de bandas
se traduce en la pendiente de la banda.

Figura 4.9: Representación del comportamiento en nuestros estados N y N+1. En (a) se expresa
a qué se debe que las bandas tiendan a cruzarse (velocidades de grupo de signo opuesto), y
en (b) se expresa cómo repercuten las distintas velocidades de grupo en las bandas, siendo
proporcionales a la pendiente.

suponiendo un spin= 1
2

se traduce en que para cada εk tenemos:

εk↑ = εk′ = ε−k↓ . (4.1)

Si entonces tuviésemos que k′ = −k = k + 2π
a

, entonces existiŕıa un único estado con cierta

enerǵıa lo que llevará a una protección topológica de dicho estado. Nótese que los puntos con

TRS de la primera zona de Brillouin son: k = 0 y k = π.

Obtuvimos una construcción robusta aplicable a cualquier dicalcogenuro del que conozcamos

varios parámetros para simular, por Tight-Binding, sus estructuras de bandas y sus estados.

Hemos encontrado, además, estados de borde en el caso de ribbon armchair, y un caso más

complejo con estados de borde en el ribbon zigzag que precisaŕıa de una investigación más

exhaustiva.
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Conclusiones

Tras la revisión de métodos para el estudio de estados de borde y topoloǵıa de materia-

les bidimensionales, hemos simulado el comportamiento de las bandas de ribbons infinitos de

dicalcogenuro de tipo armchair y zigzag. Dentro de los primeros, pudimos identificar algunos

estados de borde, y en zigzag nos encontramos un resultado inesperado que detuvo nuestros

estudios de ribbons finitos y topoloǵıa de los ribbons.

A pesar de creer haber descubierto un fenómeno inexplorado, posterior a nuestra inves-

tigación encontramos el art́ıculo [16], donde se hab́ıa descubierto un comportamiento similar

en bicapas en stacking AB de ribbons de grafeno. Sin embargo no parece haberse investigado

en el caso de dicalcogenuros, por lo que aún puede ser interesante para investigaciones más

exhaustivas.

51



52



Outlook

Debido al abrupto final que tuvimos ante el descubrimiento de algo que créıamos desconocido

y no comprend́ıamos del todo, aún faltan muchas comprobaciones por hacer. A saber:

1. Comprobar si la simulación obtenida para el ribbon zigzag se conserva realizando DFT.

2. Introducir acoplamiento spin-órbita (SOC ) a la simulación de ribbons armchair y zigzag.

3. Estudiar la topoloǵıa de ambos tipos de ribbon.

4. Realizar un estudio sobre los ribbons finitos de dicalcogenuros.
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Apéndices

Apéndice A

La construcción de la matriz del Hamiltoniano correspondiente a Tight-Binding en dicalco-

genuro, con tres orbitales y a 3 vecinos (3.8), viene dada por

V0 = ε1 + 2t0(2 cosα cos β + cos 2α)

+ 2r0(2 cos 3α cos β + cos 2β)

+ 2u0(2 cos 2α cos 2β + cos 4α),

(4.2)

Re[V1] = − 2
√

3t2 sinα sin β + 2(r1 + r2) sin 3α sin β

− 2
√

3u2 sin 2α sin 2β,
(4.3)

Im[V1] = 2t1 sinα(2 cosα + cos β) + 2(r1 − r2) sin 3α cos β

+ 2u1 sin 2α(2 cos 2α + cos 2β),
(4.4)

Re[V2] = 2t2(cos 2α− cosα cos β)

− 2√
3

(r1 + r2)(cos 3α cos β − cos 2β)

+ 2u2(cos 4α− cos 2α cos 2β),

(4.5)

55



Im[V2] = 2
√

3t1 cosα sin β

+
2√
3

sin β(r1 − r2)(cos 3α + 2 cos β)

2
√

3u1 cos 2α sin 2β,

(4.6)

V11 = ε2 + (t11 + 3t22) cosα cos β + 2t11 cos 2α

+ 4r11 cos 3α cos β + 2(r11 +
√

3r12) cos 2β

+ (u11 + 3u22) cos 2α cos 2β + 2u11 cos 4α,

(4.7)

Re[V12] =
√

3(t22 − t11) sinα sin β + 4r12 sin 3α sin β

+
√

3(u22 − u11) sin 2α sin 2β,
(4.8)

Im[V12] = 4t12 sinα(cosα− cos β)

+ 4u12 sin 2α(cos2α− cos 2β),
(4.9)

V22 = ε2 + (3t11 + t22) cosα cos β + 2t22 cos 2α

+ 2r11(2 cos 3α cos β + cos2β)

+
2√
3
r12(4 cos 3α cos β − cos 2β)

+ (3u11 + u22) cos 2α cos 2β + 2u22 cos 4α.

(4.10)

Donde los parámetros t, r y u corresponden a interacciones con primeros, segundos y terceros

vecinos, y están tabuladas en [13]. Construyendo la matriz:

HTNN(~k) =


V0 V1 V2

V ∗1 V11 V12

V ∗2 V ∗12 V22

 . (4.11)
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Apéndice B

Para formar los Hamiltonianos de aproximación Tight-Binding con el que simular las es-

tructuras de bandas de los ribbons de dicalcogenuros, tanto armchair como zizgag, se partió de

las celdas unidad de las figuras 4.1 y 4.5 y se construyeron del siguiente modo.

Ribbon Armchair

Se construye como la suma de tres matrices distintas como:

H0 + eikH1 + e−ikH(−1) (4.12)

donde k toma valores entre 0 y π, suponiendo aśı que está en unidades a−1 con a la constante

de red de la estructura cristalina del dicalcogenuro que se simule. Por otro lado, se ve H0 como:

H0 =



ε δ2 δ1 χ1 2δ1 0 0 0 0

δ5 ε δ6 δ1 χ6 2δ1 0 0 0

δ4 δ3 ε δ2 δ1 χ1 2δ1 0 0

χ4 δ4 δ5 ε δ6 δ1 χ6 2δ1 0

2δ4 χ3 δ4 δ3 ε δ2 δ1 χ1 2δ1

0 2δ4 χ4 δ4 δ5 ε δ6 δ1 χ6

0 0 2δ4 χ3 δ4 δ3 ε δ2 δ1

0 0 0 2δ4 χ4 δ4 δ5 ε δ6

0 0 0 0 2δ4 χ3 δ4 δ3 ε



, (4.13)

donde este caso seŕıa si tenemos un tamaño N = 9, y se puede ampliar o reducir manteniendo

los patrones que se siguen en todas las diagonales. Siguiendo la misma notación se puede ver
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que H1 se construiŕıa como:

H1 =



χ2 0 2δ2 0 0 0 0 0 0

δ3 χ2 δ2 2δ2 0 0 0 0 0

2δ3 0 χ2 0 2δ2 0 0 0 0

0 2δ3 δ3 χ2 δ2 2δ2 0 0 0

0 0 2δ3 0 χ2 0 2δ2 0 0

0 0 0 2δ3 δ3 χ2 δ2 2δ2 0

0 0 0 0 2δ3 0 χ2 0 2δ2

0 0 0 0 0 2δ3 δ3 χ2 δ2

0 0 0 0 0 0 2δ3 0 χ2



(4.14)

y H(−1) se obtiene como:

H1 =



χ5 δ6 2δ6 0 0 0 0 0 0

0 χ5 0 2δ6 0 0 0 0 0

2δ5 δ5 χ5 δ6 2δ6 0 0 0 0

0 2δ5 0 χ5 0 2δ6 0 0 0

0 0 2δ5 δ5 χ5 δ6 2δ6 0 0

0 0 0 2δ5 0 χ5 0 2δ6 0

0 0 0 0 2δ5 δ5 χ5 δ6 2δ6

0 0 0 0 0 2δ5 0 χ5 0

0 0 0 0 0 0 2δ5 δ5 χ5



(4.15)

Nótese que cada elemento de estas matrices es a su vez una matriz 3× 3, que viene dada, en el

caso de ε por:

ε = ε =


ε1 0 0

0 ε2 0

0 0 ε2

 (4.16)

cuyas constantes ε1 y ε2 dependen del dicalcogenuro que tomemos, y están tabuladas en [13]

(de la bibliograf́ıa de la memoria) . El resto de matrices 3× 3 se obtienen a partir de la tabla

de la Figura 3.5.
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Ribbon zigzag

Este se construye como la suma de:

H0 +H1e
ik +H2e

2ik +H(−1)e
−ik +H(−2)e

−2ik (4.17)

donde tendremos en este caso los distintos valores de Hi como:

H0 =



ε δ3 χ2 0 0

δ6 ε δ2 χ2 0

χ5 δ5 ε δ3 χ2

0 χ5 δ6 ε δ2

0 0 χ5 δ5 ε


(4.18)

H1 =



δ1 δ2 2δ2 0 0

χ6 δ1 χ1 2δ2 0

2δ6 δ6 δ1 δ2 2δ2

0 2δ6 χ6 δ1 χ1

0 0 2δ6 δ6 δ1


; H(−1) =



δ4 χ3 2δ3 0 0

δ5 δ4 δ3 2δ3 0

2δ5 χ4 δ4 χ3 2δ3

0 2δ5 δ5 δ4 δ3

0 0 2δ5 χ4 δ4


(4.19)

H2 =



2δ1 χ1 0 0 0

0 2δ1 0 0 0

0 χ6 2δ1 χ1 0

0 0 0 2δ1 0

0 0 0 χ6 2δ1


; H(−2) =



2δ4 0 0 0 0

χ4 2δ4 χ3 0 0

0 0 2δ4 0 0

0 0 χ4 2δ4 χ3

0 0 0 0 2δ4


(4.20)

Como antes, esto es para un N concreto. En este caso es N = 5, pero podŕıa hacerse para

distintos tamaños si se mantienen los patrones en las diagonales, y los términos son los mismos

tipos de matrices 3× 3 utilizados antes.
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