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Introduccion

El descubrimiento del grafeno fue el pistoletazo de salida para la investigacion de materiales
bidimensionales [1] [2]. Abrieron camino a nuevas propiedades fisicas y actualmente se siguen
buscando cada vez mas aplicaciones. Dentro de la experimentacion con grafeno, se puede des-
tacar el descubrimiento de estados de borde e incluso de materiales que debido a una topologia
no trivial, daban una cierta proteccién a los estados de borde desembocando en el hallazgo de

nuevas propiedades fisicas.

En particular, dentro del grafeno se comenzé a trabajar con cintas (ribbons). Estas estructu-
ras se crean al cortar el grafeno en una determinada direccién y quedan caracterizadas segin el
borde que presenten (zigzag, armchair) (Figura 1) y trabajando sobre ellos, primero se teorizé
sobre la formacién de estados de borde [3] en los de tipo zigzag y finalmente se pudo comprobar
experimentalmente tras superar las dificultades para obtener los ribbons con bordes perfecta-

mente cristalinos. [4] [5] [6]



Figura 1: Corte del grafeno en nanoribbons con distintas topologias de borde. Los indices (m, n)
denotan las dimensiones del nanoribbon de grafeno (GNR) a lo largo de las direcciones zigzag
(m) y armchair (n) [4]

Por otro lado, se trataron las propiedades del grafeno como posible aislante topolégico [7]. En
puro auge de éstos materiales que introducian fenémenos como efectos Hall cuénticos (QHE),
anémalo (QAHE) y de spin (QSHE), se propuso el grafeno como uno de ellos. Serfa interesante
pues, entre otras cosas, el hecho de que los aislantes topoldgicos otorgan una proteccién a los
estados de borde llegando a ser la robustez de éstos los que caracterizan la fase topologica de
un material. Sin embargo, a pesar de las aportaciones tedricas del grafeno en este campo, su
utilidad experimental es practicamente nula debido a su composicion. Es importante destacar
también la relacion entre estados de borde y aislantes topolégicos. En particular, la corres-
pondencia volumen-contorno (bulk-boundary correspondence) [8], nos lleva a que si tenemos un
material donde hay cambios en su invariante topoldgico Z5, como ocurre en aislantes topoldgi-
cos, entonces los estados de borde que se dan en los estados donde se produce el cambio, se

mantienen como estados de borde debido a una proteccion topoldgica.



Figura 2: Tlustracién esquemadtica de estados de borde en: (a) QHE, (b) QAHE, (c) QSHE [9]

Afortunadamente las propiedades topolégicas de los materiales se podrian aun llevar a la
practica ya que se encontraron aislantes de Chern entre los dicalcogenuros, tanto en forma tri-
dimensional como bidimensional. En su forma bidimensional presentan una estructura idéntica
a la del grafeno y es gracias a su distinta composicién que si se pueden observar propiedades
de materiales con topologia no trivial, de modo que si se identificasen estados de borde, estos

serian robustos.

Por tanto el siguiente paso sera similar a lo realizado en grafeno. Considerar ribbons de
dicalcogenuros, estudiar sus gaps y si presentan estados de borde, la posibilidad de que tam-
bién tengan una topologia no trivial y finalmente comprobar si experimentalmente es posible

generar dichos ribbons.

En este punto planteamos los objetivos iniciales de este trabajo, que eran:

1. El estudio de las estructuras de bandas, Gaps, estados de borde y topologia no trivial en

ribbons infinitos de dicalcogenuros.

2. La busqueda de estados de borde y topologia no trivial dentro de ribbons finitos de

dicalcogenuros.
Estos objetivos fueron reducidos a:
1. Estudio de Gaps.

2. Estudio de estados de borde en ribbons infinitos.






Capitulo 1

Cadena lineal

En este capitulo veremos la cadena lineal en su forma mas sencilla, nos centraremos en una
idea que nos lleva al método para resolver sistemas finitos con condiciones de contorno abiertas
a partir de las soluciones tipo funciones de Bloch. Lo aplicaremos en dos modelos distintos,
el primero sera el mas sencillo posible de cadena linea mientras que el segundo, que se puede

ver como una pequena modificacion del primero, veremos como dicho método nos sirve para

obtener informacion sobre posibles estados de borde.

1.1. Cadena de atomos finita con un orbital por celda

unidad.

Comenzaremos con el modelo mas sencillo posible sobre el que aplicar la aproximacién Tight-
Binding, que se presenta en una cadena lineal. Recordemos que en el modelo Tight-Binding se

representan los autoestados de la forma:

[n) =D CalD) 1) (1.1)

l

donde |I) = |R, y1). R representa las celdas y y los orbitales dentro de una celda. El Hamiltoniano

asociado a este sistema se puede escribir como:

H=> eo|l) {1 +tY () {I+1]+hc) (1.2)

>



En particular partiremos de una cadena lineal infinita (Figura 1.1(a) ).
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(a) Cadena lineal infinita. Hay
un nimero indefinido de puntos
a izquierda y derecha de la repre-
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(b) Cadena lineal ciclica, con (c) Cadena lineal finita de
un tamano M determinado tamano M determinado
por la cantidad de atomos por la cantidad de dtomos
que tiene. Tiene condiciones que tiene. Tiene condicio-
de contorno periédicas nes de contorno abiertas.

Figura 1.1: Ejemplos de cadenas lineales. La cadena (a) se trata con condiciones de contorno
periédicas como las que se obtienen en (b), mientras que (c) tiene condiciones de contorno

abiertas.

Los Hamiltonianos asociados a cada una de las cadenas de la Figura 1.1, se pueden escribir

como:
0 0 0
0O -t 0 0 0
0O -t 0 —t 0 O

H, =

0O 0 -t 0 -t 0

0 0 —t O

0 0 0




0 —t 0 0 —t 0 -t 0 0 0
—t 0 —t 0 0 —t 0 —t 0 0
Hy=| 0 -t 0 -t 0 |;H. 0 —t 0 —t 0
0 0 —t 0 —t 0 0 —t 0 —t
—t 0 0 —t 0 0O 0 0 —t 0

Noétese que H,, asociado a la cadena lineal infinita tiene un tamano indefinido, mientras que H,

y H., asociados a la cadena ciclica y la cadena finita respectivamente, tienen un tamano M x M.

Al aplicar el teorema de Bloch a una cadena infinita, aprovechando que tenemos una simetria
traslacional infinita, podemos representar su Hamiltoniano con una forma similar a Hy en (1.3),

es decir, nos impone unas condiciones de contorno periédicas y ademas:

Cn<l) — Cneikla — eik‘la (14)

2~

definimos las funciones de Bloch como:

1 .
wk: - = ezkla l ] 15
) = 7 el (1.5
Por otra parte, este modelo nos lleva a un Hamiltoniano de una sola dimensién que proporciona

la siguiente relaciéon de dispersion:

ex = €9 — 2tcos(ka). (1.6)

Tomaremos €y = 0 a partir de ahora.
Por otro lado, las condiciones de contorno periédicas que hemos obtenido fijan nuestros valores

de k:
efMa — 1 = kMa =2mm ,m € Z.
En general, cuando tengamos una cadena de longitud finita, con condiciones periédicas o
no nos importe la fisica de los bordes, el teorema de Bloch nos permitira resolver cada caso.
Sin embargo, cuando tengamos las condiciones de contorno abiertas, se rompera la simetria

traslacional, con lo que no podremos aplicar directamente el teorema de Bloch.
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En este caso, vamos a intentar transformar el problema en uno con condiciones periédicas. Para
ello incluiremos dos puntos ficticios (ver Figura 1.2), lo que nos afectard en los k admisibles

pero nos dara una solucién consistente.

(©) @ @ (] @ ()

Figura 1.2: Esquema de una cadena lineal finita. En rojo los puntos ficticios.

Tendremos un caso equivalente al de un pozo de potencial (donde ¢ = Ae*® + Be~*),
donde k ya no es un nimero cuantico, pero la energia ¢ si, lo que nos lleva a una combinacién
lineal de +k y —k. De este modo tendremos que nuestra funcién de onda de Bloch vendra dada
por:

Call) = (D) = (Ake™e + ABeH0) 5 ) = S (Abe™e 4+ AZe o)) (L)
l

Las condiciones de contorno abiertas que imponemos se traducen en:
Co= A} + A2 =0; Cpypq = Ape®MHD 1 A2~k — (1.8)

Estas condiciones cambian nuestros k£ validos, de modo que deben cumplir:

_27r m
a M+1’

m € N. (1.9)

Ademas cx(l) = 2iA; sin(kla),

donde A; es una constante de normalizacion. Este método se puede aplicar a distintas redes y
la ventaja que tiene es que nos da una forma alternativa de obtener resultados analiticos con
estructuras finitas de amplio tamano y aplicado a casos mas complejos puede darnos resultados

mas completos.



1.2. Cadena lineal finita con dos atomos por celda uni-

dad: Modelo SSH y estados de borde

Un caso muy interesante donde podremos aplicar esta idea, surge del modelo Su-Schrieffer-
Heeger (SSH). Este es, histéricamente, el primer modelo topoldgico en materia condensada [10],
el cual describe una red unidimensional de fermiones sin spin, con dos distintas integrales de
salto entre ellos (Figura 1.3). A partir de este modelo se pueden introducir varios conceptos,

como ver la diferencia entre estados de volumen y de borde.

Celda Celda cee Celda
1 | 2 | : N
v | ) I v | v

| | |

© @] © @ [ © © [ 0 ©

L Y ¥
A Bl A B1 A B 1 A B
| | I

Figura 1.3: Modelo SSH. Hay dos tipos de integrales de salto, v y w entre los a&tomos. En azul
los atomos de tipo A y en rojo los de tipo B. Cada dimero ocupa una celda, y el numero de
celdas N determina el tamano. Si no tenemos en cuenta las celdas en verde, tendremos una
cadena abierta. Si lo considerasemos seria una cadena con condiciones de contorno periddicas.

Supongamos primero que tenemos este modelo de cadena finita, con un tamano de N celdas
(con dos dtomos, uno de cada tipo A y B en cada una), y lo tratamos de manera habitual.
Nos centramos en la dindmica de fermiones (electrones) cercanos al estado fundamental a
temperatura y potencial quimico cero, donde tenemos N electrones de 2NN posibles. Es decir,
tenemos N celdas y N electrones. Seguimos suponiendo ¢y = 0. Ahora, tomemos los valores

de las integrales de salto como v,w > 0 por simplicidad, y tendremos que nuestra matriz del



Hamiltoniano en una base real, para una cadena de, por ejemplo, N = 4 celdas unidad:

0O » 00 0 0 0O O » 00 0 0 0 w
v 0w 0 0 0 O O v 0w 0 0 0 0 O
0O w 0 » 0 0 0 0 0 w 0 v 0 0 0
0 0 v 0w O 0O 0O 0 v 0w O 0 O
Habierto = ) Hperiédico = )
0 00w O w» 0O 0 00w 0O v 0 0
0 0 00 v 0 w0 0 0 0 0 w w 0
000 0 0 w 0 v 0 000 0 w 0 v
00 0 0 0 0 v O w 0 0 0 0 0 v O
(1.10)

donde Hgpierto se corresponde con la cadena de la Figura 1.3 en caso de dejarla abierta, y
Hperisdico €0 caso de cerrarla.

Como en todo sistema de estado solido, la cadena del modelo SSH tiene una zona de volumen
(“bulk”) y una zona de contorno (o borde). La zona de volumen se corresponde con la parte
central de la cadena. Podemos ver que la fisica en esta zona del sistema no depende de como
se definan los bordes, y por ello, por simplicidad, podemos tomar condiciones de contorno

periddicas, es decir, como si cerrasemos dicha zona de la cadena en un anillo.

1.2.1. Cadena periodica.

Esto nos permitiria definir un Hamiltoniano de volumen como:

N
Hypre = Z(v |m, B) (m, A| + w |(mmod N) + [, A) (m, B|) + c.c.. (1.11)
m=1

El autoestado asociado a este caso viene dado por:

liby) = \/_ Z k)|, A) + b(k) |1, B)) et'e, (1.12)

y aplicando el teorema de Bloch, nos llevaria a una ecuaciéon de Schrodinger de donde
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obtenemos:

H(k) = | . H(k) — (k) | (1.13)
v+ we' 0 b(k) b(k)

De aqui deduciriamos una relacién de dispersion

er = £/02 + w? + 20w cos(k), (1.14)

2 —
16
Al
05
W ok
0.5
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A5

_2 i i i i i i i

3 -2 1 0 1 2 3

k

Figura 1.4: Representacién de las bandas a través de la relacién de dispersién de (1.14) con
v=06yw=1

y unos autoestados

w sin(k)

a(k) _ C? _ ie—i@k, b(k‘) = CkB =1 (SiIl normalizar); Qk = arctan (?}—}—UJ—COS(/{:)

) (1.15)

que pertenecen a la zona de volumen de la cadena.

1.2.2. Cadena finita

Sin embargo, si evaluamos Hgpierro de (1.10) directamente, obtendremos otra relacién de

dispersién y otros autoestados puesto que tenemos también la influencia de los estados de

11



borde. Como estamos en un caso finito, no podemos utilizar el teorema de Bloch, y estamos
en las mismas condiciones que las antes descritas con la cadena lineal. Para poder tener un
resultado analitico mas completo, para cualquier N, procedemos como antes. Anadimos dos
puntos ficticios que nos dan una cierta periodicidad en la red permitiéndonos aplicar el teorema

de Bloch, pero en esos puntos, numerados como 0 y N + 1 (Figura 1.5) deben cumplir:

CP=0; Oy =0. (1.16)
Celda Celda Celda Celda Celda
o o112 ! S L ON+1
I v : v I v : v I
e o @ o e o /o @
: ¥ i ¥ |
BIAB:AB|AB:AB|A
I I . I

Figura 1.5: Modelo SSH de tamano N. Cadena abierta. En verde los puntos ficticios.

En general tenemos que

k) = > ((Ape™ + A ™) |1, A) + (Bee™ + B_e ™) |1, B)) = > C{*|I, A)+CP |I, B)
l l
(1.17)

denota nuestra autofuncién. Ahora, por (1.16), tenemos que
CP = 2A, sin(kl) = Dsen(kl); C{* = £Dsin(kl — 6;) = (1.18)

=sin(k(N+1)—0,) =0=k(N+1)— 0, =mnm; mecZ.

Por tanto, nuestros k deben seguir esta tltima condicién de (1.18). A continuacién, nos en-

contramos con que ¢ tiene distintos comportamientos dependiendo de si A := ¥ es mayor o

12



menor que 1 de tal modo que:

sik=0 sik=m
k=9 A>1 —x 0 : (1.19)

A<l —Tr —T

Esto nos lleva a que en el caso A > 1 tendremos M — 1 soluciones garantizadas por continuidad,
mientras que con A < 1 seran M soluciones. Para entender a qué se debe este cambio, o si
existe alguna condicién adicional, vamos a evaluar g(k) := k(N +1) — ;. En particular veremos

qué ocurre en su derivada respecto de k evaluado en k = 7. Asi:

_di
dk

ke = N +1 ke = N +1— (1.20)

A—1’
y esto nos da una condiciéon sobre la longitud de la cadena. Si M < ﬁ tendremos una solucion
extra de volumen (“bulk”), y para una cadena mas grande, N-1 serdn soluciones de volumen y
aun tendremos que entender la solucion extra.

Si evaluamos directamente en k = 7, nos da una solucién trivial, es decir, cumple la condicién,
pero se anula todo. Esto nos lleva a realizar una prolongacion analitica de k en el plano complejo,
con lo que tomaremos k = 7 — iq y evaluaremos de nuevo nuestro Hamiltoniano de (1.13) que

tendra esta forma:

H = ~ f(g) (1.21)

donde
1 1 — Ae?
Ya =5l (T) -

Esto nos fija rapidamente un limite para nuestro ¢, que debe cumplir
lq| < logA

y podemos obtener la relacién de dispersion y los autoestados asociados a este Hamiltoniano

COIMOo:

e, =%f(q); Cl=xe CP=1 (1.22)

q
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Ahora, por (1.16) y (1.17) obtenemos que:
CP = Ay (—1)"2sinh(ql) = B,(—1)'sinh(ql); Cf* = +B;(—1)'sinh(ql — 6,) = (1.23)

=qM+1)-6,=0.

De este modo, es posible encontrar soluciones con g # 0 vy, si estamos en lo correcto, estos
coeficientes tedricos deben de coincidir con los que obtendriamos computacionalmente si tra-
bajasemos con el Hamiltoniano de (1.10), en los casos de estados que no se comporten como
los de volumen. Es decir, con los estados de borde que identifiquemos.

Hicimos varias pruebas y un buen ejemplo lo tuvimos fijando el nimero de celdas N = 10,
v = 0.6 y w = 1. Por un lado, obtuvimos una imagen (Figura 1.6) de los valores de las
funciones de onda asociadas a cada estado del atomo dado. En particular lo hicimos con el
primer estado, para entender el comportamiento de un estado de volumen, y de dos estados

intermedios, que nos muestran el comportamiento de un estado de borde.

Estado 1

02}
a0
02!

04
0

2 4 G 8 10 12 14 16 18 20
Indice por atomo

Estado N

0 2 L 6 8 10 12 14 16 18 20
Indice por atomo

Estado N+1

0 2 L 6 8 10 12 14 16 18 20
Indice por atomo

Figura 1.6: Valor de los coeficientes Ci* azul, CZ rojo, en una cadena SSH con 10 celdas unidad.

Por otro lado calculamos el valor de los posibles ¢ asociados a este caso particular. Para ello
simulamos el comportamiento de §(q) = ¢(M + 1) — 6, (Figura 1.7), lo que nos devuelve unos

valores +¢ = £0.5108 ademas de la trivial ¢ = 0.
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Simulacion de la grafica con N=1000 nodos

4 T T T T T T T T
3 — —
2 — —
1k _|
5 ol |
=)
Ak -
-2 Curva g{g}
# Raicesdeg
s -
4 ! ! ! ! ! ! ! ! !
-1 0.8 -0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.7: Grafica del comportamiento de 6, respecto a ¢ para encontrar sus raices, marcadas
en rojo.

Por dltimo, sustituimos estos valores de ¢ en nuestros coeficientes C!* teéricos (y norma-
lizados) y los comparamos con los antes observados (1.18). Ambos resultados son idénticos,
con lo que afianzamos la utilidad de este método para un desarrollo analitico, aplicable a la
identificacién de estados de borde.

De hecho, aqui pudimos observar la correspondencia bulk-boundary [8]. Como propiedad de

“bulk” tenemos la relacién entre v y w, de forma que:

i) Si A:=% > 1: Aislante topoldgico.

ii) Si A < 1: Aislante normal

y esto repercute en las propiedades de “boundary”, ya que si tenemos un aislante topologico
habra un estado de borde protegido, mientras que si es un aislante normal, o bien no hay esta-

dos de borde o no estaria protegido.
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En este capitulo hemos visto un método que nos permite resolver sistemas finitos con con-
diciones de contorno abiertas a partir de las soluciones obtenidas por el teorema de Bloch,
aplicado primero a una cadena lineal finita sencilla, y después a una cadena finita con dos
atomos por celda unidad. En el primer caso sélo planteamos la idea para ver como modifica
el resultado respecto a una cadena lineal infinita y en el segundo comprobamos su alcance
para el estudio analitico de estados de borde. Ademas contrastamos esta descripcién analitica
con la obtenida por simulacién de un caso particular con un resultado positivo. Y lo maés
importante, hemos visto como el modelo SSH es el primer ejemplo de un aislante topoldgico

con correspondencia bulk-boundary

16




Capitulo 2

Grafeno

En este capitulo nos iniciaremos en el uso del método descrito en el caso anterior a redes
bidimensionales, en particular en la red de grafeno. Comenzaremos con ribbons infinitos de
grafeno. A partir de estos veremos que se puede obtener un estudio sobre sus propiedades
topolodgicas, ademés de sus posibles estados de borde, y finalmente trabajaremos con ribbons

finitos y el estudio de sus posibles estados de borde.

Realizaremos ahora un paso importante, dado que trataremos de trabajar con grafeno. El
caso de red infinita en direccion X y direccién Y es bien conocido, asi que nos centraremos en
ribbons, es decir, trataremos con algunas condiciones de borde abiertas. Empezaremos con un
ribbon armchair de grafeno infinito y después veremos qué podemos obtener en el caso de un

ribbon finito.

2.1. Hoja de grafeno infinita

Como en los casos anteriores, partiremos del Hamiltoniano asociado al modelo Tight-Binding
a primeros vecinos y suponiendo energia on-site g = 0 sobre una red infinita de grafeno, que
viene dado por:
0 14+ eia(—ékm—k%ky) + eia(—ékm—%ky)
H=—t , 2.1
1+ eia(gkgf—i—%ky) + eia(gkm—%ky) 0 ( )
donde t es la integral de salto, a es la constante de red y k, y k, son las componentes del vector

de ondas de Bloch E, ya que en este caso trabajamos en una red bidimensional.
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(a) Estructura de una hoja infinita de grafeno. Se
extenderia indefinidamente a lo largo de todos los
puntos suspensivos. En azul los puntos tipo A y
en rojo los tipo B. aj y a3 son los vectores de red.

K

K’

(b) Primera zona de Brillouin aso-
ciada a la red de grafeno. Estéan di-
bujados los puntos de alta simetria
I, M, KyK'

Figura 2.1: Hoja infinita de grafeno y su zona de Brillouin asociada. Esta zona depende de los
vectores de red.

La relacion de dispersion asociada a (2.1) viene dada por:

By(k) = £\/h2(k) + h2(k), (2.2)

- k. ky - ky\ . Ky
con h,(k) =1+ 2cos (%) cos <\/§2a > ; hy(k) =2cos <%) sin <\/§2a ) .

Notese que en este caso infinito, podemos definir el sistema con la funcién de ondas

ps) = —

- = > M |R,A) + cfy IR, B)) (2.3)
R

Por otro lado, para facilitar la notacién, definimos:

- 1 e_i¢(E) c?i
us(k) = 7 ={ . (2.4)
F1 Chot




2.2. Ribbon armchair infinito

a
e
n=N+1 e @ .
1 1
n=N ® ! , e e
e 0 ||e @ | 0 o
©. 9 i _o. @ A
L 1 ky
® o (|, ® , ®& o
.0 v @, @ he 2" 0 Lo —Fo—- -
1 1 y(n) = N+l n
] . . : >
1
n=1 e'6—>0/®¢ = [TT"--p-""7- ka
n=>0 , e’ |
] 1
(a) Ribbon armchair de grafeno. Delimitado (b) Primera zona de Brillouin del ribbon armchair
por lineas rojas discontinuas la nueva_ celda de grafeno. k,(n) se deduce mas adelante.

unidad. En verde los puntos ficticios. a1 y a2
son los nuevos vectores de red

Figura 2.2: Esquema del ribbon armchair de grafeno, y la primera zona de Brillouin asociada.
El tamano del ribbon viene dado por N, que es el nimero de dimeros (largos y cortos) que
tenemos en la direccion Y. Al cambiar los vectores a; y as, la zona de Brillouin que teniamos
en el caso infinito se “pliega” y se reduce a esta forma rectangular.

Fijandonos en la Figura 2.2, tendremos en este caso el eje X periddico, donde supondremos
M celdas unidad, mientras que por el otro lado, el eje Y es finito con una longitud L = Na,
donde N es el nimero de dimeros. Tendremos entonces una especie de “cadena” con 2N orbitales

por celda unidad, y podemos definir los autoestados como:

N
zkza
) = 77 D243 e ) 2:5)

Como tenemos condiciones abiertas en el eje Y, reescribimos:

e (1) = (i) = (A'eP" + A2 | A, ) + (B'é?" + B [Bn)  (26)
y, por tanto:
1 N
[k, n) Z el ((Ale™™ + A%e™""") |A,n) + (B'e™ + B¢ " |B,n)). (2.7)
M I,n=1
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Debido a las condiciones de contorno periddicas en el eje X, tenemos por un lado

. 2 Lo
eZk‘sz — 1 = k:t — L_ﬂ-n7 n —= 07 :*:17 ey :i:? (28)

En principio asumiremos que L, es infinito, y k, es continuo.
Por otro lado, por las condiciones de contorno (Figura 2.2) dadas:

Cy = C(j)B = C]f\lf+1 = Cﬁﬂ = 0. (2.9)

donde C3t, C8, C4i,, v CR., se corresponden con los orbitales m de los dtomos de carbono
ficticios localizados al lado de los dtomos del borde del armchair “1, A”, “1, B”, “N,A” y “N, B”
y ¥n(k,) denota la funcién de onda de la n-ésima banda de un ribbon armchair de grafeno,
AGNR (Armchair Graphene Nanoribbon) en el vector de onda k,. Si tomamos las soluciones

generales, con p = a%y tendremos
CAp) = A" — ™) ¥ CB(p) = Ce™ — =), (2.10)

y ademés tendremos e”?N*tD) = 1y por tanto:

n 27
= =1,2,3,..., N=Fk, = : 2.11
p N + 17T7 n )<y I Y N + 1” ( )
Las funciones de onda se pueden escribir como
A $\/cos (%) T
" =N, sin(np). (2.12)

C
B k -/3ak
Cy \/cos (%) +eiz2 "

Donde N, es la constante de normalizacion. En este caso no hay lugar a estados de borde, y de

hecho, en los ribbons armchair de grafeno no se observan.

2.3. Ribbon zigzag infinito

A continuacion, trabajaremos en el caso zigzag, que encajaria con la Figura 2.3. De forma

similar al caso anterior, esta vez tendremos el eje Y periddico, donde supondremos M celdas
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n=0 . n=N+1
(a) Estructura del ribbon de grafeno zigzag. La celda uni- (b) Zona de Brillouin asociada al rib-
dad estd delimitada por las lineas rojas discontinuas. En bon zigzag
verde los puntos ficticios. a] y a/, son los nuevos vectores

de red.

Figura 2.3: Esquema del ribbon zigzag de grafeno, y la primera zona de Brillouin asociada. El
tamano de este ribbon viene dado por N, que identifica todos los atomos en distintas posiciones
del eje X.
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unidad, mientras que el eje X es finito con una longitud L = Na, donde N es el nimero de

dimeros (A, B) a lo largo del eje X. Podremos definir los autoestados como:

) = 77 32 D a0 ). (2.13)

Y ahora las condiciones abiertas en el eje X nos llevan a:
iy (1) = Chy (1) = (A" 4 A% | A, ) + (B'e™ 4 B2e™7) | B, ) (2.14)
y por tanto:

N
|wky,n> = _\/M E ' eikyla ((Alezpn + A2efzpn) \A,n) + (Blezpn + B2 |B,n)) . (2.15)
l,n=1

Debido a las condiciones de contorno periddicas en el eje Y, tenemos por un lado

2 L
ky=—n, n=0+1,+2 ...,

L 2.16
T (216)

2
donde asumiremos que L, es infinito y k, continuo. Ademds, en este caso las condiciones de

contorno que obtenemos, como se deduce de la Figura 2.3 vienen dadas por
CPf=Cy,1=0. (2.17)

Donde p serd el nimero de onda en la direccién transversal del ribbon (como antes). Por las

condiciones de (2.17) , y siendo z = P+ tenemos que:

Cl=A(e —22e™) y OF = C (e — 7). (2.18)

n

Tenemos ademas un cambio en la relacion de dispersion que pasa a ser

EyL=+4,]|1+4cos? (ﬁakx> + 4 cos (ﬁ;k‘r> cos (@>, (2.19)

2
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y ademas se debe cumplir la condicién:

(1+22)E* = (g + e P)*2% + (g +€P)*; g = 2cos ( (2.20)

V3ak,

5 .
A partir de (2.19) y (2.20), obtendremos una funcién que nos dara condiciones sobre los valores
que puede tomar p:

F(p,N) = sin(pN) + gisin(p(N + 1)) = 0. (2.21)

Y esto nos permite escribir la forma genérica de nuestra funcion de ondas como

ci in(p(N +1—
") sin(p( n)) | (2.22)
CB sin(pn)

con N, una constante de normalizacion.

Vale la pena en este caso, similar a como hicimos en el modelo SSH, estudiar las propiedades
de la condicién F(p, N) = 0. Como en dicho caso, nos encontramos que dependiendo de la
anchura del ribbon el valor de (NN), existe un g¢f, a partir del cual, si tenemos que |gx| > g5
entonces existen N soluciones para p, y en caso contrario, se dan N — 1 soluciones. El valor

analitico de g se obtiene de:

0
—F(p,N)|p=x =0 2.23
5. - (223)
y explicitamente es
L=+ L (2.24)
=1 N ‘

La solucion extra se puede obtener mediante una prolongacion analitica, donde:

Tiq = pr, |k <7
p— 1=pr |kl (2.25)
0+ig=py 7 < |ks

++/1+ g2 — 2g, coshq, para py,
++/1+ g2 +2g, coshq, para po.

E, = (2.26)
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Figura 2.4: Energia de la estructura de bandas E(k) y densidad de estados D(E) de ribbons
zigzag con varios tamanos: (a) N=4, (b) N=5y (c¢) N=30 [11]

y las funciones de ondas asociadas:

sinh(¢N) — g sinh(¢(N + 1)) =0, para p, (2.27)
sinh(gN) + g sinh(¢(N + 1)) =0, para po. .

Lo que nos lleva a la solucién tnica para ¢ correspondiente al estado de borde

G(q, N) = sinh(¢N) — gi sinh(qg(N + 1)) = 0. (2.28)
Y nos quedan finalmente las funciones de onda para los estados de borde como:
cA . e N+ sinh(¢(N +1—n
" | = Ne™ i (al ) para p, (2.29)
CB sinh(gn)
y
c4 sinh(¢(N+1—n
"] =N. i (al ) para po. (2.30)
Cch sinh(gn)
2.4. Propiedades topoldgicas de ribbons zigzag: invarian-

te ZQ

Ahora vamos a hacer un estudio de las propiedades topoldgicas de los ribbons infinitos de

grafeno. Haremos el estudio del invariante Zy para caracterizar su topologia. Este valor de-

pendera de la forma de sus terminaciones y de su tamano, ya que segin estos habra distintas
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simetrias espaciales que pueden habilitar la proteccion topoldgica. Como veremos, el problema

se reducira a un estudio de paridades.

Para comenzar, a partir de las condiciones de contorno de (2.9), y dando uso de la simetria
en la primera zona de Brillouin (Figura 2.2 (b)). definimos w,(k,) en funcién de u_ de (2.4)

CO1mo:

1
tn (k) = 7 [ (ke ky(n)) — u ke, —ky(n))] (2.31)

Como ademds se muestra en la Figura 2.2 (b) (y dedujimos anteriormente), tenemos que k,

tiene un valor cuantizado, que viene dado por:

n 27w

n=1,2 ..., N). (2.32)

A partir de la celda unidad de la Figura 2.2, la funcién de ondas de la banda de valencia del

grafeno se puede escribir como:

eik-d1
o—id(k) pik-az

u (ky by () = @it | (2.33)

1
V2N

eikya

donde el primer término se corresponde con el primer dimero de la Figura 2.2, el segundo con
el segundo dimero, etc.. A partir de las ecuaciones (2.31) y (2.33) se puede escribir la funcién

de onda de la n-ésima banda de valencia como:

i M3
e~ ka5 a4 gin (k:y%)
. e . V3 . .
e~ 10(k) gikz 57 a4 gin (kyg)

tp (kg ky(n)) = e~ i9®)j sin(kya) . (2.34)

2=

isin(kya)

A continuacién se hace un estudio de la paridad de las funciones de onda en los puntos de alta
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simetria. Comenzamos con I' donde:

ha (ky = 0, ky(n)) = 1+ 2 cos (”—”) : (2.35)

Si ahora definimos f(k) := e=#) v aplicamos (2.35), tendremos que el valor de f(k) para la
banda n (f,(k)), en I es:

1 sin< 2(N+1)
fu(T) = ’ (2.36)

~1 sin > 20U

y por (2.34), la funcién de onda de la banda n en I es:

1 sin (N”—j:l)

fa(T)isin (§45)
fu(D)isin (325) (2.37)

1 8In (N_Jrl)

Ahora debido a que en la Figura 2.3 tenemos simetria especular y de inversién cuando N es
par, y de espejo cuando N es impar, nuestra funcién de ondas u,(I') debe ser un autoestado
del operador paridad. Si tomamos P como el operador paridad de espejo, que intercambiaria

las posiciones de los dtomos A y B para cada n (n =1, n = 2, etc.) (Figura 2.2) tenemos que:

pun(I') = fu(L)un(T) = pu(I) = fu(D), (2.38)

donde p, (") seria el valor propio p del estado n en el punto I' del operador paridad. Por tanto,

si tomamos todos los estados ocupados juntos, tendremos el producto de todas las paridades:
A partir de esto se tiene que, para N =3my N =3m+1, m €N
IL,p, () = (=)™, (2.39)

Para el caso N = 3m + 2, no es suficiente el modelo simple tight-binding para apreciarlo, pero
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como observaron en [12], bajo cdlculos DFT, se mantiene la condicién de (2.39).

A continuacion tendremos que ver de forma similar el comportamiento de la paridad en el

punto X ((X = T 0)). En este caso tendremos, por (2.2)

h, (km - %) =1, y by (km - %) — 2cos (N”j: 1) . (2.40)

Y la funcién del estado asociado a la banda n en el punto X es (por (2.4)):

1 — 2¢cos (N”—j:l)

fn(X): .
\/1 + 4 cos? (N”—L)

(2.41)

y la funcién de onda del estado en la banda n en el punto X es

fa(X)isin (25) | - (2.42)

-

En este caso, u,(X) no es un autoestado del operador paridad. Sin embargo, si tenemos una
degeneracion de la banda N + 1 — n con la banda n en el punto X, debido a una simetria
especular del sistema. Los estados degenerados asociados a las funciones de onda wu,(X) y
un+1-n(X) son ortogonales entre si y pueden formar dos estados con paridad opuesta bajo una

transformacién unitaria. Tenemos en este caso:

Pn(X)pni1-n(X) = —1 (2.43)

Asi, cuando N sea par, todas las bandas estan doblemente degeneradas en X. Cuando N es
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impar, la tnica banda con sélo una degeneraciéon es n = %, cuya funcion de onda asociada es
1
-1
1
Uns (X) = TN 0 |, yentonces pyg = —1. (2.44)
0
Por tanto, tenemos en este caso que, para N =4ry N =4r+3 conr € N
Ipn(X) =1, (2.45)
ypara N =4r+ 1y 4r +2
IL,p,(X) = —1. (2.46)
Si hacemos el producto de las paridades en I' y X llegamos al resultado:
Tpa(T)pa(X) = (1)) (=) (2.47)

Toda esta discusién de paridades nos permite obtener el valor de Z; para AGNR zigzag’ ( N

impar) y zigzag (N par), y, por métodos similares se obtuvieron todos valores de Zs en los

distintos casos representados en la Figura 2.5

Hor e
§190099
SReSe el

N = Odd

N = Even

Termination type

Bearded

Unit cell shape Q“Q"Q

I

Bulk Symmetry Inversion/mirror Inversion/mirror Mirror Inversion
N mod 12 1,311 57,9 1,311 57,9 0,8, 10 2,4,6 4,10 0268
Z, 0 1 1 0 0 1 1 0

Figura 2.5: Clasificacién topoldgica de distintos tipos de ribbons de grafeno. [12]
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2.5. Ribbon finito de grafeno: Conexién con el modelo

SSH

Ahora vamos a trabajar con ribbons finitos. Por tanto tendremos que anadir méas puntos
ficticios en la red (Figura 2.6), y por tanto tendremos varias condiciones de contorno, que se

pueden ver como:

R@:% Rzzg Ro—M—1
n=""1 e ee ee oo o
ee eo oo oo R, =%
n-""ee ee ee oo oo o
ee eo oo oo Ry= ==
e ee eo o0 oo
e o0 i _®e eo oo
e o e ee o0 oo
e @ i ® o o o o Rufg
R-=1 e ® ©ee e e e e e o
ee oo oo oo Ry=
R,=0 e e o0 o0 o
R,=0 R,=1 .. R=M-1 R.=M

Figura 2.6: Estructura del ribbon finito. En azul puntos A, en rojo puntos B y en verde puntos
ficticios. El tamano del ribbon en el eje X viene dado por M, siendo 2M la cantidad de dimeros
cortos en distintas posiciones de X a lo largo del eje. En el eje Y el tamano depende de N,
siendo NN el nimero de atomos en distintas posiciones a lo largo del eje YV, y % la distancia entre
cada dos posiciones en el eje Y de los atomos.

A A . o
Clren) = Ol g1y g7 B =1,2,... M (2.48)

B _ B A .
C(Rlvo) - C(Rz,%) - 07 Rx - O, 1, .. .,M —1

N -1
A B A, .
Cor,)=Cr)=0; Ry=1,2,..., —

Pero, para poder aplicarlo correctamente, primero debemos reescribir nuestra funcién de ondas,
dado que en este caso, al perder toda condicién de periodicidad, se modifica de nuevo nuestra

primera zona de Brillouin. Por suerte seguimos encontrando buenas relaciones de simetria, y
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podemos escribir nuestra autofuncién como combinacion lineal de cuatro funciones de Bloch:

[Vr) = AL [k, ky)) + A2 [k, 1)) T A3 [U(ky k) + Ad [U(—ky—k,)) (2.49)

Con esta combinacion, todas las autofunciones del sistema se representan dentro de la region

k; >0, k, > 0 de la primera zona de Brillouin. (Figura 2.7.)

Figura 2.7: Primera zona de Brillouin del ribbon finito, rellenado en azul. Trabajamos con la
recuadrada en rojo, que es equivalente.

Ademas tomamos el drea definido por k, € [0,27] y k, € [0, 7| para eliminar la dependencia
entre los limites de una componente con otra. Ahora, si tomamos R = (Rs, Ry), podemos

escribir los coeficientes de la autofuncién como:

1
VNM

) = == D (LR A) + CE(R) | R, B)) (2:50)

donde:

i(—kzRe+kyRy) A i(—kgRy—kyRy) A .
+A3€( y y)c(sz,ky) —|—A4€( y y)c(sz,fky)v
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C,f(ﬁ) _ Alei(szz+kyRy)c(B;mky + A2€i(szszyRy)c(B;€z’iky) 2.5)

i(—keRo+kyRy) B i(—keRo—kyRy) B

A partir de (2.50) y (2.52) y con las condiciones de (2.48) se obtiene (con j = A, B):

27py N+1

CY, (ky) = 2iAY sin(kyRy) = ky, = N conpy = 12— (2.53)
fijandonos los % valores posibles de nuestro k, € (0, 7), también obtenemos
Cp =2iA7e % sin(k,); Ch =2iAfe % (2.54)

y la condicién para los valores de k, son definidos por la condicion:
sin(k, M + 0;) =0 = (2.55)

= g(ky) = koM + 0y = pum; pr € Z, k, € (0,27).

Esta ecuacién debe resolverse numéricamente, dado que 6, es una funcién con dependencias
nada triviales. Si fijamos un valor de k,, entonces 65 es una funcién continua respecto a k.

Siendo f,, = 2cos (%)tenemos:

sik, =0 sik=2mw
Or(ks) =9 sif,>1 -« 0 : (2.56)

sif, <1 —T -7

De este modo, en el caso de f, > 1, tenemos 2M soluciones garantizadas por continuidad,
mientras que en el caso f, < 1, tendremos sélo 2M — 1. Para estudiar con mds detalle el por

qué de esta solucion extra, procedemos como en casos anteriores y calculamos:

dg(k.)
dk,

|ky=om = M — b (2.57)

2(1—fy)

Lo que nos da una condicion, para valores M menor que un M, = v tendremos 2M

2(1—fy)
soluciones. Se puede ver en funcién de k, también, con un valor critico asociado a M, definido
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como k;. Tendremos en ese caso que hay 2M soluciones si k, € (0,k;) y 2M —1si k, € (ky, 7).
Este resultado guarda similitudes con el modelo SSH, y es que en el fondo estamos haciendo un
planteamiento muy parecido hasta el punto en que estamos trabajando con multiples modelos
SSH dependiendo del f, que fijemos, lo que en el fondo es fijar un cierto &, entre los posibles. Y
este valor ademas determina el caracter topoldgico de nuestro ribbon, igual que vimos al final
del Capitulo 1, con A. Asi si f, > 1 entonces tenemos un aislante topolégico, y si f, < 1 un
aislante normal, lo que nos lleva a la ya citada correspondencia bulk-boundary, por la que en el
aislante topoldgico tendremos un estado de borde protegido mientras que en el otro caso, no se

dan estados de borde.

Dado que hay soluciones vélidas de k, que no aparecen cuando k, € (k;, 7), hacemos una
prolongacién analitica de k, k, = 2w — iq. Esto transforma nuestro Hamiltoniano de (2.1) a
una forma:

0 —t(1— fe?) 0 e

(- fe) . f(q) P (2.58)

—fed/ . L , .
donde 0, = %log (%) tendra la funcién que tenia 6 en el anterior desarrollo. Por la
Y

definicién de 6,, y como f, € (0,1) en el rango de k, en el que buscamos estados de borde,
los valores de ¢ deben cumplir ¢ € (—qim, Qim) cON G = —2log f,. Ahora, la relacién de

dispersion y los coeficientes de la funcién de ondas asociada a (2.58) se pueden escribir como

gq=*f(q)

(2.59)
c? = ie‘eq; ch =1

Respecto a los coeficientes de (2.52), sélo hay cambios sobre k,, mientras que k, queda tal y
como estaba, (C{zy(ky) se mantiene). Teniendo en cuenta también las condiciones de contorno

en los bordes derecho e izquierdo del ribbon, obtenemos los nuevos coeficientes:
Cp. = £2A7(—1)* e % sinh(qR,); Ch =2A7(—1)* e % sinh(qR, + 0,). (2.60)
Por tanto, los valores de ¢ vienen definidos por la condicién:

sinh(¢gM 4+ 6,) =0=g(¢) =qgM +06,=0 (2.61)
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Una solucién trivial la tenemos si ¢ = 0, pero esta no nos da ninguna nueva solucién, asi que
nos centramos en otras posibles soluciones. La obtencién de estas deberia ser numérica, pero
podemos estudiar la existencia de dichas soluciones. Como la funcién es continua en el rango de
definicién de ¢, impar, y §(¢ — £qum) = Foo, debe de haber otras dos soluciones de g(q) = 0
de valor +q si:

o
O VR VRN VIS (2.62)

dq 2(1—fy)
Esto encaja con el resultado anterior, dado que si M < M, tendremos 2M soluciones reales de

kyysi M > M, seran 2M — 1 reales y una compleja que define dos estados de borde.

efecto de la correspondencia bulk-boundary

Hemos visto como moldear ribbons de grafeno a modelos SSH. Esto nos ha permitido extender

los conceptos topolégicos del SSH a los ribbons de grafeno y ver los estados de borde como

33



34



Capitulo 3

Dicalcogenuros

Daremos un paso mas alla de la red de grafeno para entender las similitudes y diferencias que
presentan los dicalcogenuros que son actualmente materia de interés en investigacion. En este

capitulo nos centraremos en dicalcogenuros infinitos, y comprobaremos si es posible simular

fielmente su estructura de bandas mediante Tight-Binding.

En este capitulo aumentamos un poco la dificultad respecto al grafeno, estudiando los di-
calcogenuros, en particular hicimos un estudio de MoS5. En principio no parece que haya una
evolucion muy llamativa, puesto que la estructura de la red bidimensional de dicalcogenuros es
como la red de grafeno, pero la primera diferencia que encontramos es que tenemos tres orbitales
relevantes d,2, dy, y d,2_,2, pero sélo en el 4&tomo metalico (en nuestro caso, el Mo), mientras
que el calcogeno no aporta una contribucién en Tight-Binding. Esto va a causar que nuestros
Hamiltonianos no puedan ser de dimensién 2 X 2, sino 3 X 3, complicando sustancialmente
el acercamiento analitico. En [13] se discute cémo la aportacién de sélo los tres orbitales que
usaremos seran suficientes ya que son las componentes dominantes en las bandas de valencia y

conduccion.
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Figura 3.1: Tabla periédica. Se puede observar como los dicalcogenuros, por ejemplo MoSs
forman un compuesto con muchos mas electrones que el grafeno, compuesto solo por carbono.
Esto, entre otras cosas, modifica sustancialmente su comportamiento.

MX,

Figura 3.2: Estructura cristalina de un dicalcogenuro tridimensional. [14]
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Figura 3.3: Representacion de la estructura bidimensional de un dicalcogenuro. En naranja el

elemento metalico. §; son primeros vecinos, x; segundos vecinos.

Introduciendo un modelo de tres bandas, sin spin por simplicidad, y trabajando a primeros

vecinos, podemos obtener el siguiente Hamiltoniano:

ho hi he
HYWE)Y = | nt by b |
R hiy hao

donde
ho = 2to(cos 2ae + 2 cos accos 3) + €1,

hy = —2v/3ty sin asin § + 2ity (sin 2a + sin acos 3),
hg = 2ts(cos 2ac — cos avcos ) + 2v/3it; cos asin 3,
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hiy = 2t11 cos 2 + (t11 + 3taa) cos avcos 5 + €3, (3.5)

hio = \/(3)(t22 — t11) sin asin B + 4itqo sin a(cosa — cosf), (3.6)
(a, B) = (%kma, @kw) . (3.7)

Ademas, vemos que se necesitan los valores de ocho parametros distintos, €1, €2, to, t1, ta, t11,
t1o v too. Estos valores se determinaron mediante el ajuste a los resultados de las estructuras
de bandas de Teoria del Funcional de la densidad. Los valores usados en este trabajo, vienen
de estos ajustes hechos tanto en GGA como en LDA en [13]. Sin embargo este modelo a prime-
ros vecinos presenta desviaciones importantes fuera de los puntos de alta simetria (I' = (0, 0),
K = (g—g, O) y M = <§, ﬁ)) respecto de las obtenidas mediante FP, como se puede ver en
Figura 3.4.

Energy (eV)

r K M I

Figura 3.4: Las curvas azules se corresponden con las bandas aproximadas a primeros vecinos.
En rojo aproximacion GGA. [13]

Por esta razén, si queremos lograr un ajuste mucho més preciso a las bandas, debemos
recurrir a terceros vecinos. Esto nos lleva a un Hamiltoniano 3 X 3 més complejo que el antes

obtenido.
Vo Vi W,

H™NE) =1 v vy Vio | (3.8)
Vi Vi, Va

donde usamos los valores proporcionados en [13]. También se puede construir con la tabla de
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la Figura 3.5
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Figura 3.5: Valores asociados a los orbitales en primeros, segundos y terceros vecinos. [15]

La complejidad de este Hamiltoniano nos lleva a descartar el andlisis puramente analitico,
y tener que apoyarnos mas en la simulacién. La mejora en la estructura de bandas es muy
notable (Figura 3.6 (a) y para corroborar el correcto comportamiento de dicho Hamiltoniano,

reproducimos su simulacién. (Figura 3.6 (b).)

Hemos conseguido un hamiltoniano Tight-Binding que reproduce las bandas de bulk de Mo0S55
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(a) Referencia [13] (b) Simulado

Figura 3.6: Las curvas azules se corresponden con las bandas aproximadas a terceros vecinos.
En rojo aproximacién GGA
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Capitulo 4

Ribbons de dicalcogenuros

Nuestro objetivo en este capitulo es estudiar la estructura electronica, gaps y buscar estados
de borde de los ribbons armchair y zigzag de dicalcogenuros. En un principio evaluaremos si
es posible un acercamiento analitico, como en los dos primeros capitulos o en caso contrario,

al menos estudiarlos con ayuda de simulacién.

En este capitulo final tratamos, a partir de los datos proporcionados en [15] (Figura 3.5.)
construir los Hamiltonianos correspondientes a ribbons infinitos de MoS, y estudiar sus posi-
bles estados de borde.

Comenzamos con el ribbon armchair del MoS;. Podemos visualizar este tipo de ribbons en la

Figura 4.1.
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Figura 4.1: Ribbon armchair de tamano N, donde N corresponde al nimero de atomos metélicos
en distinta posicién en el eje Y a lo largo de dicho eje. La celda unidad del ribbon se indica
entre lineas discontinuas. Para hacernos a la idea del tamano del ribbon, el parametro de red
del MoS, es a = 3.190A

Cabe destacar, que debido a los tres orbitales por cada dtomo, para un ribbon de tamano

N tendremos 3N bandas distintas.

Analizando su estructura de bandas para distintos tamanos N, pudimos encontrar unas
bandas con un comportamiento distinto, que disminuyen el gap (la energia del gap Ey), y que
resultaban interesantes de analizar para comprobar si se debe a estados de borde. Por tanto
obtuvimos también la densidad de estados del ribbon, y un diagrama similar a la Figura 1.6, pero
con los coeficientes al cuadrado (|ci|?), que nos permiten identificar de igual modo si tenemos

estados de borde. Como podemos ver en la (Figura 4.3), estos estados, que se corresponden con
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(a) Bandas del Ribbon Armchair con un ta- (b) Energfa del gap Egqp, con distintos tamafios
mano N = 15. del Ribbon, N.

Figura 4.2: Estructura de bandas del ribbon armchair de tamano N = 15y Ey,, en funcién de

N.

las bandas “extranas”, que siempre se identifican, para un ribbon de tamano N, con las bandas

N —1, N, N+ 1y N+ 2 son efectivamente de borde.

Esto nos motivé ademés a comprobar que ocurria si trabajabamos con un ribbon zigzag, asi
que a partir del modelo de la Figura 4.5, construimos el Hamiltoniano correspondiente, y analo-

go al caso anterior, comprobamos la estructura de bandas, que se corresponde con la Figura 4.6 .
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Figura 4.3: Comportamiento de los coeficientes cuadrados (|ci|?) asociados a los estados N — 1,

0.26

0.2

0.15

0.1

0.05

0.26

0.2

0.15

0.1

0.05

Armchair banda(N-1) k=0

123 4567 8 8101112131415

Armchair banda(N)

123 4567 8 9101112131415

Armchair banda(N+1)

!

123 45 67 8 9101112131415
atoms

2)
Ic2

g

0.08

0.06

0.04

0.02

0.06

0.04

0.02

Armchair banda(N-1) k=pi/2

123 4567 8 8101112131415

Armchair banda(N)

g
_

123 4567 8 9101112131415

Armchair banda(N+1)

]
i

123 45 67 8 9101112131415
atoms

2
1G4l
o
8

g

Armchair banda(N-1) k=pi

1234567 8 9101112131415

Armchair banda(N)

12345678 9101112131415

Armchair banda{N+1)

123 45867829
atoms

10 1112 13 14 15

(a) Comportamiento en los estados N — 1, N, N + 1, para k’s concretos.
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(b) Comportamiento en el estado N + 2 en rojo, y N + 3 en azul, para k’s concretos.

N, N+1, N+2y N+ 3, para k’s concretos.
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Figura 4.4: Ampliacion de las bandas de un ribbon armchair de MoS; con N = 15. En rojo las
bandas N —1, N, N+ 1y N + 2 de abajo a arriba.
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Figura 4.5: Estructura del ribbon Zigzag. Su tamano viene dado por N que es el nimero de
atomos metélicos (en naranja) en distintas posiciones del eje X a lo largo de este eje. La celda
unidad se indica entre lineas discontinuas.

Como vemos este caso es muy distinto al obtenido anteriormente. Para empezar vemos
que el gap (E,qp) se reduce drasticamente, pero sin llegar a desaparecer del todo (2.5meV), y

volvemos a tener unas bandas con un comportamiento muy extrano. Como en el caso anterior,
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(a) Estructura de bandas del ribbon zigzag. En
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(b) Energia de los gaps en el ribbon zigzag para
distintos tamanos N. En rojo, el gap entre estados
de borde (bandas rojas en la figura) y en azul el

k=0ak=m. gap entre las bandas azules.
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(c) Representacién ampliada de los gaps en el rib-
bon zigzag para distintos tamanos IV en el caso de
los estados de borde. Se aprecia un decaimiento
exponencial.

Figura 4.6: Estructura de bandas del ribbon zigzag con N = 15 y gaps para distintos tamanos
N.
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hicimos un estudio de la densidad de estados con los coeficientes cuadrados, sélo que ademas en
este caso, dados los llamativos resultados, particularizamos en distintos puntos. Comenzamos
con los puntos I'=k =0, X =k =myen k= 7, como en el caso armchair. Esto nos devolvio
los resultados de la Figura 4.7.

Estos resultados son muy llamativos. Desde luego no tenemos estados de volumen, y se ven

Zigzag banda(N-1) k=0 Zigzag banda{N-1) k=pii2 Zigzag banda(N-1) kepi
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Figura 4.7: Diagrama de barras para k independientes. Asociado al ribbon zigzag de tamano
N = 15. Se representan los coeficientes |c;|? de las bandas N — 1, N, N + 1, N + 2 en rojo y
N + 3 en azul. Se han intercambiado para k = 7/2 los diagramas de N y N + 1 para ajustarse
a lo observado en la Figura 4.6 (a)

estados de borde con distintos comportamientos. Para diferenciarlos nos referiremos a ellos
como Fstados de borde izquierda y FEstados de borde derecha. Si nos fijamos en las bandas
N y N 4+ 1 nos encontramos con que son estados de borde izquierda o derecha muy marcados

aunque seria muy interesante ver qué ocurre en la zona donde parece haber un “cruce” entre las
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bandas. Esto nos llevo a buscar el comportamiento para otros valores de k cercanos a esa zona.

En particular pudimos fijar que ese “cruce” ocurre cuando k = 1.7155 y ver su comportamiento

en comparacion a otros k cercanos (Figura 4.8).
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Figura 4.8: Diagrama de barras para k independientes. Asociado al ribbon zigzag. Se pueden
observar los distintos tipos de estados de borde y se ve la hibridacion en las dos figuras centrales

En esta tltima figura (4.8), podemos ver claramente cémo en el caso del estado N, primero
se comporta como un estado de borde izquierda, después como un estado de borde intermedio,
que coincide con el cruce de las bandas, y después vuelve a ser un estado de borde izquierda.
Por otro lado, en el caso de N + 1 parte de estado de borde derecha, después el intermedio, de
nuevo en el cruce de las bandas y finalmente vuelve a ser estado de borde derecho.

En realidad, lo que tenemos es una hibridacién de las bandas, y esto resulta en un “intercambio”

entre los estados a partir de £ = 1.7155 y de ahi el cambio de comportamiento.

Para hablar sobre la posible proteccién topoldgica de estos estados de borde peculiares,
debemos tener en cuenta el teorema de degeneraciéon de Kramers. Dicho teorema nos dice que
para todo autoestado de un sistema con simetria de inversién temporal (TRS) con un spin total

semientero, siempre hay al menos un autoestado mas con la misma energia. En nuestro caso,
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Enk | 1 dE,,

U.g > 0 ”Ug(n, k) = i_i dk_
N
vy <0
(a) En nuestro caso tenemos este esquema con las (b) El tipo de estado de borde depende de la ve-
bandas N y N + 1, lo que explica el comporta- locidad de grupo, que en la estructura de bandas
miento de sus coeficientes cuadrados en las figuras se traduce en la pendiente de la banda.

4.7 4.8. En rojo banda N + 1 y estado de borde
izquierdo, y en azul banda N y estado de borde
derecho.

Figura 4.9: Representacion del comportamiento en nuestros estados N y N+1. En (a) se expresa
a qué se debe que las bandas tiendan a cruzarse (velocidades de grupo de signo opuesto), y
en (b) se expresa cémo repercuten las distintas velocidades de grupo en las bandas, siendo
proporcionales a la pendiente.

1

5 se traduce en que para cada €; tenemos:

suponiendo un spin=
Ekt = €k :8_1%. (41)

Si entonces tuviésemos que k' = —k = k + %”, entonces existiria un unico estado con cierta
energia lo que llevara a una protecciéon topoldgica de dicho estado. Notese que los puntos con

TRS de la primera zona de Brillouin son: k =0y k = 7.

Obtuvimos una construccién robusta aplicable a cualquier dicalcogenuro del que conozcamos
varios parametros para simular, por Tight-Binding, sus estructuras de bandas y sus estados.
Hemos encontrado, ademds, estados de borde en el caso de ribbon armchair, y un caso mas

complejo con estados de borde en el ribbon zigzag que precisaria de una investigacion mas

exhaustiva.
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Conclusiones

Tras la revisiéon de métodos para el estudio de estados de borde y topologia de materia-
les bidimensionales, hemos simulado el comportamiento de las bandas de ribbons infinitos de
dicalcogenuro de tipo armchair y zigzag. Dentro de los primeros, pudimos identificar algunos
estados de borde, y en zigzag nos encontramos un resultado inesperado que detuvo nuestros

estudios de ribbons finitos y topologia de los ribbons.

A pesar de creer haber descubierto un fenémeno inexplorado, posterior a nuestra inves-
tigacién encontramos el articulo [16], donde se habia descubierto un comportamiento similar
en bicapas en stacking AB de ribbons de grafeno. Sin embargo no parece haberse investigado
en el caso de dicalcogenuros, por lo que atin puede ser interesante para investigaciones mas

exhaustivas.
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Outlook

Debido al abrupto final que tuvimos ante el descubrimiento de algo que crefamos desconocido

y no comprendiamos del todo, atin faltan muchas comprobaciones por hacer. A saber:
1. Comprobar si la simulacién obtenida para el ribbon zigzag se conserva realizando DFT.
2. Introducir acoplamiento spin-érbita (SOC') a la simulacién de ribbons armchair y zigzag.
3. Estudiar la topologia de ambos tipos de ribbon.

4. Realizar un estudio sobre los ribbons finitos de dicalcogenuros.
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Apéndices

Apéndice A

La construccion de la matriz del Hamiltoniano correspondiente a Tight-Binding en dicalco-

genuro, con tres orbitales y a 3 vecinos (3.8), viene dada por

Vo = €1 + 2tp(2 cos acos f + cos 2a)
+ 2ro(2 cos 3a cos 5 + cos 2[3)

+ 2up(2 cos 2a cos 23 + cos dav),

Re[V4] = — 2v/3ty sin asin 8 + 2(ry + 7o) sin 3avsin 3

— 2v/3u, sin 2arsin 253,

Im[V;] = 2¢; sin (2 cos o + cos ) + 2(ry — 12) sin 3a cos

+ 2uq sin 2a(2 cos 2a + cos 2/3),

Re[V2] = 2t5(cos 2ac — cos av cos f)

2
— —=(r1 + r2)(cos 3a cos  — cos 2[3)

V3

+ 2ug(cos da — cos 2 cos 2/3),

95

(4.2)

(4.3)

(4.5)



Im[V5] = 2v/3t; cos asin 3

2
+ ﬁsmﬁ(rl — 13)(cos 3a + 2 cos 3) (4.6)
2v/3u; cos 2arsin 20,

Vi1 = €3 + (t11 + 3ta9) cos awcos B + 2ty cos 2a
+ 4713 cos 3acos B + 2(r1y + V/3r1s) cos 28 (4.7)

+ (u11 + 3ugg) cos 2accos 25 + 2uqq cos da,

Re[Vio] = \/§(t22 — t11) sin asin B + 4112 sin 3asin 5

(4.8)
+ \/g(um — uq1) sin 2acsin 203,
Im[Vis] = 412 sin a(cos a — cos )
(4.9)
+ 4uyg sin 2a(cos2a — cos 2[3),
‘/22 = €9 + (3t11 -+ t22> COS (¥ COS ﬁ + 2t22 cos 2«
+ 2711 (2 cos 3a cos B + cos2f)

(4.10)

2
+ —7r12(4 cos3acos f — cos 2/3)

V3

+ (Bug1 + ugg) cos 2 cos 25 + 2ugy cos 4a.

Donde los parametros t, r y u corresponden a interacciones con primeros, segundos y terceros

vecinos, y estan tabuladas en [13]. Construyendo la matriz:

Vo Vi Vi
H &y = vy vy Vi |- (4.11)
Ve Vi Vo
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Apéndice B

Para formar los Hamiltonianos de aproximacién Tight-Binding con el que simular las es-

tructuras de bandas de los ribbons de dicalcogenuros, tanto armchair como zizgag, se partié de

las celdas unidad de las figuras 4.1 y 4.5 y se construyeron del siguiente modo.

Ribbon Armchair

Se construye como la suma de tres matrices distintas como:

HU + €ikH1 + €7ikH(_1)

(4.12)

donde k toma valores entre 0 y 7, suponiendo asi que esté en unidades a~! con a la constante

de red de la estructura cristalina del dicalcogenuro que se simule. Por otro lado, se ve Hy como:

e 0Oy
05 €
0y O3
X4 04
Ho= | 204 x3
0 20,
0 0
0 0
0 0

01
J6
€
d5
04
X4
204

X1
01
02
€
03
04
X3
20,4

201
X6
01
d6
€
05
04
X4
204

0
201
X1

01
02

€
03
04

X3

20¢
X6
01
06
€
0
04

201
X1
01
02
€

03

o o o o

201

X6
01

, (4.13)

donde este caso seria si tenemos un tamano N =9, y se puede ampliar o reducir manteniendo

los patrones que se siguen en todas las diagonales. Siguiendo la misma notacién se puede ver
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que H; se construiria como:

X2 0 25 0 0 0 0 0 O
03 X2 02 200 O O O O O
203 0 x2 0 25 0 0 0 0
0 205 03 X2 02 255 0 0 0O
H=| 0 0 203 0 x2 0 25 0 0 (4.14)
0 0 0 255 65 x2 03 205 0
0 0 0 0 203 0 xo2 0 25
0 0 0 0 0 20 635 x2 0o
0 0 0 0 0 0 203 0 xo
y H(_y) se obtiene como:
xs 0 2% 0 0 0 0 0 0
0 xs 0 2% 0 0 0 0 0
205 05 x5 0 206 0 0 0 0
205 0 x5 0 206 0 0 0O
Hy = 205 05 X5 0 20 0 0O (4.15)

20 0 x5 0 20 O
0 205 05 x5 06 206
0 0 255 0 x5 O
0 0 0 26 65 s

o O o o o o
o o o o O
o o o O

Notese que cada elemento de estas matrices es a su vez una matriz 3 X 3, que viene dada, en el

caso de € por:
€1 0 O

e=e=| 0 e 0 (4.16)
0 0 €9

cuyas constantes €; y €3 dependen del dicalcogenuro que tomemos, y estan tabuladas en [13]
(de la bibliografia de la memoria) . El resto de matrices 3 x 3 se obtienen a partir de la tabla

de la Figura 3.5.
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Ribbon zigzag

Este se construye como la suma de:

H() + Hleik + H262ik + H(_l)e_ik + H(_2)6_2ik

donde tendremos en este caso los distintos valores de H; como:

e 03 x2 0 0
d6 € 02 x2 O
Hy=| x5 05 ¢ d3 xo
0 x5 0 € 09
0 0 x5 05 ¢
5, 6y 26, 0 0 5 xs 25 00
N T 5s 64 05 205 0
Hi=1 25 6 0 06 20 |; Hony=1] 205 xa 01 x3 203
0 206 X6 01 X1 0 205 05 04 O3
0 0 26 & & 0 0 205 yu O
201 x1 0 O O 20, 0 0 O O
0 25, 0 0 0 Xa 26 xs O 0
Hy = 0 x6 204 x1 O ; Hi_g) = 0 0 204 O 0
0 0 0 25 O 0 0 xa 20 X3
0 0 0 xe 201 0 0 0 0 204

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

Como antes, esto es para un N concreto. En este caso es N = 5, pero podria hacerse para

distintos tamanos si se mantienen los patrones en las diagonales, y los términos son los mismos

tipos de matrices 3 x 3 utilizados antes.
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