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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Prdlogo

El objetivo principal de este trabajo es el estudio de la ecuacién del medio poroso desde
la perspectiva del método de los elementos finitos. Para ello, se tratara este problema de
frontera libre a través de una serie de aproximaciones distintas relativas a la evolucion
de tal frontera. El trabajo sera de indole puramente tedrica, atendiendo a cuestiones del
estudio cualitativo més que cuantitativo. Con tal fin, se realizara una comparativa entre
varios métodos de aproximacion expuestos en una serie de articulos cientificos de la revista
Elsevier, todos ellos relacionados con el trabajo de Sergey Shmarev, tutor de este trabajo,
sobre la existencia, unicidad y propiedades de localizacion de soluciones a la ecuacién del
medio poroso [I].

La motivacién para el desarrollo de este trabajo surge durante la asignatura de Analisis
Numérico de Ecuaciones en Derivadas Parciales, cursada en la Universidad de Santiago
de Compostela bajo el marco del programa de intercambio Sicue-Séneca, donde pude
observar de primera mano una aplicacion muy directa de los conocimientos del grado en
Matematicas para la resoluciéon de problemas de naturaleza fisica. Por ello, el estudio
cualitativo de la modelizacion de estos problemas resultd ser un tema muy atrayente por
incluir conocimientos tanto de Matematicas como de Fisica, otorgandole asi un sentido
global a los cinco anos de doble grado.

Respecto al tema escogido, se trata de un campo de estudio que goza de amplia
literatura, ya sea reciente o pasada. De hecho, existen varias generalizaciones de la ecuacion

del medio poroso con coeficientes de absorcién y exponentes variables [2], pero este trabajo



estard restringido al caso mas sencillo de exponentes constantes, por servir como modelo
didéactico y de carédcter introductorio a la materia.

La estructura que sigue el articulo comenzara con una breve contextualizacién de la
ecuacién del medio poroso, seguida por una exposiciéon de los conocimientos basicos del
método de los elementos finitos (MEF) que seréan utilizados a lo largo del trabajo. A
continuacion, se presentara la motivacion para el planteamiento del problema y se in-
troducird su formalismo matematico. Se presentaran sus principales propiedades y las
diferencias en relaciéon con la ecuacién de difusion lineal. Se realizara, a su vez, un reco-
pilatorio de los articulos base que sustentan el grosso del trabajo y se continuard con una
comparacion entre todos los métodos desde una perspectiva mas general. Por tltimo, se

mostraran los esquemas numéricos para su resolucion y los resultados obtenidos.



1.2. Contextualizacion

Histéricamente, la ecuacion de Navier-Stokes ha modelizado de manera muy adecuada
la dinamica de fluidos viscosos usuales. Dicha ley, junto con la ley de conservacién de la
masa, de la energia y del estado (si el fluido es compresible), ha permitido describir al
completo su movimiento a partir de unas condiciones de contorno y condiciones iniciales.
Sin embargo, para el caso de los fluidos que discurren por medios porosos, la ley de
Navier-Stokes resulta insuficiente debido al avance por entre los huecos de la estructura,
su compleja geometria y la resistencia que presente el medio.

Por esta razon, surge la ley de Darcy, una alternativa que pretende dar explicacién al
flujo de un fluido incompresible en un medio poroso y que, precisamente, basara todas las
construcciones y analisis mateméaticos posteriores. De hecho, también existe una genera-
lizacién de esta ley a situaciones mas globales de la teoria de la filtracién, lo que resalta
su importancia y utilidad en el campo de la dinamica de fluidos.

A su vez, se introducira la ecuacion del calor, a través de la ley de Fourier, donde
asentar las bases de todo posterior desarrollo de la ecuacién del medio poroso, pudiéndose
entender esta ultima como una generalizacion de la primera.

Por ultimo, se explicara el método de los elementos finitos, MEF, que propiciarda una
discretizacion no uniforme de las coordenadas espacio-temporales y dara pie a la apro-
ximacion de la solucion final mediante el estudio local de la funcién en cada elemento

construido.

Ley de Navier-Stokes

Como primer acercamiento, la ley de Navier-Stokes aparece como una generalizacion
de la ecuacion de Euler para describir el flujo de fluidos incompresibles y sin friccién. La
ecuacién expresa la conservacion del momento y de la masa para fluidos newtonianos[1] Se
trata de una ecucaciéon de caracter parabdlico y suele ir acompanada de una ecuacién de
estado, relacionando presion, temperatura y densidad. Como suposicion inicial, la tension
del fluido es la suma de un término de difusién viscosa (que es proporcional al gradiente
de la velocidad) y un término de presion. En este sentido, el iltimo término que aparece
en la ecuacién se corresponde con la correcciéon de viscosidad a diferencia de la ecuacion

de Euler general.

!Los fluidos newtonianos son aquellos cuya viscosidad puede ser considerada constante



%vLuVu: —%—f—UVQu (1.1)

Desde la perspectiva matematica, todavia no ha sido probada la existencia de solu-
ciones «suaves» en tres dimensiones. En general, no existe soluciéon analitica salvo casos
particulares, por lo que normalmente se recurre al analisis numérico para la determinacion

de una solucién aproximada.

Ley de Fourier

Ampliando la perspectiva fisica, resulta interesante plantearse la aplicacion de los
modelos matematicos en distintos escenarios. Asi, la ley del calor entendida como un
proceso de difusién puede mantener cierta relacion con lo anterior. En este sentido, la
conduccion del calor es un fenémeno fisico en el que existe un intercambio de energia
entre dos cuerpos, sin intercambio de materia. La propiedad fisica de los materiales que
determina este proceso se denomina conductividad térmica, k. La ley que rige este tipo
de procesos se denomina ley de Fourier y establece que «el flujo de transferencia de calor
por conduccién en un medio isétropo es proporcional y de sentido contrario al gradiente

de temperatura en esa direccién», es decir:

q=—kVT <= 88—1; = aAT (1.2)

La ecuacion del calor es una EDP parabdlica en la que la velocidad de propagacién de
la solucién es infinita y existe un efecto regularizante: condiciones iniciales no regulares
llevan a soluciones regulares. Por otra parte, la ecuacion cumple el Principio del madximo
y la ley de conservacién de la masa, asi como experimenta un decaimiento a lo largo del

tiempo.

Ley de Darcy

El rango de accién de la ecuacién de Navier-Stokes ((1.1)) se vio tambalear en medios
porosos, donde la irregularidad del medio impedia su correcta aplicacién. Asi, Darcy de-
terminé de forma experimental una ley para regular el flujo de fluidos viscosos en medios

porosos. Posteriormente, la ley pudo ser teorizada a través de métodos de homogenei-



zacio’nﬂ y presenta similitudes con la ecuacion del calor de Fourier, la ley de Ohm en
electromagnetismo y la ley de Flick para procesos de difusion.

Supongamos un fluido incomprensible, por ejemplo el agua, fluyendo por un medio
poroso. La siguiente ley relaciona la velocidad, u(z,t), y la diferencia de presion, p(z,t),

como sigue:

"= —va pg2) (1.3)

En dicha ecuacion, k es el coeficiente de permeabilidad del medio, u es la viscosidad
dinamica, p es la densidad, g es la constante de gravedad y z la coordenada espacial
vertical. Cabe destacar que esta ley sustituye de manera adecuada a la mencionada ley
de Navier-Stokes en circunstancias adecuadas, particularmente cuando el nimero de Rey-
noldsE| es muy bajo, es decir, cuando los efectos de inercia son despreciables frente a los
ViSCOSOS.

La ley de Darcy permite plantear una modelo de ecuaciones en derivadas parciales
muy completo. Tal es su alcance, que este modelo ha permitido el desarrollo de otras
subdisciplinas de estudio del andlisis numérico y funcional, a saber, los problemas de

frontera libre.

2La homogeneizacién es un método de estudio de EDPs con rapidos coeficientes de oscilacién
3El ntimero de Reynolds es un niimero adimensional utilizado en mecénica de fluidos. Representa una
especie de inverso de la viscosidad normalizado por la densidad y la velocidad y longitud tpicas del medio.

[3]



Método de los elementos finitos

El método de los elementos finitos (MEF) es un método numérico para aproximar
soluciones a ecuaciones en derivadas parciales muy complejas. Su rango de accién es muy
vasto pero requiere basicamente del conocimiento previo de las ecuaciones Constitutivasﬁ
y de las ecuaciones de evolucion tempora]ﬂ

La aproximacion del MEF trabaja sobre un cuerpo o un medio continuo sobre el que
se definen unas ciertas ecuaciones diferenciales en forma débi]ﬁ que caracterizan el com-
portamiento de un sistema fisico, realizando una particién del espacio en subdominios con
interseccién nula entre si, denominados «elementos finitos». El conjunto de los elementos
finitos se denomina «discretizacion» y dentro de cada elemento se crean una serie de pun-
tos denominados «nodos». Se dice que dos nodos son «adyacentes» si pertenecen al mismo
elemento finito y al conjunto de todos los nodos, considerando las nociones de adyacencia,
se denominara «mallas.

La discretizacién de los elementos finitos reduce el problema considerado al dividir el
continuo en secciones finitas y expresando las variables desconocidas del campo en térmi-
nos de funciones conocidas que aproximan la soluciéon en dichos puntos. Estas funciones
son comuinmente conocidas como funciones de interpolacion, ya que estan definidas en
funcién de los valores de las variables de campo en los nodos. En relacion a como se
introducen los nodos, estos se encuentran normalmente en las fronteras de los elementos
finitos donde los adyacentes estan conectados. A su vez, pudiera resultar que un elemen-
to albergase algunos nodos interiores. Los valores nodales del campo y las funciones de
interpolacién definen por completo el comportamiento del campo dentro de los elementos.

En el caso de los elementos finitos, las incégnitas resultan los valores nodales del
campo. Una vez obtenido su valor, las funciones de interpolacién consiguen resumir todo
el comportamiento del campo. Por esta razén, la naturaleza de la solucién y el grado
de aproximacion dependeran tanto del nimero de elementos finitos como del tipo de
funciones de interpolacién utilizadas. En este sentido, no se pueden escoger interpolaciones
arbitrarias, pues se debe respetar unas ciertas condiciones de compatibilidad, tales como

continuidad en la frontera de los elementos finitos.

4Relacién entre las variables termodindmicas o mecénicas de un sistema fisico

5Definen la evolucién temporal de un sistema fisico

SFuncién en la cual las derivadas que aparecen en la ecuacién pueden no existir todas, aunque se
considera que satisfacen la ecuacién en algin sentido definido con precisién
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Sin embargo, la principal ventaja que presenta este método es la posibilidad de for-
mular soluciones para elementos individuales antes de trabajar de forma mas global y
representar el problema completo. En general, este método presenta un esquema de fun-

cionamiento claro[4]:

1. Discretizacién del continuo: El primer paso es dividir la regién en elementos.
Para ello, se precisa conocer de antemano la forma que puede presentar la solucién o,
al menos, tener una intuicion de donde se colocaran los puntos conflictivos o de mayor
cambio de la solucion. En este sentido, resultarda maés 1til emplear un mayor nimero de

nodos en esas zonas.

2. Seleccion de las funciones de interpolacion: Al asignar nodos dentro de los
elementos finitos, se pueden construir polinomios de interpolacién, frecuentemente utiliza-
dos por su facilidad para derivar e integrar. El grado del polinomio escogido dependerd del

nimero de nodos asignado.

3. Aproximacién de las propiedades de los elementos: Una vez colocados los
nodos y construidas las funciones de interpolacién, se estudian los elementos a través de
las ecuaciones matriciales. Para ello, normalmente se utilizan principios variacionales o

aproximaciones mas directas.

4. Compatibilizacion de tales propiedades para el sistema de ecuaciones: La
base de esta parte radica en que el valor del campo es igual para cada elemento que com-
parta un mismo nodo. La principal ventaja es que el sistema de ecuaciones es generado

por correspondencia con las ecuaciones de los elementos individuales.

5. Imposicién de condiciones de contorno y resolucion del sistema general

6. Correcciones computacionales: En ocasiones, se pueden realizar una serie de

calculos de pardametros a posteriori. Por ejemplo, en conduccion del calor, las incognitas

nodales son temperaturas, de donde se pueden concluir los flujos de calor de los elementos.



Capitulo 2

Formulacion del problema

2.1. Motivacion inicial

El estudio de la ecuacién del medio poroso viene motivado por el analisis de las fil-
traciones de agua a través de un dique. Se trata de un proceso de filtracién de un fluido
incompresible a través de un medio poroso, en el que la geometria del dique puede asu-
mirse bidimensional, supuesta una anchura suficientemente grande de forma que no afecte
a los calculos significativamente.

Es claro que el proceso de filtracion podra ser modelado como un proceso de difusion
a través de una membrana no-homogénea y en movimiento, lo que darda lugar a dos
regiones: zona mojada (ocupada por el fluido) y zona seca (presencia de poros bajo presién
atmosférica). La variable a considerar en el problema serd m = p+ pgz, que debe satisfacer
la ecuacién de Laplace, Am = 0, donde intervienen la presién, p, densidad, p y altura, z,
mas la constante de gravedad, g.

La regiéon humeda podra ser descrita como Q = {(z,2) € R : z < ¢(z)}, siendo la
curva z = ¢(z) la frontera libre del problema, es decir, una incégnita més a determinar.
Imponiendo ahora condiciones de continuidad de la presion en las paredes del dominio,
despreciando la componente vertical del impulso y utilizando la ley de Darcy, es posible
establecer unas condiciones de contorno adecuadas para la resolucién del problema.

Por otra parte, es necesario asumir una condicién extra para la frontera libre I' =
{(z,¢(x))}. En este caso, se asumird que la velocidad del fluido tendré exclusivamente
componente tangencial en la frontera libre, es decir, en la curva z = ¢(z). Por tanto,

on

usando la ley de Darcy, se obtiene 37 = 0, siendo v la componente normal en I'.



El siguiente modelo muestra el proceso de filtracion.

".‘TI S Linea de saturacion

Filtracion fuera
del dique

Ny

Figura 2.1: Modelizacién del dique poroso [5]

2.2. Ecuacién de Boussinesq

Preguntémonos por la filtracién de un liquido, tipicamente agua, a través de un dique
poroso. Inicialmente, asumiremos las siguientes suposiciones para facilitar los calculos: el
dique de altura H tiene como base un estrato impermeable horizontal en z = 0, no existe

impulso transversal al movimiento y la masa de agua ocupa una regién de la forma:
Q={(z,2) e R: 2z < h(z,t)}, 0<h(z,t)<H (2.1)

Las ecuaciones que aplicaremos estan basadas en leyes de conservacion: conservacién
de la masa y conservacion del impulso (Ley de Euler) en las componentes = y z, junto
con las condiciones de contorno e iniciales. Tenemos pues un sistema de tres ecuaciones
para tres incégnitas, pero con un dominio variable.

Para el calculo practico se incluira también la «hipotesis de pequena inclinacions,
equivalentemente, la frontera h presenta pequenos gradientes, lo que se traduce en un

flujo con velocidad casi horizontal. Asi la componente vertical del impulso seguira:

du, ~ Op dp B
p(dt +u-Vuz)— 5 pg — P pg =0 (2.2)

Luego integrando en z, se obtiene como primera aproximacion:

P+ pgz = cte (2.3)
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y calculando tal constante en la superficie de la frontera libre z = h(z,t), se obtiene:

p=pg(h—2) (2.4)

En primera instancia, la presion se supondra determinada por la «aproximacion hidrostati-
car. Este resultado no es exacto y podria dar lugar a resultados poco fiables, pero a la hora
de computar resultados de cara al calculo de la altura h(z,t), comete errores minimos y
convierte el sistema en facilmente integrable.

Retomando la ecuaciéon de conservacién de masa y tomando una seccion de la forma

S = (z,z+a) x (0,C) se tiene:

a z+a h
m—/ / dydz = —/ u - ndl (2.5)
ot J, 0 o5

donde m es la porosidad del medio y u es la velocidad del fluido dada por la ley de
Darcy en (|1.3). Para el producto u - n, aproximaremos la superficie lateral derecha como

u-n =~ (u,0)-(1,0) = v mientras que para la superficie lateral izquierda serd —u. Ahora

diferenciando en x sobre (2.2)), se obtiene:

Zk ai/ = hdz (2.6)

Luego, finalmente, se llega a la ecuacién de Boussinesq:

e
hy = k(h),,, k=29% 2.
G (2.7

Hemos llegado a una variante no lineal de la ecuacién del calor, al simplificar un sistema
de ecuaciones sobre un dominio variable en una sola ecuacién que determina la frontera
libre. Utilizando h, calcularemos la presion p mediante y finalmente, la velocidad u
con la ley de Darcy.

La ecuacién de Boussinesq puede ser generalizada a varias dimensiones en el espacio
hy = kA(R?) (2.8)

que, en dos dimensiones, representa el movimiento de un fluido sobre un estrato im-

permeable horizontal en la base, pero sin la hipdtesis de simetria en el eje z. Podrian

11



existir también fuentes o sumideros, tales como recargas naturales/artificiales o salidas

por bombeo, por lo que podria aparecer un término extra de la forma:
he = KA(R?) + f (2.9)

siendo la funciéon f la contribucién neta de estos efectos.

Respecto a las suposiciones iniciales que habiamos hecho para la ecuacion de Boussi-
nesq, la condiciéon de pequena inclinacién implica verticalidad en las lineas equipotenciales,
lo que se corresponde con la realidad salvo en situaciones limite. Ademas, la ecuacién de
la filtracién es un analogo al modelo no lineal de la ecuacién del calor que aparece en

situaciones de temperaturas muy altas.

Formulacién general: gases politrépicos

Preguntémonos ahora por la dindmica de un gas en un medio poroso sin el efecto de

la gravedad. Se tiene

= (mp) + V- (pu) (2.10)

k
u=——Vp (2.11)
1
Utilizando ahora la hipétesis termodinamica para procesos politrépicos
p=cp’, 72>1 (2.12)

Por teoria termodinamica, sabemos que si v = 1 estaremos ante un proceso isotermo y
para v > 1 tendremos uno adiabatico. Despreciando el término de gravedad y suponiendo
m, fracciéon de volumen disponible para el paso del fluido, u, viscosidad dindmica del

medio y k, coeficiente de permeabilidad, como coeficientes constantes, se tiene

op ke N dp ckry 1
mar ==V - (pu) = MV (pVp") — 5 = mu(v+1)A<p ) (2.13)

Ahora reescalando la ecuacién para hacer desaparecer las constantes, se llega finalmente

%:A(/}m), m=v+1>1 (2.14)

12



Si tomamos un proceso isotermo, v = 1, se tendra m=2, por lo que retomamos la ecua-
cién de Boussinesq de (2.8). En general, la ecuacion ([2.14)) recibe el nombre de «Ecuacién
del medio poroso» o EMP y serd el punto central del desarrollo de este trabajo.

La ecuacién ([2.8) puede generalizarse como
uy = AdP(u) (2.15)

donde la funcién ®(u) es una funcién real, continua y creciente. Dicha ecuacién recibe
el nombre de «Ecuacién del filtrado» y es de tipo parabdlico, ya que ®'(u) > 0. Sin
embargo, también podrian aparecer funciones no estrictamente crecientes o incluso con
discontinuidades. Aun asi, se sigue cumpliendo ®'(u) > 0 y diremos que la ecuacién es
«degenerada parabdlica». Esta curiosa caracteristica aportara una infinidad de nuevas

propiedades, asi como un nuevo tipo de soluciones: las soluciones débiles o generalizadas.

2.3. Propiedades de la EMP

Comencemos el andlisis de la ecuacién del medio poroso
w=AW™), m>1 (2.16)

en el caso unidimensional con exponente m = 2, es decir, la ecuacién de Boussinesq. El
procedimiento a seguir es claro: tratar de hallar la altura de la frontera libre y, a través de
ella, las incognitas de presion y velocidad del fluido. Imponiendo adecuadas condiciones de
contorno y condiciones iniciales, se espera unicidad de la solucion. En efecto, la ecuacion
(2.8]) podria, en primera instancia, catalogarse como ecuacién parabdlica por su similitud a
la ecuacién clasica del calor. Sin embargo, para los puntos tales que u = 0, la parabolicidad

se pierde, como muestra la reformulacién siguiente de (12.8)):

1
Ut = U Usz + (ug)? (2.17)

Curiosamente, esta sutil diferencia en u = 0 implica una serie de propiedades claves
de estudio. La primera de ellas es que, en general, no existiran soluciones clasicas, por lo

que habra que recurrir a otro tipo de soluciones: las soluciones generalizadas.

13



En segundo lugar, la ecuacién hace referencia a que la ecuacion degenera en
una ecuacion de primer orden, facilmente integrable por caracteristicas y que, sorprenden-
temente, explica la propiedad de propagacion finita de la solucion, frente a la velocidad
infinita propia de la ecuacion cléasica del calor. En efecto, esta propiedad puede ser refor-
mulada como sigue:

«Si el dato inicial posee soporte compacto, la solucién también tendra soporte com-
pacto para todo t > 0 fijo». [3]

En ultimo lugar, la EMP presenta, como se analizard a continuacion con més detalle,
regimenes autosemejantes como limites asintdticos. La cualidad de autosemejanza hace
referencia a la posibilidad de escribir las soluciones como constantes en el tiempo tras un

reescalado de la forma
u = f(x), u=ut y o’ =at’ (2.18)

En los siguientes apartados, se explicara el formalismo de las soluciones débiles y los
regimenes autosemejantes, ya sea desde la perspectiva tedrica como desde un punto de

vista aplicado a nuestra EMP.
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Capitulo 3

Formalismo matematico

En este apartado, se tratara de dar solucién a la EMP desde la persepctiva de las
ondas viajeras y las soluciones autosemejantes. Como se vera, este tipo de soluciones no
seran entendidas desde el marco clasico sino desde el concepto de solucién débil. Asi, se
realizard una fundamentacién matematica de este nuevo concepto y, como conclusién, se
planteara la problematica que presenta la frontera libre y su posterior tratamiento en

términos del MEF.

3.1. Busqueda de soluciones

Soluciones tipo ondas viajeras

Comencemos nuestro desarrollo planteando soluciones de la forma
u=f(m), n=xz1—cteR (3.1)

Tal ecuacién representa una onda viajera en la direccion x1, con un parametro c¢ de
velocidad, que supondremos no nulo para que exista movimiento. Asimismo, estudiare-
mos Unicamente un sentido de movimiento pues el caso opuesto, digamos ¢ < 0 puede ser
reducido al primero por la simetria de la solucién (u(x,t) — u(—=z,t)). Por ultimo, restrin-
giremos el estudio al caso unidimensional, teniendo en cuenta que tal movimiento puede
ser generalizado a cualquier direccién mediante una rotacion de R™, donde tendriamos

n=2x-n—ct.

15



Por tanto, utilizando (3.1) en EMP, se tiene
(™)' +cf =0— (") +cf=K, KeR (3.2)

Ahora, imponiendo la condicién de contorno f(n > 0) = f'(n > 0) = 0, que viene a decir

que la onda avanza hacia una region vacia, se llega a K = 0, por lo que

mfm T =0 T T = e+ Ky (3.3)

Aparentemente, la ecuacién ha sido correctamente integrada y se llega a un resultado
compacto. Sin embargo, analizando la situacién n = oo, se observa que el comportamiento
de la solucién no tiene sentido fisico, pues su valor se hace cada vez més negativo cuando
17 — oco. En primera instancia, podriamos suponer que los célculos o suposiciones iniciales
eran erroneos, pero analizando detenidamenete la solucion, quizas pudiera ser tratada
desde una perspectiva distinta y dotarla asi de sentido fisico.

Utilicemos la «estrategia del limite»: realizar un calculo con sentido fisico que sea
proximo al nuestro y pasar al limite extrapolando resultados. Tomemos en distintas
condiciones de contorno: f(co) = €y f'(c0) = 0, de donde se obtiene K = ec > 0.

Entonces
e—f

f/ = CW (34)

que es facilmente integrable por variables separadas. En particular, para m = 2, la inte-

gracion aporta el siguiente resultado

—C?7+K1:2/%df:2f+261n(f—e) (3.5)

Suponiendo s.p.d.g. K1 = 0 y pasando al limite € — oo se tiene

2f = (=en)y = maz(—cn,0) (3.6)

Asi, la solucién posee, ahora si, un sentido fisico pero presenta inconvenientes matematicos
en el sentido clasico: la derivada no es continua en el punto n = 0. Detallaremos més
adelante el contexto general de este tipo de soluciones y su comportamiento desde una

perspectiva global.
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En general, la solucién de (3.4)) para m arbitrario estd dada en [3] y requiere de calculos

mas precisos utilizando planos de fase adecudados.
m -1
—— " = (c(— K 3.7
et = () + Ko, (37)

En conclusién, comparando esta ecuacién con el modelo de los gases en medios porosos,
el primer término de (3.7)) recuerda al término de presion y el primer término de ala
velocidad. Por tanto, el modelo de ondas viajeras hace referencia a un frente de velocidad
constante ¢ cuando la soluciéon u es positiva y tienen velocidad cero en la parte con u
negativa.

Desde una perspectiva geométrica, existiran dos regiones de propagacion separadas por
una frontera libre, donde falla la regularidad de la solucién. Esta es la principal diferencia
frente a la ecuacion clasica del calor, donde no existe tal frontera y los frentes de onda se

propagan indistintamente por todo el medio.

Soluciones autosemejantes

La autosemejanza, esencialmente, es una propiedad bésica en el estudio de la fisica de
fluidos. Como punto de partida, tomaremos la soluciéon fundamental de la ecuacién del

calor en n dimensiones
2

Ulx,t) =ct 2e 5 (3.8)
A través de las relaciones introducidas en (2.18)), podemos observar unos «exponentes
de autosemejanza», a = 5y = % Procedamos entonces con la solucion de EMP.

Comenzamos tomando u autosemejante y sustituyendo en la ecuacién

Ulx,t)=tf(n), n=atPy f: funcion radial (3.9)
Uy = —at™"f(n) = BtV f(n) - n (3.10)
AU™) = =22, (F7) () (3.11)

Por lo tanto, planteando la relacion

Uy = A(U™) — 7 (—af(n) = By - V() =t Af™ (1) (3.12)
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Para eliminar la dependencia temporal, igualamos los exponentes que acompanan a

los términos con t, luego
—a—l=—-am—-2—am—-1)+20=1 (3.13)

lo que permite despejar un coeficiente en funcion del otro. Ahora bien, para la funcion f,

tendremos que resolver una ecuacion eliptica no lineal de la forma
Af"+pn-Vf+af=0 (3.14)

Para la determinacion del coeficiente libre, a o 3, retomemos el ejemplo clasico del calor

lineal.

m=1—a=— f=- (3.15)

Ademds, la solucién fundamental para el calor correspondia con a = 7, que se obtiene
tras aplicar la ley de conservacién de la masa. Utilizando el mismo razonamiento para

EMP, se obtiene
d
— [ wdxr —0, sz’r—> (3.16)
dt Jp,

Luego aplicando a la solucién autosemejante anteriormente construida, se llega a

/U(x,t)dx = /t_o‘f(xt_ﬂ)dx = / f(n)dn = cte(t) — a = pn (3.17)

Luego finalmente los exponentes estan completamente determinados

n 1

n(m—1)+2’ B:n(m—l)—i—Z (3.18)

o =

En conclusioén, ya estamos en condiciones de calcular la funcién f en (3.14])) imponiendo

valores nulos en el infinito como condicién de contorno.

("M + Brf nBf =0 — ("N (™) + B f) =0 (3.19)

,,anfl

Por tanto,

P 4 B f = cte (3.20)

I B, hace referencia a la bola centrada de radio r
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y puesto que f — 0 si 7 — oo, podemos tomar cte = 0, llegando a

(f™ +prf=0 mfm2f =—pr (3.21)

Finalmente, obtendremos

m

fm—l —

m—1

pm—1)

r?+cte, fml=—
2m

_B r? + cte’ (3.22)
2

Nuevamente, observamos que la curva f™ ! es una pardbola orientada hacia abajo,
lo que puede dar pie a soluciones negativas. Sin embargo, estamos en el mismo contexto
previo de las ondas viajeras. A fin de cuentas, tenemos una solucién a largo plazo similar
a cortar la parabola en v = 0 y quedarnos con la parte positiva. En efecto, este pro-
cedimiento a priori intuitivo descansa sobre los principios de las soluciones débiles, que
seran formalizadas en el siguiente apartado. En conclusiéon, asumiendo el desarrollo como

valido, tenemos la siguiente solucion final:

pm —1)

2m

f= ((K - |n|2)m1—1)+, K = cte (3.23)

La funcién f™! pierde regularidad en el punto |n| = 7y, luego la solucién no podra ser
considerada como clasica. Ademas, f — 0 cuando n — oo, lo cual se corresponde con el

sentido fisico esperado. La solucién completa de EMP toma la forma
_ B(m —1)z%,
t)=(t""(K - ———+—)= 24
o) = (#7002 o ) (3:24)

Profundizando sobre el sentido fisico de las soluciones, podemos aplicar la ley de

conservacién de masa y extraer cierta informacion

M—/O Udm—/o f(n) dn=K /0 <1 —s ds (3.25)

2m

De aqui podemos concluir la relacién entre la masa M y la constante K como

Mo« Ka-its (3.26)
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Teniendo en cuenta que la masa inicial es una delta de Dirac de la forma
zlfl—r>% U(z,t) = Mi(z) (3.27)

la solucion describe la evolucién de una masa puntual en el instante inicial. Todo este

desarrollo recibe el nombre de «solucion de Barenblatt».

Fig, 1: 1D Barenblatt=Pattle solution
r 0.2, m 2

Figura 3.1: Solucién de Barenblatt unidimensional [6]

3.2. Soluciones débiles

Hasta el momento, hemos obtenido soluciones inadmisibles desde la perspectiva del
sentido fisico. Asi, estas soluciones no pueden ser entendidas desde el marco clésico y
requieren de un tratamiento sutilmente diferente: las soluciones débiles o generalizadas.
Para nuestro caso particular, la solucion débil es creada, exclusivamente, para garantizar
un sentido fisico desde el principio de conservacion de la masa.

Para la bisqueda de este tipo de soluciones validas para un amplio rango de condiciones
iniciales y condiciones de contorno, se trabajara en espacios de distribuciones. Por esta
razon, las derivadas seran consideradas desde el sentido de las distribuciones, una nociéon
mucha menos exigente pero que garantiza, aun asi, un cierto sentido fisico.

En esta linea, buscaremos soluciones en el espacio
Q=A{(z,t):x eR" te(0,00)} (3.28)
verificando la siguiente relacién variacional
//uqﬁt dzdt + //umA¢ drdt =0, V¢ e C¥,VueQ (3.29)
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Las soluciones débiles, esencialmente, son funciones cuyas derivadas pueden no todas
existir aunque se considera que satisfacen la ecuacion de algin modo preciso. El procedi-
miento inicial es la formulacién débil, que no es mas que una reformulacién de la ecuacion
diferencial en la que no aparezcan las derivadas de la solucién de forma explicita. En este
sentido, apareceran soluciones a la ecuacién que, posiblemente, no sean siquiera diferen-
ciables.

Por regla general, en cualquier ecuacion diferencial resulta bastante 1til probar inicial-
mente la existencia de soluciones débiles, para posteriormente analizar su comportamiento
y ver cudles son suficientemente suaves para cumplir los principios de regularidad.

Como ejemplo basico, tomemos la ecuacion del transporte unidimensional.

ou Ou

o T3 =0 (3.30)

Asumiendo que u es continuamente diferenciable en R?, multiplicaremos la ecuacién por

una funcién suave ¢ con soporte compacto. Ahora integrando,

/ / ¢> dtdx + / / —gb dtdz = 0 (3.31)

Finalmente, aplicando integraciéon por partes y regla de Fubini,

/ / ol dtdgg+/ / 7 dtdz = (3.32)

Se tiene, por tanto, que la ecuacién (3.30]) implica (3.32]) siempre que u tenga derivadas
continuas. Sin embargo, existen soluciones de ([3.32) que no son solucién de (3.30)) al ser,

quizas, u no diferenciable. El ejemplo de soluciéon débil més claro para la ecuacién del

transporte es u(x,t) = |z — t|, funcién no diferenciable en el origen.
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3.3. Existencia y unicidad de soluciones en 1D

Inicialmente, los primeros estudios demostraron la existencia de solucién tnica genera-
lizada bajo ciertos datos iniciales y condiciones de contorno. Para el problema de Cauchy
unidimensional con datos iniciales ug(z) continuos, acotados, no negativos y tales que
(ug"). es acotado, la solucién débil es una funcién continua, no negativa y acotada.

Este resultado ha sido mejorado para casos mas generales, como se enuncia en el
siguiente resultado tomado de [3]:

Para toda funcién no negativa ug € L}, .(R™) tal que

1 2
lim —/ up(z) de =0, y=n+—— (3.33)

lo|<R m—1

entonces existe una unica funcidn no negativa v € C([0,00) tal que ¥t > 0 , (1 +
\x!Q)m;—llu(z,t) es acotado y la ecuacion se verifica en el sentido de las distribuciones

en R" x (0,00) satisfaciendo
u(-,t) = ug  en L (R™f (3.34)

Como apunte final, la importancia de las soluciones de Barenblatt y el principio de

autosemejanza radica en el siguiente resultado:

El modelo asintotico de cualquier solucion generalizada con datos integrables resulta

una solucion autosemejante de Barenblatt. |3]

Enunciado de forma matematica, se tiene

Sea ug € L},.(R™) con ug >0y [ug(x)de = M > 0. Entonces, Vp € [1, 00),

-1
lim 1 |ju(z, 1) ~ Ufa,t: M)}y 0, 0, = "=

t—00 ~ p(n(m—1) +2) (3.35)

donde la norma || * ||, estd definida como

It = ( [ 15 du); (3:36)
-

1oe(R™) es el espacio de funciones integrables en todo conjunto acotado contenido en su dominio de
definicién y cuya clausura estd contenida también en tal dominio
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3.4. Frontera libre

Una de las principales diferencias que presenta EMP frente a la ecuacién del calor es
la propiedad de propagacion finita. Asi, resulta crucial determinar la forma y regularidad
de la frontera y su comportamiento en el tiempo.

Como primera aproximacion, una solucién con soporte inicial compacto tiende a ocu-

par, en el limite asintético, un recinto de la forma
R(t) =~ ct’ (3.37)

donde el coeficiente de expansién o depende de los valores n, m y es siempre menor que
%. La constante ¢ depende de la masa inicial M. Asi, el soporte tenderd a simetrizarse y
la solucién tendera a la solucion fundamental de Barenblatt.

Respecto a la descripcion cualitativa de esta frontera, existen dos aproximaciones
distintas: el formalismo lagrangiano y el formalismo euleriano.

Por una parte, la perspectiva de Lagrange se basa sobre un enfoque mecanico similar
al habitual: el punto central de estudio son las trayectorias de las particulas en el fluido.
Esta trayectoria estd descrita por un vector de posiciéon 7(t). Asumiendo una posicién
inicial de la particula en rg, la coleccién de todas las trayectorias del fluido es r = r(r, t),
que matematicamente expresa un mapeo del espacio rg — r en funcién del tiempo. En

este sentido, las particulas poseeran una velocidad y formaran un campo, satisfaciendo

_87“

== (3.38)

v

Por otra parte, el punto de vista euleriano supone un marco de referencia fijo sobre el
que varian los campos hidrodinamicos. El estudio de las trayectorias pierde importancia,
mientras que el campo de velocidades pasa a ser la pieza fundamental. Esta es, quizas,
una perspectiva mas natural para el fluido, pues las trayectorias de las particulas son, en
general, provenientes y en direccion a la lejania, mientras que su velocidad puede suponerse
mas o menos constante. En este sentido, la variaciéon de cualquier magnitud fisica A del
fluido dejard de ser explicitamente dependiente del tiempo y pasara a depender de la

posicién también.
dA  0A

=g T V)A (3.39)
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donde el término v - V recibe el nombre de derivada de la particula y se expresa

_8x£ (?yg 0z 0

V= Srar T otay ot os

(3.40)

Respecto al tratamiento matematico de la frontera en el marco del MEF, siempre se
tendra la ley de Darcy para la descripcion de su movimiento. Sin embargo, la implemen-
tacion del esquema dependerd del tipo de malla escogida: discretizaciéon por triangulaciéon
o uso de diferentes tensores métricos. En ambos casos, el movimiento de la malla es-
tara presentado como una ecuacion diferencial extra al problema. El procedimiento para
el calculo de las integrales que aparezcan dependera del autor y de la distinta casuistica

del problema.
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Capitulo 4
Aplicacién a la practica

Hasta el momento, hemos estado trabajando con EMP de la forma . Conside-
raremos el caso (4.1)) como EMP con término de absorcién por ser una generalizacién
del primero con las mismas reglas de movimiento de la frontera. En efecto, las varia-
ciones de este movimiento sélo afectan para p muy grande, por lo que esencialmente el
comportamiento sera el mismo.

Sea € € R? un dominio con frontera 9 Lipschitz-continua y consideremos Qp =
Q2 x (0,7T] un cilindro de altura T finita. Tomemos las soluciones no negativas del siguiente

problema

ou

i A(u™) —uP (4.1)
u=0en 'y =00 x10,T] (4.2)
u(z,0) = ug(x) en Q (4.3)

Este tipo de ecuacién aparece en la mecanica de medios continuos para modelizar el movi-
miento de un gas a través de un medio poroso, donde la presion depende explicitamente de
la densidad y la temperatura a través de una ecuacién de estado. La EMP con exponentes
constantes m y p presenta, como principal diferencia respecto de la ecuacion del calor, la
propiedad de velocidad de propagacion finita.

La existencia y unicidad de soluciones débiles para las ecuaciones de este tipo fueron
estudiadas por muchos autores. Nosotros referimos a las monografias [[7],[8],[9]] para la
revision exhaustiva de la bibliografia sobre este tema y también sobre los propiedades

cualitativas de las soluciones, que son muy diferentes de las propiedades de soluciones de
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las EDPs lineales.

Respecto a la regularidad de las soluciones, si la solucion inical posee soporte compacto,
entonces existira una frontera movil delimitando tal soporte y podremos tratar como
un problema de frontera libre, tomando (t) como la regién ocupada por el gas en un
tiempo t. Estudios posteriores demostraron que Q(t) = {x : u(x,t) > 0} es un intervalo
(&1(t),&(t)) donde &;(t) es continua en el intervalo [0,00) y derivable en (0,00) para
exponentes m > 1,p > 1. En base a estos resultados se probé la existencia de un «tiempo
de espera», t*, extendiendo &; derivable en el intervalo (t*, co).

Para el caso unidimensional, de cara a la modelizacion del movimiento de la frontera,

cuando x — &;(t), para el caso 1 < p < m se tiene la relacién

, B m

ug T (&(t), 1), te(E,T) (4.4)

m—1

Existe una generalizacion para varias dimensiones, donde el movimiento de la frontera

cumple

/ _ ¢ - m m—1
I'(t) = lim (— ———= V"~ + VII) (4.5)

donde el término II es solucion al problema eliptico

div(uVIID) = uP en Q(t) (4.6)
II=0enI'(¢) (4.7)

y la derivada se entiende en el sentido direccional tras definir la componente normal
del movimiento. Destacar que la férmula anterior es valida Unicamente para tiempos
pequenos, donde el comportamiento de la frontera se puede describir localmente.

Como conclusion, la solucién u y la frontera I' son funciones reales analiticas en ¢ y

preservan la regularidad inicial en las variables espaciales.

4.1. Velocidad finita de propagacion

El estudio de las ecuaciones parabdlicas lineales y semilineales basan gran parte de su
desarrollo realizando una comparacién con el comportamiento modelo de la ecuacion del
calor (EC). Por esto, las principales preguntas relativas a existencia y unicidad, asi como

el estudio de la regularidad de soluciones son la base sobre la que sustentar todo nuestro
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desarrollo.

En el caso de la ecuacién del medio poroso (EMP), aparecen una serie de fenémenos
que la diferencian de la teoria general de ecuaciones parabdlicas. En términos matematicos,
la principal diferencia que presenta EMP resulta su caracter degenerado en la frontera.
Como consecuencia, la velocidad de propagacion, a diferencia de EC, posee caracter finito.

De forma sucinta, tal comparacion puede expresarse como sigue:

s EC: Una solucién no-negativa de EC es automaticamente positiva en todo punto de

su dominio de definicién

= EMP: Perturbaciones respecto al valor nulo de la solucién, u = 0, se propagan en el

tiempo con velocidad finita para las soluciones de EMP

Una de las consecuencias principales de la propiedad de propagacion finita aplica
sobre la imposibilidad de construir un «principio fuerte del maximo». En este sentido,
esto implica que siempre que los datos iniciales sean cero en algiin dominio abierto del
espacio, la propiedad de propagacién finita significa la aparicion de una «frontera libre»,
que separa la regién donde la solucién es positiva (es decir, alli donde hay gas al tomar u
con la variable densidad) y la regién vacia (es decir, u = 0). Asi, la frontera, tomando Q

como dominio de definicion de la solucién en el espacio-tiempo, puede expresarse como

'=0P,NQ, P,={(z,t)€Q:ux,t)>0} (4.8)

Puesto que esta frontera evoluciona con el tiempo, en muchos casos recibe el nombre
de «frontera movil». En ciertas ocasiones también recibira el nombre de «interfaz» cuando

nos refiramos a las coordenadas espaciales.

4.2. Tiempo de espera y blow-up

Dos de los fenémenos mas importantes de EMP con respecto a EC son la existencia de
un tiempo de espera, entendido como un tiempo inicial de no evolucién del dato inicial,
y el blow — up, haciendo referencia a la «explosién» de la solucién en tanto que deja de
existir globalmente en el tiempo a causa de un crecimiento infinito de las variables que

describen la evolucion.
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Respecto al primer fenémeno del tiempo de espera, existe una dependencia en funcién
del caracter «llano» del soporte compacto inicial en la frontera. En efecto, la solucion
pudiera no expandirse durante un cierto periodo de tiempo inicial. Este fenémeno es par-
ticular de ciertas ecuaciones de difusiéon degeneradas. En concreto, como se ha comentado
anteriormente, EMP es degenerada en los puntos v = 0. Dicho fenémeno esté controlado
por el comportamiento de la solucién cerca de los puntos de la frontera, en el sentido
de que si la solucién decrece rapidamente cerca de estos puntos, el soporte esta inmovil.
La soluciéon se reorganiza. Cuando la soluciéon adquiere una forma adecuada entonces co-
mienza el movimiento de la frontera. Esto tltimo es un comportamiento muy tipico de
las ecuaciones no lineales.

Este fenéomeno es captado a través de discretizaciones de Lagrange. La prueba ma-
tematica se basa en el estudio de la velocidad del fluido en coordenadas lagrangianas. El
punto central resulta la acotacion de la propagacion de la frontera libre y en la simulacion
numérica para discretizaciones relativamente gruesas.

Respecto al segundo fenémeno, dentro del marco de los sistemas de evolucién no li-
neales, existen ciertas singularidades moéviles que aparecen por mecanismos propios de
las EDPs y que deben ser estudiados en funcién de las coordenadas espacio temporales.
Uno de las singularidades espontaneas mas claras en procesos de difusién no-lineal apa-
rece cuando las variables tienden al infinito a partir de un cierto tiempo limite 7" > 0.
Para mostrarlo, tomemos el siguiente ejemplo como modelo didactico. Consideremos el

problema

u =u?, w0)=a, t>0 (4.9)

Siendo a > 0, existe una solucién para t < T = é de la forma u(t) = TL—N que es
«suave» para t < T y tiende a infinito cuando t — T~. Asi, diremos que la solucion
«explota» cuando t =T

Retomando el modelo de EMP, existen varias posibilidades para observar el efecto
«blow-up». Podria darse tal fenémeno en el infinito, después de un cierto tiempo o ins-
tantaneamente. Nos centraremos en el caso de «blow-up» tras un tiempo finito. Sea EMP

con coeficientes de difusién:

u = Au" +uP, p>1 (4.10)
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En vista de la intensidad de la fuente de calor, f(u) = u?, para grandes u > 1, el
problema de Cauchy admite soluciones locales en el tiempo que quizas exploten tras un
cierto tiempo finito. El resultado dependera de los exponentes m y p. En efecto, si se tiene
la relacion

2
l<p<m+—, n:dimensiones (4.11)
n

entonces cualquier solucion u # 0 explotara tras un tiempo finito, es decir, existirda un
tiempo T' = T'(uy) < oo tal que la solucién esta bien definida, acotada y suave para los
tiempos 0 <t < Ty

Supgernt(z,t) = 00 sit— T~ (4.12)

Por otra parte, sip > m+ %, el «blow-up» ocurre si el dato inicial ug es suficientemente

grande y depende de un concepto més sutil, denominado exponente de Fujita. [

4.3. FEvolucion de la frontera

Consideremos EMP en el caso bidimensional y preguntémonos por su tratamiento
desde los elementos finitos. El punto central de la discusién sobre EMP es la existencia
de una frontera libre. En términos matematicos, dicho movimiento de la frontera ha de
plantearse como una ecuacion extra al sistema de EDPs inicial utilizando la ley de Darcy.
Sin embargo, puesto que trataremos el problema desde la perspectiva de los elementos
finitos, el objetivo central es la discretizacion del espacio. Este apartado estard dedicado
al estudio de distintas aproximaciones para tal discretizacién y una posterior comparacion
entre ellos.

La primera aproximacién fue realizada por Duque, Almeida y Antontsev [2] y se basa
en una triangulacién del dominio espacial. En cada elemento finito, la solucién es aproxi-
mada por polinomios de interpolacion de Lagrange en coordenadas de area. Los vértices de
los tridngulos se mueven de acuerdo a una ecuacion extra anadida al sistema de ecuacio-
nes diferenciales inicial. Este sistema es posteriormente transformado en EDOs resueltas
mediante la integracion apropiada.

Para la creacién de la malla, se utilizé el método MMPDE (Mowving Mesh for Partial
Differential Equations) donde la adaptacién de la malla se entiende como una transfor-

macién coordenada entre conjuntos. En particular, se considera {1y como el dominio de

IE] exponente de Fujita es el punto critico p. = m + %
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definicion y €2, un dominio artificial utilizado para calcular la malla usando mapeos. Sean
r = (x,y) y x = (x,n) las coordenadas locales de los dominios §2; y 2., respectivamente.
Para determinar la malla mévil en 2; es la imagen, por los mapeos, de una malla fija
en (). La transformacion de las coordenadas, x = (x,y), se calcula mediante el siguiente

esquema para la variable x, asumiendo que para la variable y son analogas.

or 1
i ;dw(me)

z(x,n,0) = zo(x,n)

x(Xﬂ?,t) = fl(Xanvt)

El factor 7 es un parametro controlado por el usuario que permite controlar la velocidad
de adaptacion de la malla y las funciones f; y fo estan relacionadas con su movimiento.
En el caso de frontera fija, fi = z¢ y fo = yo. El método mueve los nodos donde la funcion
«monitor», m, tiene sus maximos. Si la funcién monitor es constante, entonces la malla
esta equidistribuida por todo el dominio. En este caso, resultard interesante escoger una
funciéon monitor que concentre puntos donde el gradiente de u sea elevado, es decir, cerca
de la frontera, que es la zona de mayor irregularidad.

Por otra parte, el segundo método considerado fue reproducido por Ngo y Huang
[10] y resulta nuevamente MMPDE con una serie de novedades en su implementacion.
La primera es la utilizacion de una forma compacta y explicita de las velocidades de la
malla, mucho mas facil de programar. Se utilizan también tres tipos de tensores métricos
correspondientes a diferentes mallas adaptativas: uniforme, basadas en la longitud de arco
y basadas en el Hessiano.

Se plantearon dos alternativas distintas para la resolucién de EMP. Por un lado, se
trata de resolver EMP sobre un dominio suficientemente grande tal que contenga la fron-
tera durante todo el tiempo de simulaciéon. Con esta aproximacién, no se requiere tratar
explicitamente la frontera libre lo que facilita la resolucién en caso de soportes muy com-
plejos de la solucion. La desventaja que presenta este método atane a la forma esquinada
que adquiere la solucién alrededor de la frontera, por lo que su regularidad no es demasia-
do buena. Por otra parte, la segunda aproximacion trata de resolver EMP exclusivamente
en la zona de soporte compacto. La ventaja principal es que, al ser un dominio mas pe-

queno, se utilizaran menos puntos para la creaciéon de la malla para alcanzar la misma
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precision. Ademas, la regularidad de la solucién es mejor que en el caso anterior ya que
no presenta la forma esquinada. Sin embargo, la frontera ha de ser tratada explicitamente
utilizando la ley de Darcy, lo que complica significativamente los calculos.

Segin Ngo y Huang, la primera aproximacion es maés efectiva al no tratar explici-
tamente con la ley de Darcy y obtener soluciones precisas para soportes de la solucién
méas complejos. Para resolver el problema de la poca regularidad, se utiliza MMPDE para
adaptar y concentrar puntos alrededor de la frontera libre.

En este caso, la discretizacion se realizé como sigue

t—t, nt1 bpy1 — n

(1) =
:E]( ) tn+1 - tn J thrl - tn
. x’.H'l —
;(t) = —tJH — tj

Ahora bien, la velocidad de la malla se expresa como
Ny
= #(t)e;(x,1) (4.13)
j=1
donde ¢;(x,t) es funcién en la base lineal asociada al vértice (), y por tanto se obtiene:
0 0 :
uh Z & —¢;(x,t) — Vuy, - X (4.14)
y tomando ahora v = ¢;, (i =1,..., N,;) en la aproximacién de elementos finitos se llega

Ny
Z (/ b0 dx) au] /Vuh X@ lun|"V ;) dx, i =1,..., Ny, to <t <T (4.15)
j=1
que se puede expresar en forma matricial como
B(X)U = F(U, X, X) (4.16)

donde B es la matriz de masa, X y U son los vectores representantes de la malla y de la
solucion, respectivamente. El sistema es integrado por el método de RadauEL intercalando

integracién y generacién de la malla mévil.

2Los métodos de Radau IIA son algoritmos para la solucién numérica de ecuaciones diferenciales
«no-suaves».
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Capitulo 5

Resultados numeéricos

En este ultimo capitulo, trataremos EMP desde el punto de vista de los métodos
numéricos. Existen dos principales inconvenientes: la propiedad de propagacion finita de
la frontera libre y el tiempo de espera inicial. A través de una aproximacion basada en
las leyes de conservacion y disipacién de la energia, se estudiaran dos modelos relativos al
principio variacional. La eleccion del procedimiento variacional se debe a la imposibilidad
de los esquemas numéricos para la visualizacién de la interfaz, salvo que se pueda predecir a
priori con exactitud. La perspectiva numérica no predice tal posicionamiento con precision,
por lo que se opta por los métodos de integracién variacionales (frente a la derivacion,
que es menos precisa).

Por una parte, comenzaremos con f log(f) como la energia disipativa total para ob-
tener la ecuacion de la trayectoria y, posteriormente, construir un esquema discreto. Se

puede probar que dicho esquema es resoluble tinicamente sobre un cierto conjunto con-

L
2f

energia total de la ley de disipacién, se construirda un esquema lineal numérico para la

vexo al aprovechar la singularidad de la energia total. Por otra parte, tomando s> como
correspondiente ecuacién de la trayectoria.

La principal ventaja que presentan estos métodos es que, bajo ciertas hipdtesis de re-
gularidad, los esquemas son convergentes de segundo orden en espacio y de primer orden
en tiempo. Ademads, no se observan oscilaciones numéricas alrededor de la frontera libre

y el fenémeno del tiempo de espera es tratado de forma mas natural.
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Comencemos pues por la ley de disipacion de energia

d

G et o=~ [ app a 5.)

donde w(f) es la densidad de energfa libre, n(f) es un funcional de f determinado por w

y u es la velocidad. En este apartado, se estudiaran las siguientes posibilidades:

wlf) = f" s n(f) = ] (52
o(f) = £ () — ) = s (5.9
wlf) = 55 — ) = (5.4

A través de estas relaciones de disipacion de la energia se derivaran esquemas numericos
pertinentes. En particular, el esquema desarrollado a partir de la ecuacion recibe el
nombre de Esquema Variacional de la Particula. Notar que, a diferencia del primer caso,
la segunda y tercera relaciones presentan una singularidad cuando f tiende a cero, lo cual
puede resultar de utilidad para probar ciertas propiedades como la conservacién de la
positividad o la resolubilidad tunica en cierto conjunto convexo.

Existe una clara relacién entre la eleccién de la energia libre w(f) y la solucién final
explicitada en (5.1)) a través del funcional 7(f). En el siguiente desarrollo se observara di-

rectamente la relacién mediante un ejemplo para EMP con condicién inicial de Barenblatt.

5.1. Ecuacién de la trayectoria

Consideremos la siguiente formulacion de EMP

Of =0,(f™), r€QCRY m>1,t>0
f(2,0) = fo(z) 20, z€Q
Vef n=0,2€0Q t>0

donde f es una funcién no-negativa, €2 es un dominio acotado y n es la direccién de

la normal exterior.
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Utilizaremos la «Aproximacién por Energia Variacional» para calcular la ecuacién de
la trayectoria (también llamada «relacién constitutiva») en base al Principio de Minima
Accién y el Principio de Maxima DisipaciénE]. Comencemos pues enunciando los principios

fisicos involucrados.

1. Conservacion de la masa

En coordenadas eulerianas, la relacion puede expresarse como
Of+V-(fu)=0 (5.5)

donde f es la densidad y u la velocidad.

En coordenadas lagrangianas, la solucién resulta

X
flax.o.0 - 250 (56)
0X

donde fy(X) es el dato inicial y detﬂ es el determinante del gradiente de deformacién.

2. Ley de disipacion de la energia

G e o=~ [ apl ao 5.7

donde la energia total es £ = fQ w(f) dz y el término de disipacién relativo a la velocidad

es A = an Hlul?.

3. Principio de minima accién
Las trayectorias de las particulas desde un tiempo ¢t = 0 hasta un cierto ¢t = T seran

aquellas que minimicen el funcional de acciéon definido como sigue

X ox
Alr) = — / Fit = / / ot &C det 5 dX di (5.8)

donde F es la energia libre de Helmholtz. Tomando el variacional de A(x), obtenemos la

IPrincipio de Minima Accién: la evolucién temporal de todo sistema fisico se dara de tal manera que
una cantidad denominada «accion» tenderd a ser la minima posible
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fuerza de conservacién en coordenadas de Euler

0A

Fcon = <
ox

= =V(fu'(f) —w) = = fV'(f) (5.9)

4. Principio de maxima disipacién
El principio de Onsanger puede obtenerse tomando el variacional de %A con respecto

a la velocidad como sigue

ETAN
Fuis = ——=n(f)u (5.10)
5. Equilibrio de fuerzas
2,1
Fdis :Fcon —>fvw/(f) = _n<f)u—> % - _fu (511)

Observando la ley de conservacion de masa en (5.5) y la formulacién inicial del pro-

blema, tomaremos la relacién — fu = V(f™), entonces

=mfm! (5.12)

Esto significa que si la energia libre w( f) es dada, el funcional n( f) estard determinado.
Existen infinitas relaciones para la ley de disipacién de energia para EMP. En nuestro caso,
tomaremos las tres siguientes:

Caso 1

Siw(f) = ﬁf’”, entonces 7(f) = f y la relacién constitutiva resulta
V.f™=—fu (5.13)

Ademas, si la presion es P = %fm_l, la ley de Darcy expresa u = VP

Caso 2

Si w(f) = flog(f), entonces n(f) = # y la relacion constitutiva serd

Vof = —#U (5.14)
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Caso 3

Por tltimo, si w(f) = 5% entonces n(f) = # y la relacion constitutiva

2f
1 U
v (1) 519

Esta perspectiva nos llevara a una esquema numérico lineal para el estudio de la trayec-

toria.
Respecto a la interpretacion fisica de los resultados, cabe destacar los siguientes resul-

tados:

» La densidad de energia libre w(f) = ﬁ f™ se deriva directamente de la ley de

Darcy.

= EMP describe el flujo de un gas ideal en un medio poroso homogéneo. Asi, con-
siderando w(f) = flog(f) como la entropia asociada, n(f) = #f contiene la

informacion sobre viscosidad del fluido y permeabilidad del medio.

= Se ouede considerar % como la densidad de energia libre asociada a una elasticidad
lineal no-homogénea en un medio no-homogéneo. La informacién sobre la entropia

viene dada por n(f)

_ 1
- mfnL .

En resumen, todas las trayectorias obtenidas por los distintos procedimientos seran
equivalentes. Sin embargo, las discretizaciones numéricas llevaran a esquemas distintos

con sus correspondientes leyes de conservacion.
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Coordenadas lagrangianas en 1D

Nuevamente, las coordenadas lagrangianas ofrecen la descripcion de las particulas
desde la perspectiva de un observador movil. Asi, las posiciones seran descritas a través
de las condiciones iniciales, a diferencia de la perspectiva euleriana de un observador
fijo. En este sentido, la aproximacién lagrangiana ofrece una descripcién local en base a
saltos de tiempo pequenos para modelos bidimensionales o de dimensiones superiores. Sin
embargo, para el caso unidimensional, la descripcion es valida para cualquier tiempo.

Utizaremos la relacion y las relaciones constitutivas anteriormente introducidas

para obtener finalmente la ecuacién de trayectoria. Reemplazando u por x;(X,t) se tiene

Caso 1

fO(X)atI = —ax[<fO(X))m], X e (5.16)

axl’
Puesto que, por la ley de Darcy, w(f) = — f™, entonces n(f) = f y teniendo en

cuenta la conservacién de la masa dada en (5.6)), se tiene

i/gw(f)d:c 4 —fmczm_i L (fO(X>)m dx

(9)($
_d 1 fo(X)\™ oz
_dt/Qm—1<8Xx) 0XdX

Utilizando ahora la ley de disipacién de (5.7)), se llega a

B fo(X) L
—/Qf|xt|2 i — —/Q 5o o dX = /Qfo(X)\xtF X

Luego la ley de conservacion asociada sera

% Qm1_1<f°( )) X = - /fo ar? dX (5.17)

£ (52

3Xx
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Caso 2

X X
%8#’13 = —aX (&x)) s X € Q
m (5

y la ley de conservacion correspondiente

i [ oo (537 ax - /ﬁa “w

Caso 3

it =2 (55) X e

y, finalmente, su ley de conservacién

Oxx
2dX = — /— X
dt2/f0 Ol d (fo( )>m|xt| d

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

Todas las ecuaciones son equivalentes, simplemente estan escritas bajo diferentes leyes

de energia. Para su resolucién, se utilizaran condiciones iniciales y de contorno adecuadas

para obtener la trayectoria x(X,t). En particular, las condiciones que se impondrén son

T [on= X [oq, t >0

2(X,0)=X, X €Q
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5.2. Esquemas numéricos

Este dltimo apartado estda dedicado al calculo explicito del esquema numérico para el
caso 3, anteriormente introducido en ({5.20]). Comencemos por un modelo semi-discreto en

el tiempo, donde 7 = % siendo N € NT y T es el tiempo final.

(aX:L,n)m+1 l,nJrl — 8Xxn+1
o0 - = Oy 00 ) ne{0,...,N -1} (5.24)
Como forma general, se tiene la siguiente relacién
ow
v(@)xy = (5.25)

- 0r

siendo y(x) una funcién positiva dependiente del espacio x y W un funcional de z.

Asi pues, el esquema discreto en tiempo serd

n+1

g™t =g W (@)

T - 5xn+1

(z™) ,nef{0,..,N -1} (5.26)

Asumiendo ahora que z" es suave para un tiempo t" para definir correctamente la derivada

g—)’”(, n=0,...,N, el paso 2" serd el minimizador del siguiente funcional
n |$n+1 — xn|2 n+1
Mmingn+ieql [ y(x") 5 + W(z")dX} (5.27)
Q T

donde las funciones y(z) y W (x) estdn definidas como

(aXxn)m-&-l i 1 1
") = = W (2" = = ———|Oxa™ 5.28
Sea X el punto inicial izquierdo de 2y h = |&M| el paso espacial, M € N*. Denotamos

X, = Xy + rh, donde r toma valores enteros y semienteros y definamos los espacios de

funciones siguientes

ev = {Xi|i=0,.., M} (5.29)
Cy={X, ali=1,.., M} (5.30)

En forma de componentes, las funciones estaran representadas por l; = I(X;), | €
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e, 1=0,.... My qﬁi_% = qﬁ(Xi_%), peCy, i=1,... M
Para el célculo del modelo totalmente discreto, introduciremos los siguientes operado-
res diferenciales. Estos operadores Dy, : €y —> Chy, dp, - Coy —> €y v f)h D E€m — €M

estan definidos como

(Dal); g = = i=1,..,M (5.31)
b1 — @1
(dnd); = % i=1,.,M—1 (5.32)
~ li+l - li_l
- Al 4 — Lo — 3l
(Dyl); = —+2 2;;2 i (5.34)
~ lig—4li 1 +3l;
(i) = 2=t LU Y (5.35)

A partir del dato inicial fo(X) € €y y la posicién z™ se resuelve el sistema para

encontrar z" = (2§, . 211!) mediante
(Dpa™)mtt gmtt — gn (th”“) .
i L i 1<i<M-—1 5.36
mp (X" 7 "\ ), (5:56)
ot = Xoy 2t =Xy, n=0,..,N—1 (5.37)

Resolviendo (/5.36)), obtenemos la solucién numeérica final f7* := f(z",¢") discretizando

(5.6) como

X.
f.n:f‘l( ’), 0<i<M (5.38)
‘ Dhl‘?

Estudiemos por ultimo el caso de la frontera libre. Consideremos un dato inicial con
soporte compacto en €). Por la degeneracion de EMP, apareceran interfaces izquierda y

derecha, definidas como

Xi = inf{z € Q|f(z,t) > 0,t > 0} (5.39)

xb = sup{z € Q|f(x,t) > 0,t > 0} (5.40)

40



Sea pues I' =[x}, x4] € Q y consideremos I’ Cs= Q para resolver el problema de

valor inicial siguiente

(axl‘)m+l 8)(1‘ 0
XY g = Ox (XL ) X €T, >0 5.41

moin . m Ox[fo(X)"! 0
(Oxe)" 100 =~ X € ar”, 1> 0 (5.42)
2(X,0) =X, X eT" (5.43)

0_,0 L.
Finalmente, para el esquema totalmente discretizado, sea h = X‘"—Mxl y particionando

% como X; = x¥ +ih, 0 <i < M, se tiene

(thn)m+1 2L thm-l ‘
. d L= s 1<i<M-—1 5.44
e oo R >4

: 2yt —ay m_ Dalfo(X)™ ]
D n m—1"4 o _ ¢ ) — 0 M 545
( ha:’b ) T m — 1 th?_;'_l Y 2 Y ( )

donde el operador diferencial D, esté definido como

ﬁw:h“_hizo (5.46)
li =l

Dyl = L i=M (5.47)

Como conclusién, el resultado es un sistema de ecuaciones en el que la primera ecuaciéon
es lineal y la segunda no-lineal. La resolucién del sistema se realiza utilizando el método

de Newton.
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Una aproximacion alternativa

Tras haber analizado los métodos tan sofisticados anteriores, se propone una alter-
nativa quizds mas intuitiva y manejable para su comprension. Consideremos pues las

soluciones no-negativas de EMP:

up = (u") e en ST =R x (0,T), m > 1 (5.48)

u(z,0) = ug(x) >0 en R, sup(ug) = 1(0) = (a, 5) (5.49)

Fisicamente, la formulacion del problema se entiende desde la perspectiva de propagacion
de un gas en un medio poroso, por lo que la incognita, u, hace referencia a la densidad
de tal gas. Utilizando ahora la ley de conservacién de la masa y tomando un conjunto

arbitrario, wp, en el dominio inicial I(0), se tiene la masa de tal conjunto wy

M :/ u dX (5.50)
wo

donde la variable de integracién, X, representa las posiciones iniciales en formulacion
lagrangiana. Sea ahora w(t) las posiciones de las particulas inicialmente situadas en wy,

por conservaciéon de la masa

M = /w(t) u(z,t) do (5.51)

donde la densidad, u, es una funciéon de la posicién en un sistema de coordenadas inde-
pendiente del medio. Reformulando el problema en coordenadas lagrangianas, es decir,
a través de posiciones iniciales X € wy y del tiempo t € (0,7"). Como la masa era una

constante por la ley de conservacién

dM  d
- _ = .H2
0 i (/w(t) u(z,t) dx) (5.52)

Realizando ahora el cambio de variable x — X, se tiene
u(, 1) = ua(X,1),8] = U, ) y v(z, 1) = vz (X, ), ] = V(z, 1) (5.59)

donde las variables en mintscula hacen referencia a la formulacién euleriana y las mayuscu-
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las a la lagrangiana. Utilizando este cambio en la ley de conservacion se obtiene

0= % ( /w ) u(z, t) da:) - % ( /w 0 U(X, t)rx dX) - /w 0 (U(X, H)zx), dX  (5.54)

Puesto que el dominio de integracién es arbitrario, el integrando ha de ser nulo. Luego
U(X,)ex)=0—U(X,t)xx = U(X,0) = up(X) (5.55)

Por otra parte, calculando la derivada temporal a lo largo de la trayectoria

aUu
— =U;+U 5.56
dt x(X,t) e Ut ( )
y utilizando la relacion de la trayectoria
r,=V(X,t), z(X,0)=X — (xx); = (x¢)x = Vx (5.57)

se consigue reescribir la relacion de conservacion de forma mas compacta

d
0=—( / u(zr,t) dr) = / (ue + (uv)g)zx dX = / (uy + (uv),) dz (5.58)
dt w(t) wo w(t)
Asi, como el dominio de integracién era arbitrario, el integrando ha de anularse
ug + (uv), =0 (5.59)

Retomando el problema original, hemos de definir la velocidad v(x, ) para que coincida

con (5.59) como

m

(™), (5.60)

V= —
m—1

Ahora bien, en coordenadas de Lagrange, el problema se formula como

Uxx =wug en Iy x (0,7T) (5.61)

m 1
= (pm1! . =——U0 5.62
i m — 1( ) uo( )x ( )

Para la resolucion del sistema anterior, es posible excluir cualquiera de las dos incégni-

tas. Asi, los problemas resultantes ya sea para la densidad, U(X, t), o para la trayectoria,
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z(X,t), se plantean sobre un dominio conocido (un rectdngulo). La posicién de las fron-
teras libres se desprende de la ecuacion de trayectoria. Sin embargo, el dato inicial, u,
aparece en la resolucién del sistema. Para evitar este inconveniente se crea una nueva

variable, la ”variable de masa.? través de la relacién

nz/ uo(s) ds (5.63)

cuyo sentido fisico hace referencia a la masa del gas en la semirrecta (—oo, X) y estd re-
lacionado mediante nx = uy(X) > 0. Reescribiendo el sistema de ecuaciones anterior en

base a la nueva variable se tiene

Uz, =1en Iy x (0,T) (5.64)
= —(U™), (5.65)

Asi pues, existiran dos formulaciones distintas:

1. El problema para la densidad

Utilizando la relacién z, = %, derivando en t y sustituyendo en la segunda ecuacion
se obtiene
1
(E)t + (Um)7777 =0en (0,M) x (0,7) (5.66)
U(0,t) =U(M,t) =0 (5.67)
U(n,0) = vo(n) en (0, M) x (0,T), donde M = /Ruo ds (5.68)

2. El problema para las trayectorias

Utilizando la relacién U = ﬁ y sustituyendo en la segunda ecuacion

Ty — — (%m) en (0, M) x (0,7) (5.69)
z(n,0)X € (o, B), m :/ uo(s) ds (5.70)

Finalmente, la relacion puede ser expresada como

oy = may, (5.71)
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El objetivo de esta tltima parte es ilustrar que la frontera libre puede ser aproximada
de manera matematica rigurosa sin pérdida de sentido fisico. Para ello, se realizaran una
serie de representaciones en base a la «reformulacion» del problema inicial, sin centrarse
en cuestiones mas tedricas tales como estabilidad y convergencia del método. En este
sentido, la eliminacién de la frontera libre como una variable extra al problema genera
otra serie de problematica, pero numéricamente mas manejable que la cuestion inicial.

Con todo esto, para la resolucién de (5.61)), podemos reformular el problema como:

U U,
Tx = UO = Txt = —U,Oﬁg (572)
1 1
Ty = ——(Um)X = Ty x = — (—(Um>X)) (573)
Uo Uo X
Ut 1 Ut 1 1
Zt_— [ —pm =™ 5.74
UOUQ (Uo( )X)>X ~ U? Ug (U0< )X))X ( )

Esta dltima ecuacién estd escrita en coordenadas de Lagrange «naturales», con condiciones

de contorno e iniciales:
U(X,0) = uo(z), 7€ (@, B); Ula,t) = U(B,1) =0
Retomando la coordenada de masa 7:

772/ uo(s) ds (5.75)

la ecuacién se simplifica, por la relacién

1 0 0
- == 5.76
donde la funcién n(X) siempre tiene inversa por 7'(X) = uo(X) > 0

Ahora bien, para la resoluciéon mediante Matlab, el problema ha de expresarse como:

Uy = (mU™'U,), — 2mU™ U} (5.77)
U(0,t) = U(M,t) =0 (5.78)
U(n,0) = Us (5.79)
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Asi pues, considerando m = 2 (ecuacién de Boussinesq), ug(z) = sin(mx) y una malla

espacio-temporal de (20 x 10) puntos, se obtiene la siguiente representacion:

Solucién numérica con 20 puntos

05

Time t 0 o Distance x

Figura 5.1: Solucién numérica para m=2

La representacion obtenida se asemeja con una onda que decae con el tiempo y que
concentra su masa simétricamente en el momento inicial, de forma similar a la expresion

analitica de la solucién de Barenblatt, como muestra la siguiente figura:

Solucion de Barenblatt

0.5 -

0.4 J

2

Time t 0 Distance x

Figura 5.2: Solucién analitica de Barenblatt
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Por ultimo, retomando el calculo de la posicién de la frontera, si volvemos a la ecuacién

(5.61)) e integramos en la variable espacial:

1 1

uo(s) _ uo(s) s
1/2 U(Svt) T 1/2 U(57t) ! (580)

Ty = % = 2(1,t) = 2(1/2,8) +

teniendo en cuenta que el dato inicial es simétrico y que la particula que sale del centro
de simetrfa (X = ) no cambiard su posicién el tiempo.

Por tanto, se obtiene la siguiente representacién de la frontera en funcién del tiempo:

Posicion de la frontera

Posicion x
o o
[=2] co
g
rd

o
,u.
T

g
P

02 N

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo t

Figura 5.3: Posicién de la frontera z(t)

En efecto, la posicién de la frontera decae con el tiempo haciendo referencia a la
atenuacion del frente de onda, como se puede observar en [5.2]

Alternativamente, se obtiene el mismo resultado al utilizar la ecuacién ((5.62)):

1 2
Ty =——mU" Uy = 2,=——U-Ux (5.81)
Up Ug

Para la derivada espacial Ux utilizamos la expresion de la derivada por diferencias finitas:

oU Ul(xo,t;) — U(wis, ;)

6—X($19,tj) ~ %, (5.82)

Asi, calculando el miembro derecho de la expresién (5.81)) e integrando en la variable

temporal, se obtiene nuevamente el resultado.
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Capitulo 6

Conclusiones

Como punto final al trabajo, resulta muy interesante abordar el tema desde una pers-
pectiva mas amplia, una vision que aporte sentido en su totalidad. Las siguientes conclu-
siones comprenden los puntos centrales del estudio asi como una opinién personal sobre

el trabajo realizado.

La tematica tratada, la ecuacion del medio poroso (EMP), es inicialmente introducida
desde una perspectiva formal. Partiendo de la motivacion por su estudio, se comienza
con la ecuacién de Boussinesq como modelo didactico introductorio. Posteriormente, se
generaliza la ecuacién y se formula desde una perspectiva mas global: el estudio de los
gases politropos. En este apartado, se observan las principales diferencias y similitudes
con la ecuacién del calor, asi como se presentan las propiedades caracteristicas de EMP:

velocidad de propagacion finita, frontera mévil y fenémenos de tiempo de espera y blow-up.

En el siguiente capitulo se expusieron las principales soluciones explicitas. Los prime-
ros desarrollos versaron sobre soluciones tipo onda viajera, con el fin de llegar a explicar
las soluciones autosemejantes, en particular la solucion de Barenblatt. Se introduce, a
su vez, el concepto de solucién débil o generalizada y se repara sobre las cuestiones de
existencia y unicidad de las soluciones particularizando para 1D. La conclusién central de
este apartado establecio que la solucion fundamental de Barenblatt es limite asintético de
cualquier solucién bajo ciertas condiciones de integrabilidad inicial. Se cerré la discusion
formal bajo el marco de los sistemas de coordenadas eulerianos y lagrangianos, escogiendo

el segundo para la aplicacién a la practica posterior.
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En cuanto al capitulo intermedio, se dedicaron una serie de paginas al estudio desde
la perspectiva practica de EMP. Se establece el movimiento de la frontera en términos
diferenciales y se indaga sobre los conceptos centrales de velocidad finita, tiempo de espe-
ra y blow-up bajo ciertas hipotesis iniciales. Finalmente, se discuten dos aproximaciones
para el estudio del movimiento de la frontera bajo el marco de la técnica Moving Mesh

for PDEs (MMPDE).

El 1ultimo capitulo fue dedicado a la programacion y obtencion de resultados numéri-
cos a través del principio variacional de la energia. Utilizando las leyes de conservacion
y disipacion de energia, se presentaron tres modelos para la ecuacién de la trayectoria
en coordenadas lagrangianas. A continuacién, se procedié a la discretizacién del esquema
y resolucion en base al método de los elementos finitos. Se compararon los 6rdenes de
convergencia y estabilidad del sistema, en particular alrededor de la region préoxima a la

frontera libre.

En dltima instancia, se pudo garantizar la aproximaciéon matematica de la frontera
libre sin pérdida de sentido fisico. De esta manera, se consiguié «eliminar» la ecuacion de
la frontera del sistema de EDPs inicial mediante su reformulacién y posterior resolucion

por métodos numeéricos.

Retomando ahora mi impresion personal, la sensacién es mas que satisfactoria. Por
una parte, el trabajo retdne conceptos tanto fisicos como matematicos en su desarrollo,
otorgando asi un sentido completo y transversal a los conocimientos obtenidos a lo largo
de estos cinco anos de carrera. Ademads, su interpretacién y aplicacion fisica tan directa

suscito en mi motivacién e inquietud para seguir indagando en la cuestion.

Las principales dificultades surgieron al comienzo del trabajo, con la primera revisién
bibliografica y la comprension de conceptos novedosos y sofisticados. En este sentido, el
sentimiento de autorrealizacién y validacién personal fue mayor al lograr interiorizar tales
conceptos y comprender el trabajo en su plenitud. Si bien el método de elementos finitos

lleva presente relativamente poco tiempo en el mundo de las matematicas, su proyeccion
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de cara a futuro es muy interesante, gracias a su alta precisién computacional. Los estu-
dios més recientes apuntan a proyectos de ingenieria civil y de automocién, siendo clave

en procesos de andlisis de tensiones.

La revision bibliografica y la bisqueda de informacién fue fluida gracias a la cola-
boracién entre tutor y autor, donde la comunicacién y el compromiso de ambas partes
mantuvieron los tiempos en regla, dando pie a revisiones y correcciones mensuales. En
resumen, la vision es muy positiva y agradecida, en particular con el profesor Sergey

Shmarev, quien estuvo al mando del trabajo durante todo el curso.
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Capitulo 7

Anexo

Este apartado estd dedicado al estudio de una ecuacién parabdlica no lineal desde
la perspectiva de los elementos finitos utilizando cédigos de MatLab. En particular, se
estudiard la transferencia de calor no lineal (como reformulacion de la ecuacién del medio
poroso) sobre una fina placa tridimensional, con anchura despreciable.

Como suposiciones iniciales, la placa es cuadrada, la temperatura es fija para la pared
inferior y no existe transferencia de calor a través del resto de paredes pues estan aisladas.
La transferencia de calor se produce por conveccion y radiacion, por lo que el problema es
no-lineal. Se realiza un estudio del estado estacionario y transitorio del modelo a través
del PDE ToolBox que presenta Matlab.

En cuanto a la formulacion del problema, se tiene la siguiente relacién:

pCyt. %—f — kt,V*T +2Q,.+2Q, =0 (7.1)

donde p es la densidad del material, C, es el calor especifico, ¢, es la anchura de la placa

y las transferencias de calor, Q). y @), se expresan:

Qc = hc<T - Ta) (72)
Qr =eo(T* —T)) (7.3)

donde h,.. es el coeficiente de conveccion, € es la emisividad de la superficie, o es la constante

de Stefan-Boltzmann y T, es la temperatura ambiente.
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Reescribiendo la ecuacién ([7.1)) en la forma exigida por el médulo PDE ToolBox:

oT
pCyts oo =k t.V?T + 2h.T + 2e0cT* = 2h,T, + 2e0T (7.4)

Respecto al procedimiento en la programacién, se comienza estableciendo las cons-
tantes del problema (en este caso, se estudié la transferencia de calor para una placa de
cobre, asumiendo una temperatura ambiente T, = 300K) y disenando el dominio. A con-
tinuacion, se «crea» el modelo de PDEs parabdlicas no-lineal y se introducen los términos
en el orden que exige el modulo, especificando los coeficientes y las variables. Se aplican
condiciones de contorno (en este caso, tipo Dirichlet por paredes aisladas) y la condicién
inicial.

Respecto a la aplicacion del Método de los Elementos Finitos, se triangula el dominio

inicial, obteniéndose una representacién de la forma

Plate With Triangular Element Mesh

ENONINININININ/NA
/\
\/

/\
4’4%%&“’
B jﬂgg"

Y-coordinate, meters
f=] (=]
- 2]
.

(=]
w
T

0 0.2 0.4 06 0.8 1
X-coordinate, meters

Figura 7.1: Triangulacién del dominio [15]

Una vez asentado el planteamiento, se recurre al comando solvepde para el modelo
que habiamos introducido en las primeras lineas y se recoge toda la informacién en un
vector u que almacena los valores nodales de la solucion. Para el caso estacionario, el
término que acompana a %—f se anula, luego la resolucién de la ecuacién arroja la siguiente

representacion:
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Temperature In The Plate, Steady State Solution
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Figura 7.2: Estado estacionario [15]

Se obtiene una temperatura en el extremo superior de 449.8 K, un resultado que
sera contrastado para el caso del estado transitorio.

Por otra parte, para el estudio del estado transitorio, el coeficiente que acompana a
%_:tr ya no se anula, por lo que habra que especificar una temperatura inicial ambiente para
todos los nodos de 300 K y una condicién de contorno en el extremo inferior de 1000 K.
En cuanto a la resolucién del programa, hemos de especificar las tolerancias maxima y

relativa que buscamos, obteniéndose finalmente la siguiente representacion:

[Temperature Along the Top Edge of *
the Plate as a Function of Time]

Temperature, degrees-Kelvin
- - N N w
[=] o (=1 o o
(=] o o o o
- -
J,
. 1

54

o
T
s

O -’7-’\ L L 1 L 1 1 1 L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Time, seconds

Figura 7.3: Temperatura del borde superior en funcién del tiempo [15]

Como se puede observar, el tiempo de espera hasta el estado estacionario es de unos
5000 segundos, obteniéndose una temperatura final en el borde superior de 441.8 K, un

resultado muy similar al del caso estacionario.
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