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Capitulo 1

Introduccion

En el afio 1834 el ingeniero y arquitecto escocés John Scott Russell se quedé asombrado por una
onda creada por un pequefio barco en el canal poco caudaloso que conecta Falkirk con Edimburgo
(véase [1]). Lo que le sorprendié fue la caracteristica no esperada de la onda de no ensancharse,
ralentizarse ni aplanarse durante los casi 3 km que la siguié. Ademas, al detenerse dicho barco, la onda
impact6 contra el mismo, y después recuperdé su forma original. Seguidamente, se sigui6 transmitiendo
como una onda solitaria en el agua. Esta onda solitaria recibe el nombre de solitén o solitén de Russell.
Un solitén es una onda no dispersiva y que, consecuentemente, mantiene su forma al moverse. En la

siguiente imagen se muestra una onda similar a la que observé Russell.

Figura 1.1: Onda solitaria en el Canal de Unién (1995) [2]



Russell estaba convencido de la gran importancia de esta onda no dispersiva, que constituye un
fendmeno completamente anti-intuitivo. ; Como es que el perfil de la onda no cambiaba al desplazarse?
No obstante, esta onda no fue estudiada con detenimiento fisico ni matematico hasta el afio 1895,
cuando Dederik Korteweg y Gustav de Vries trataron de modelarla en base a la ecuacién en derivadas

parciales
ou ou  Bu

% = Vs + 953 (1.1
Donde u es la amplitud de la onda. Esta ecuacidn sera a la que nos referiremos en todo el trabajo como
ecuacion Korteweg-De Vries o ecuacién KdV.

Fue en el afio 1960 cuando este sistema adquirio una gran importancia. Desde entonces, infinidad
de técnicas matematicas han sido desarrolladas motivadas por este ejemplo, entre otros. En particular,
fue el método de dispersion inversa el que permitié resolver la ecuaciéon KdV por primera vez. Por

desgracia, no tenemos espacio para incluir este método en el trabajo, y vamos a estudiar otros métodos

que surgieron mas adelante.

Los sistemas integrables han tenido gran relevancia desde los inicios de la mecdnica clésica. Los
fisicos siempre han tratado de encontrar soluciones exactas para los problemas que modelan. No
obstante, hasta la llegada de Liouville en el siglo XIX solo se consiguieron resolver ciertos proble-
mas aislados que hoy en dia no presentan demasiada complejidad. Liouville introdujo el método de
cuadraturas para resolver ecuaciones del movimiento, que consiste en encontrar una primitiva que
determine la dindmica del sistema. Sin embargo, fue un siglo mds tarde cuando empezaron a surgir
métodos sistemdticos para poder realizar esta tarea.

Desde entonces, décadas de estudio sobre sistemas integrables han favorecido el desarrollo de
conceptos matemadticos con profundas implicaciones que sirven para unificar varios aspectos de pro-
blemas fisicos que no guardan ninguna relacién aparente. Los desarrollos que han permitido esto
son muy técnicos, y trataremos de motivarlos de la misma forma en la que surgieron histéricamente:
estudiando ejemplos que creen la necesidad de nuevos métodos para ser estudiados en detalle, o par-
ticularizando dichos métodos a los mismos y probando que se trata de una formulacién equivalente,

en su defecto.

El sistema por antonomasia en esta introduccidn a la integrabilidad va a ser la ecuacién Korteweg-

De Vries (1.1). Después de realizar su deduccion a partir de las ecuaciones de los fluidos con las



condiciones de contorno adecuadas y exigiendo ciertas propiedades para las soluciones, estudiaremos
algunas caracteristicas de este sistema. En particular, lo escribiremos como un sistema hamiltoniano,
y presentaremos algunas clases de soluciones notables que posee.

A continuacién, demostraremos que es un sistema integrable haciendo uso de una herramienta
muy poderosa denominada transformada de Miura, desarrollada precisamente para tratar con el siste-
ma KdV.

Acto seguido, se introducirdn otras técnicas sofisticadas tales como el método de Lax o la transfor-
mada de Bicklund, que terminaremos particularizando para nuestra ecuacién. Esto servird para probar
la existencia de soluciones multi-soliton, por ejemplo.

El siguiente paso serd realizar un tratamiento geométrico de la integrabilidad, donde haciendo
uso de la geometria simpléctica caracterizaremos los sistemas integrables desde un punto de vista
geométrico. También aplicaremos este enfoque a la ecuacién KdV.

Otro sistema que estudiaremos en cierto detalle es el reticulo de Toda. Se trata de un sistema finito,
a diferencia del sistema KdV, que es un modelo continuo. Para ello, serd necesario introducir el tensor
de Nijenhuis, cuyos ceros caracterizan la integrabilidad de dicho sistema.

Después, introduciremos la formulacién de Zakharov-Shabat, que permite caracterizar la integra-
bilidad de sistemas no lineales pasando a una ecuacién diferencial matricial de primer orden, sin tener

que particularizar a ningtin sistema en especifico.

Adoptaremos la siguiente definicion para la integrabilidad

Un sistema hamiltoniano con /N grados de libertad (N < o0) es integrable si existen
N cantidades conservadas funcionalmente independientes y que se encuentran en invo-
lucién!. Si el sistema hamiltoniano en cuestién no tiene un ndmero finito de grados de
libertad (la ecuacién KdV, por ejemplo), diremos que es integrable si podemos encontrar
infinitas cantidades conservadas funcionalmente independientes y que se encuentran en

involucidn.

Estar en involucion significa que sus corchetes de Poisson con el Hamiltoniano (y también entre
las propias cantidades conservadas) son nulos. Que sean funcionalmente independientes implica que

sus diferenciales sean linealmente independientes salvo en un conjunto de medida nula.

'Por el teorema de Liouville, esta definicién de integrabilidad es equivalente a que el sistema se pueda resolver por

cuadraturas.



Capitulo 2

Deduccion y propiedades de la ecuacion

KdV

2.1. Deduccion de la ecuacion KdV

Partimos de las ecuaciones de conservacién de la masa de los fluidos. !

op+V-(p?) =0
(2.1)
p(Oy+7-V)i=—-VP+f

Donde p es la densidad de masa y @ la velocidad del fluido, mientras que P es la presion interna
y f es la densidad de fuerza externa.

Asumimos que el liquido es incompresible e irrotacional, obteniendo asi las siguientes restriccio-
nes:

Vp=0,8p=0,Vx7=0 (2.2)

La dltima condicién hace que podamos escribir ¢ como el gradiente de un potencial:
7=Vo (2.3)
Sustituyendo (2.3) en (2.1) se tiene que ¥/ verifica la ecuacion de Laplace.

V2 =0 (2.4)

"Los pasos que se siguen en esta deduccién pueden ser encontrados en [4].



Suponiendo que la fuerza externa es debida a la gravedad, podemos escribir

f=-p99 (2.5)

Utilicemos la siguiente identidad vélida para vectores tridimensionales.

- . 1
7 x (Vx%)=—(7-V)i+ 5vw?) (2.6)
Si sustituimos (2.6) en (2.1) obtenemos
- 1 P
\Y <8t¢ + 57+ St gy) =0 2.7)

Observamos que la funcién sobre la que actda V debe depender unicamente del tiempo, y podemos
hacer que el potencial ¢ absorba este término, pues esto no va a afectar a la hora de determinar
las velocidades. Asi, ademds de la ecuacion (2.4) podemos obtener la siguiente restriccion para el
potencial:

1 - P 1 P
6t¢+§(v¢)2+;+gy=8t¢+5(u2+v2)+;+gy=0 (2.8)

Donde
Uv=V¢=ut + vy 2.9

Ahora debemos describir la geometria del problema y las condiciones de frontera. Estamos interesados
en el flujo irrotacional de este liquido incompresible a través de un canal con una anchura despreciable
frente a su longitud, de manera que podemos considerarlo como un sistema unidimensional. Llama-
mos I a esta direccidn, asi como denotamos por ¢ a la direccién perpendicular a la misma. Nétese
que estamos ignorando completamente el eje 2. Realizamos una aproximacion de longitud de onda
grande, asumiendo que las ondas que queremos estudiar son mucho mas largas que la profundidad del
agua. Si la profundidad del agua en equilibrio es h, y la longitud caracteristica de dichas ondas es [,
asumimos h < [. De igual manera, si la amplitud caracteristica de las ondas es a, imponemos que

a < h, en aras de modelar este flujo irrotacional, o lo que es lo mismo, evitar cualquier turbulencia

2
6:2,5:<7) (2.10)

Vamos a considerar estas cantidades como perturbaciones al flujo laminar (el fluido se mueve en lami-

en el movimiento. Sean

nas paralelas sin entremezclarse y cada particula de fluido sigue una trayectoria suave), y supondremos

que son del mismo orden de magnitud. Aunque esto pueda parecer poco intuitivo debido a que uno de



los términos es un cociente al cuadrado, veremos que Unicamente este término cuadratico en % es el

que aparece en las ecuaciones finales.

De la misma manera, fijamos y = h para la posicién vertical de la superficie del agua cuando
esta se encuentra en equilibrio, de manera que el fondo del canal se corresponde con y = 0. También
imponemos que la presién se anule en la superficie y cerca de la misma. Como el fondo esté fijado de
manera rigida, el agua no puede moverlo, y asi llegamos a la siguiente condicién de frontera:

99

(Zg : 77)|fondo = U’fondo = 373/(%0) =0 (2-11)

Llamamos 1 = n(z,t) a la amplitud de las ondas viajeras, de forma que la superficie del liquido

que tiene ondas viajando a través de ella viene descrita por las siguientes ecuaciones?:

y‘superﬁcie =h+ 77(33, t) (2.12)

dx
U|superﬁcie = 81577 + 8:2 na|superﬁcie (213)
¢y|superﬁcie = 875"7 + ¢:c|superﬁcie 8I77 (2.14)

Particularizando (2.8) para la superficie, si absorbemos el término gh dentro del potencial ¢, obtene-
mos la relacion:

1
th‘superﬁcie + 5(“2 + UQ)‘superﬁcie +gn=20 (2.15)

Antes de obtener la ecuacién KdV, tiene cierto interés resolver las ecuaciones anteriores para ondas
lineales que sufren la fuerza de la gravedad. Para ello, nos quedamos con los términos lineales de las

mismas, con intencién de modelar ondas con amplitudes muy pequeias:
V26 =0, ¢y(x,y=0)=0 (2.16)
Mientras que en la superficie, las restricciones se convierten en:
On—0y¢p=0, 0p+gn=0 2.17)
Juntando (2.16), (2.17), y derivando respecto al tiempo:

By + gdyd = 0 (2.18)

2Se usa la notacién fy = 9y f , fo = Onf, etc.



Al ser la ecuacién (2.18) lineal y factorizable, ¢ = Y (y)F'(t). Es decir,

OuF 0,Y
t} :_997:8ttF:)\F, 0)Y = —g\Y, NeR (2.19)

Imponiendo las condiciones de (2.16), se deduce que

¢ = 24e~*" cosh(k(y + h)) sin(kz — wt) (2.20)

Insertando (2.20) en (2.18), llegamos a una condicidn para la frecuencia:

w? = gk tanh(k(y + h))|superficie = gk tanh(kh) (2.21)

Haciendo uso de la segunda ecuacién de (2.17), podemos determinar la amplitud de la onda:

n = A\/(2k/g) sinh(2kh) sin(kz — wt) (2.22)

En consecuencia, la amplitud de la onda depende de la longitud de la misma, y existe una relacién
de dispersién que dice que w? es proporcional a k. La constante de proporcionalidad entre ambas
variables es la velocidad, que para longitudes de onda grandes verifica v = ¢y = \/gh, mientras que
para longitudes de onda pequefias satisface v ~ \/9/7 = 2mcy \/)\/7

Lo importante de todo esto es que el cociente \/h es el que nos da una idea de cudndo la longitud
de onda es grande o pequefia. Recordemos que, como este tltimo cociente resulta de la aproximacién
a longitud de onda pequeiia, las soluciones con mayor longitud de onda tienen mayor velocidad y
menor dispersion.

Este ha sido el resultado de quedarnos a primer orden con las ecuaciones generales previas a
(2.16). {Qué ocurre si consideramos mds términos en las mismas? Si volvemos a la ecuacién (2.8) y

la diferenciamos, el resultado es

Gat + GrOze + ¢y¢xy + 9Nz = ug + uug + 00y +gne =0 (2.23)

Si ahora expandimos ¢ en una serie de potencias en y, deducimos que

6= y'on(z.t) = dy=> ny" 'on (2.24)

n=0 n=1
Ast, la condicién (2.11) implica que

$1 =0 (2.25)



Por otro lado, introduciendo (2.25) en la ecuacién de Laplace, y haciendo uso de la unicidad de la

expansion, llegamos a una relacion recursiva para los coeficientes:

gz + (M+2)(n+ 1)dpia =0 (2.26)

Juntando (2.26) con (2.25), es claro que todos los términos impares de la expansién son nulos, de
forma que ya tenemos una férmula cerrada para ¢, dada por

0o m,2m
o= S EUYT pom) (2.27)

m=

o

Donde f = ¢o(z,y),y f (2m) es 1a 2m—ésima derivada de f respecto a .

Al estar realizando un tratamiento perturbativo del problema, puede ser til reescalar las variables
para que sean adimensionales. Para la distancia horizontal, el término adimensional ser4 el resultante
de realizar el cociente de la distancia con la longitud caractéristica, [. Andlogamente, compararemos

el tiempo con el cociente entre [ y la velocidad lineal, ¢y = v/gh. Es decir:

I A t
=, yg==,1=— 2.28
=TT 1/co (2.28)
De la misma forma, comparando la amplitud con su maximo a:
__n -_ ho ¢
/'75*7¢E = — (2.29)
a alcyg  €leg
Nétese que ahora la superficie se encuentra a una altura y = 1 + €7]. En consecuencia,
u= %
v =0 (2.30)
€co
F_ _f
f=da

Con esta notacion, se verifica:

_ _ 1
(1+617)25fﬁ~+02; U= fi_i

o= f— 5Jfgim+02; v = —5[(1+677)fm—é5f5cﬁ5+02] (2.31)

N | —

Sustituyendo (2.31) en (2.14):
by = (7 + €z 0z) (2.32)
Juntando (2.32) y (2.27):
_ _ 1 -
g+ €Nz fz + (1 + €n) fzz — 65ffcm:e +0%*=0 (2.33)

8



De la misma forma, (2.15) se convierte en:
-1 _
b+ 5el(@2)” + (69)*/0] +7 =0 (2.34)

Equivalentemente, al introducir las expansiones:

S 1
fi = 50zt + 5e(fa)* + 1+ 0% =0 (2.35)

Nos preguntamos c6mo varia esta ecuacion a través del canal. Por tanto, diferenciamos (2.35) respecto
a z, y después reescribimos la ecuacién resultante y también (2.33) utilizando w = fz. Al mismo
tiempo, como tenemos todas las variables en forma adimensional, vamos a dejar de escribir las barras
encima de las mismas de manera explicita, de forma que a partir de ahora x va a ser una variable
adimensional, asi como el resto de las variables que utilizamos, a menos que se diga lo contrario. Al
diferenciar, obtenemos:

1
W — §5wmt + ewwy + 1y =0 (2.36)

1
M+ ewng + (1 4 en)w, — 65wmx =0 (2.37)

Noétese que también hemos dejado de escribir que todas estas ecuaciones son Unicamente validas

a segundo orden en ¢, d.

Ahora necesitamos resolver (2.36) y (2.37), pero son ecuaciones complicadas, por lo que vamos a
ir paso a paso. En primer lugar, tenemos que cerciorarnos de que se satisfacen a orden cero, es decir,

si no escribimos los parametros ¢, §:
wr+ Ny =0=w; +n (2.38)
Resolviendo el sistema de (2.38), se concluye que
Wit = Wag (2.39)

Nzx = Mt (2.40)

Esto es lo que cabia esperar, a orden cero w, 7 tienen que satisfacer ecuaciones de onda con velocidad
adimensional igual a la unidad. A continuacién, vamos a proponer una solucién w asumiendo que
ambas funciones son iguales a orden cero en €,d, y que las diferencias vienen a partir del primer
orden:

w=n+eF +0G+0? (2.41)



Donde F, G son funciones de z, t. Imponiendo ahora que (2.41) satisfaga (2.39) y (2.40):

1

N+ Ng + €(EFy +nnz) + 6(Gy — §nm) =0 (2.42)
1

Nz + 0t + €(Fy + 2nm,) +6(Go — gnm) =0 (2.43)

Donde hemos ignorado los términos de orden dos o mayor en €, d. Restando (2.42) a (2.43):

1 1
E(Fx —F+ 777]95) + 5(G:p - Gt - 677:2195 + inmxt) =0 (244)

Observemos ahora que, pese a ser €, 6 numéricamente similares, su significado fisico es muy distinto,
por lo que hay que estudiarlos separadamente. De hecho, esa es la motivacién del ansatz (2.41). Esto
implica que 7; + 7, es de orden uno en ¢, §. También se verifica (1, — 1) = 6(21,) + O2. Por otro
lado, ya hemos deducido que w; + w, = 0. Imponiendo ahora que F, + F; = O, G, + Gy = O, si

juntamos todas las condiciones llegamos a que:

1 1 1 1
F=—21"G = 3y = w =1 — 760’ + 2000 + 07 (2.45)
Sustituyendo (2.45) en (2.37):
3 1
e 1+ e + génm =0 (2.46)

La ecuacidn (2.46) es, esencialmente, la ecuacion KdV. Podemos, no obstante, hacer un dltimo rees-

calado para dejarla mas manejable.

2 2

3 3 3 2. 3 3
Mo + €M Nz (1 + 2677) 2677x(77+ 36) 26(77+ 36)x(77+ 36) S (2.47)

Donde o0 = n+ % es la amplitud original de onda trasladada una constante relativamente grande. Asi,

(2.46) se convierte en

o + geaax = ééamm (2.48)
Tomando ahora
o= pg,t - % (2.49)
(2.48) adopta la forma
pr + %ppm + épm =0 (2.50)
Finalmente, definiendo
TE_&ng (2.51)



La ecuacion KdV se puede escribir como

Ut = Uy + Uppy (2.52)

Resaltemos que la variable dindmica u no es la que hemos utilizado antes para la componente hori-
zontal de la velocidad, sino que es proporcional a la variable dindmica 1 que hemos estado utilizando.

A continuacién, mostraremos algunas soluciones notables que posee este sistema.

2.2. Simetrias de la ecuacion KdV

Las simetrias suelen ser ttiles para encontrar y clasificar soluciones. La ecuacién KdV posee un
ndmero infinito numerable de simetrias. El teorema de Noether relaciona cantidades conservadas con
simetrias. Nosotros vamos a hallar un niimero infinito numerable de cantidades conservadas, luego
la ecuacién KdV tiene un nimero infinito de simetrias continuas. Ya que las cantidades estdn en
involucién, el grupo correspondiente de simetrias es abeliano®. A modo de ejemplo, algunas de ellas

son las traslaciones temporales, las traslaciones espaciales, los reescalados y los impulsos:
t—t+c

i)r—>z+c

i)z — cz,t = St,u— c2u

ivVe—ozrz4vt,t—>t,u—u+v

Notemos que la simetria iv), pese a ser similar a una transformacién de Galileo, no lo es. Esto se
debe a que u es la altura del agua, pero v se corresponde con una velocidad. La ecuacién KdV no
tiene invariancia Galileo debido al término de orden tres en derivadas espaciales. En consecuencia,
para buscar soluciones de ondas viajeras, no podemos partir de una solucion estética y construir mas

soluciones mediante transformadas ordinarias de Galileo.

2.3. Ondas viajeras no dispersivas

Vamos a estudiar las soluciones de la ecuaciéon KdV correspondientes a ondas viajeras no disper-

sivas. Es decir, vamos a asumir ahora que

u(z,t) = u(x +ct) = f(x +ct) (2.53)

3Ignoramos cudl es el grupo de simetrias total de KdV.

11



siendo c la velocidad de la onda viajera que satisface la ecuacién KdV. Es importante notar que la
simetria iv) de la seccién 2.2, que tiene una forma similar a una invariancia bajo transformaciones de
Galileo, no permite escoger ¢ = 0, obtener una solucion estdtica general, y generar mas soluciones a
través de la transformada de Galileo.

Insertando (2.53) en (1.1), obtenemos

ou ou  u
c— =u

97 9z + 923 (2.54)
Como esta ecuacion involucra tinicamente derivadas espaciales, podemos fijar ¢ = 0. Asi, dicha ecua-
cién se convierte en
du d (1, d (d*u du 1,
Cdx:d:):<2u>+dx<dm2> = @+§u —cu=C (2.55)
Siendo C una constante. Pero por la condicién de frontera de que u(z,t) = 0 para x — =400, se

concluye C = 0. Es decir, tenemos como primitiva que

du 1,
- T U

72z Tt T cu=0 (2.56)

Multiplicando por u, = 0,u a ambos lados de la igualdad, obtenemos

dud*v 1ldu o du 1 /du\? 1 3 € o
———t-—u" —c—u=0=> - | — —u®—-u* =0 2.57
drde? " 2dz"  Cdz” 2 <dx> 6" 2" (2.57)
Si ahora escogemos la condicién
d
aw_ 0, parax — £o0 (2.58)
dx

podemos encontrar una férmula cerrada para la solucién

3c

’U;(-'L') =3c- SGChQﬁx = 27\/5
cosh (7:1:)

(2.59)

Y si recuperamos la variable temporal, obtenemos

3c

uwt) = cosh? (% (x+ ct))

(2.60)

Probando asi que la ecuacién KdV posee soluciones que son ondas viajeras. En particular, la solucién
que acabamos de hallar recibe el nombre de solitén de Russell o, simplemente, solitén. A continua-
cion, representamos esta onda para 3 valores distintos de c, fijando ¢ = 0. Notemos que si aumenta la
velocidad de propagacion también aumenta la altura del pico, pero disminuye su anchura. Esta onda

no dispersiva es la que observé Russell.
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Figura 2.1: Representacion del soliton de Russell.

El solit6n tiene algunas propiedades interesantes (véase [5, 10]).

i) u(z,t) — 0 cuando x — +oo, y ademds estd bastante localizada espacialmente, al tener un
decaimiento exponencial.

ii) Dicha onda viaja inicamente hacia la izquierda. De hecho, si cambiamos ¢ por —c, la onda que
viaja hacia la derecha se volveria oscilante y singular.

iii) La amplitud de la onda es directamente proporcional a su velocidad. Es decir, cuanto m4s alta
sea la onda, mds rdpido viaja. Esto concuerda con lo que se observa experimentalmente en el caso de
las ondas solitarias en el agua.

iv) La onda no se dispersa. Dicho de otro modo, mantiene su forma mientras se mueve. Esta
propiedad es la més importante, y concuerda con lo observado por Russell.

Un solitén es una onda no dispersiva y que, consecuentemente, mantiene su forma al moverse.
En particular, la solucion (2.60) es un solitén. Por tanto, se ha probado que la ecuacién KdV posee
soluciones que son solitones. Esto tltimo no deberia resultar sorprendente, pues se formuld dicha

ecuacion para describir ondas solitarias observadas en el agua.

13



Si ahora ignoramos el término no lineal en la ecuacién KdV y analizamos la relacién de dispersion

para

ou  Bu
— = 2.61
ot 023 (2.61)
se tiene que
Ep=w, =k (2.62)

de forma que para cualquier solucién de la ecuacién (2.61) obtendriamos que la velocidad de fase

€S

E w
mientras que la velocidad de grupo es
dEk dwk 2
=—=—=3k 2.64
YT ak T dk (264

Esto implica que si ignoramos el término no lineal de la ecuacién KdV las soluciones vuelven
a ser dispersivas. En consecuencia, el término no lineal u% es el responsable de la naturaleza no

dispersiva de los solitones que son solucién de la ecuacién KdV.

También existen soluciones singulares como

u(z, t) = 12\/§coth <\/§(x - ct)) (2.65)

Esta solucién no es fisicamente aceptable, porque estamos asumiendo que el fondo es rigido. No

obstante, vamos a utilizarla después para construir multisolitones con la transformada de Béacklund.

2.4. Ondas CNoidales

Estas soluciones se basan en las funciones elipticas de Jacobi (véase [6], por ejemplo), que entre
otras cosas sirven para resolver el péndulo fisico. Denotamos a estas funciones por en(z|m), sn(z|m)

y dn(z|m), donde m € [0, 1]. Se verifica que en(x 4+ 2K (m)|m) = —en(z|m), siendo

(2.66)

K(m) /2 do /1 dt
m) = =
0 /1—m2sin?(0) 0 V1—12/1—m2t?
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la integral eliptica completa de primera especie. Esta funcion satisface K(0) = 7/2,K(1) = oo. Se
tiene que en(z|0) = cos(x), en(z|1) = cosh™!(z). Estas funciones elipticas cumplen las siguientes

propiedades (véase [7] para mds informacion):

sn?(z|m) = 1 — en®(z|m) (2.67)
dn®(z|m) = 1 — m?sn®(z|m) (2.68)
Orzen(z|m) = —sn(z|m) dn(z|m) (2.69)

Asi, la siguiente funcién es solucién de la ecuacién KdV.
u = 12k*m? en? (k(z + ct)|m) , c=4k*(2m?* — 1) (2.70)

A continuacién, representamos esta onda CNoidal, para dos valores distintos de m, cont = 0,k = 1.
Al aumentar la velocidad de propagacién de la onda (equivalentemente, al aumentar m), el pico es
mads alto, y la anchura es mayor. La distancia entre dos picos consecutivos es A(m) = 2K(m). Esto
implica que, cuando m — 1, A — oo. Es decir, recuperariamos una onda solitaria. Por otro lado, para

m — 0 la forma de la onda es sinusoidal.

Figura 2.2: Representacion de la onda CNoidal dada por (2.70).
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2.5. KdV como un sistema hamiltoniano

Recordemos que la ecuacién KdV es

3
% = u% + % 2.71)
Las variables u(z,t) pueden ser consideradas como las coordenadas generalizadas del espacio de
fases. La ecuacion de evolucién temporal es de primer orden en el tiempo. Esto tltimo es inherente
a las ecuaciones de Hamilton. Para probar que la ecuacién de KdV es un sistema Hamiltoniano,

debemos encontrar un corchete de Poisson y un Hamiltoniano tal que la ecuacién KdV se pueda

escribir como
ou

— = H 2.72
o = {u H} @72)
Para poder definir un corchete de Poisson y un Hamiltoniano adecuados para nuestro sistema, reescri-
bamos (2.71) como
ou 9 (1, %
|z i 2.73
ot Oz <2u * 83)2) 2.73)

Observemos que si escogemos como Hamiltoniano
H(u) /Ood L L(ow) 2.74)
u) = x| —u’—= | — .
oo 3! 2 \ Ox

0H 1, 0%u(r)

Donde la derivada funcional se define, para un funcional arbitrario F', como

tenemos

O0F(u(x)) . 1
“uly) — om e (Flu(@) + edle —y) = Flu(x) (2.76)

Definiendo H como en (2.74), la ecuacién KdV se convierte en

ou 0 O0H
ot Oz ou(x) @2.77)

Juntando las ecuaciones (2.72) y (2.77), deducimos que para tener un sistema Hamiltoniano es una

condicién necesaria:

0 o0H
0, equivalentemente,
o 0H 0 0H
/_Oo dy&u(y) {u(z),u(y)} = B2 du(z) (2.79)

“Para demostrar que la ecuacién KdV es un sistema hamiltoniano, se siguen los razonamientos expuestos en [5, 8, 9, 10].
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Esto implica que el corchete de Poisson en cuestion debe satisfacer

{u(a),uly)} = oia ) :80)

Al ser una derivada distribucional de una delta de Dirac, es necesariamente una aplicacién antisimétri-
ca. Es decir, { F, G} = —{G, F'}.
Vamos a probar la identidad de Jacobi a continuacién. Dados dos funcionales F'(u), G(u), si

escogemos el corchete de Poisson como el definido en (2.80), esto nos lleva a:

o0 OF 0 4G 0 OF 0 oG
{F(u),G(u)} = /_OO dxdy m%d(x_y)éu(y) = /_OO dx 5u(z) 9z du() (2.81)

Asumiendo que u(z,t) se anula asintéticamente, suficientemente rapido de forma que OF - 0G
du(z)’ du(z)

también se hacen cero rapidamente cuando hacemos tender la coordenada espacial a infinito, si inte-

gramos por partes, (2.81) se convierte en

R A A S A (C ) B

Como consecuencia de (2.82), se tiene la siguiente identidad:

ee 0 0H ¢
da Oz du(z) du(x) {F(u), Glu)}

(H(w. (Fw). G} = - (2.83)

o0

Teniendo en cuenta que la derivada funcional verifica la regla de la cadena de Leibniz, juntando (2.82)

y (2.83), e integrando por partes, llegamos a la siguiente expresion

o0 0 O0H 52F 0 060G 0 OF 582G
(H (P, 6w = - [ “ar 2 <6u<x>5u<y> By 5uly) 9y duly) ) 2)

Recordando que la identidad de Jacobi es
{H (u), {F(u), G(u)}} +{G(w)), {H (w), F(u)}} + {F(u), {G(u), Hu)}} =0 (2.85)

Se concluye que (2.85) es evidente a partir de (2.84). En consecuencia, este corchete de Poisson

satisface la identidad de Jacobi. Por tanto, la ecuacion KdV es un sistema Hamiltoniano con
o0 1 1 /0u
H _ dr [ =3 _ (= 2.86
w=[ " (grw-5(5)) (280

ula), u(w)} = +-5(e —y) .87)
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De forma que
ou ou  Ou

= {u(z), H} = u— +

o 0z " o0 (2.88)

De hecho, la ecuacién KdV tiene la peculiaridad de que también es un sistema Hamiltoniando con

otra eleccion del corchete de Poisson y con un segundo Hamiltoniano. Por ejemplo, si hubiésemos

tomado
? 1/0 0
(et = (50 + 3 (o) +u@) 3 ) ) oa =) 2.89)
y [o.¢]
Hy(u) = / da %uQ(aj) (2.90)
tendriamos
ou

5 = (o) By = [ g2 uto), o))

_ /_Z dy u(y) (;; + % @Cu(:ﬂ) + u(x)i,)) o(z —y)

= <§; = (iu(@ " u(x)i)) u(z) @91)

o 2 1 on
~ 05 3%0r T 3%
ou  Ou

~ Yoz " 93

Es decir, recuperamos la ecuacion KdV. Observemos que este corchete de Poisson también es anti-

simétrico y también satisface la identidad de Jacobi [5].

2.6. Unicidad de solucion

En la seccidn anterior, hemos probado que la ecuacién KdV es un sistema Hamiltoniano. Antes
de estudiar la integrabilidad de dicho sistema, demostraremos la unicidad de las soluciones regulares
que se anulan en el infinito espacial (condicidén necesaria para que tengan una energia total finita).

Supongamos que u(z,t), v(x,t) son dos soluciones a la ecuacion KdV satisfaciendo las mismas
condiciones iniciales 7. Es decir,

ou  Ou Pu

o "o T8

>La prueba que presentamos para la unicidad de las soluciones es similar a la que se puede encontrar en [5].

(2.92)
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ov v O
con
u(z,0) = v(z,0) = f(x) (2.94)

Restando la ecuacién (2.93) a (2.92), obtenemos

0 _ O(u—v) o 3(u—)
Definiendo
w = u(x,t) —v(x,t) (2.96)

La ecuacion (2.95) se convierte en

ow _ Ow O Puw
ot~ "or " Vor T 943

2.97)

Recordemos que estamos asumiendo, en todo momento, que u, v se hacen cero para x — +oc.

Por tanto, si ahora multiplicamos la ecuacién (2.97) por w e integramos sobre la variable x, obtenemos

da [* 1, > o (O0v  10u
— —w* = _—— = 2.
7 _Oodx W /_oodxw (8m an) (2.98)
Definamos
E(t) = / dz %wz(x,t) (2.99)
y
., |0v 10u
m = 2 - max 9 29 (2.100)

Notemos que m < oo por ser g—;, % funciones continuas (alcanzan un maximo en cualquier compac-

to) y por decaer a cero en el infinito espacial. Juntando las tres ecuaciones anteriores, obtenemos la

siguiente desigualdad

E
EO () (2.101)
dt
Y, en consecuencia,
E(t) < E(0) e™ (2.102)

Como por definicién es claro que E(t) > 0, esto implica que si £(0) = 0 entonces E(t) = 0

también.
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Por la ecuacion (2.94), tenemos

w(z,0) = u(z,0) —v(z,0) =0 (2.103)
Esto implica que
E0) = 3 dr w*(x,0) =0 (2.104)

Por tanto, siguiendo el razonamiento anterior, F(t) = 0.

Por otro lado, como

1 o
Bt) =5 / dz w?(z,t) (2.105)
Se tiene que
w(z,t) =0 (2.106)
Dicho de otra forma
u(z,t) = v(x,t) (2.107)

Concluyendo asi que, de existir dos soluciones de la ecuacién KdV con las mismas condiciones
iniciales, ambas son la misma. Por tanto, la ecuacion KdV admite una tunica solucion dadas unas
condiciones iniciales, siempre y cuando estemos asumiendo que las soluciones se hacen cero en el

infinito espacial.
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Capitulo 3

Integrabilidad de la ecuacion KdV

De momento hemos visto que la ecuacién KdV es un sistema Hamiltoniano que admite una tnica
solucién que se anule en el infinito espacial si fijamos las condiciones iniciales, y que los solitones
son una clase de soluciones que satisfacen dicha ecuacién. Ahora probaremos la existencia de infinitas
cantidades conservadas que se encuentran en involucidn, concluyendo asi que la ecuacién KdV es un

sistema integrable !

3.1. Cantidades conservadas

Una cantidad Q(u) se dice conservada si

= 990 o), 1y G.)

0 =
dt

Representando explicitamente
o0
Qw = [ plulz.t) 62
La ecuacion (3.1) se convierte en

dQ(w) _ >, Op(u(z,t)) _
o / do === =0 (3.3)

—0oQ
Esto implica la existencia de una ecuacién de continuidad de la forma

Op(u(z,t) | Oj(ula,1)

= 4
ot Ox 0 34

Asi, mientras que las cargas integradas son independientes del tiempo (es decir, son constantes del

movimiento), las densidades satisfacen la ecuacién de continuidad (3.4).

'Se pueden consultar pruebas similares a la que realizaremos aqui en [12, 13, 14, 15].
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Esto da pie a escribir la ecuaciéon KdV como una ecuacién de continuidad, pues

ou 9 (1 4 0%
Si comparamos (3.4) con (3.5), identificamos
po(u(z,t)) = u(z,t) (3.6)
Y 2
. 1 5 Ou
Jo=— <2U + 6:62> (3.7
Si introducimos las ecuaciones (3.6) y (3.7) en (3.2), se deduce que
Qo= Hy= / dx po(u(z,t)) = / dz u(z,t) (3.8)
—00 —o0

es una constante del movimiento.

Vamos a redefinir, por motivos que serdn aparentes posteriormente,

po(u(x,t)) = 3u(x,t) (3.9)
oo
Hy = 3/ dx u(z,t) (3.10)
—0o0
Ahora, como
ou  Ou Ju
— =Uu—+ = 3.11
ot~ “ox + O3 -11)
se tiene, multiplicando por u a ambos lados de la igualdad,
0 0 X
uer =2t 2 (3.12)

equivalentemente,

(1, 9 (1\ a [ du 1/
8t<2u>_6m<3u>+6w<u&v2 2<6:U) -13)

que es lo mismo que

o (1, o (14 1[0u\* 8%
I (L) L (i Lo gu 14
ot (2“ ) oz (3“ 2 <6x> U (19
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En consecuencia, deducimos la existencia de una segunda ecuacién de continuidad si identifica-

mos

1

p1(u(z,t)) = §u2 (3.15)

, 1, 1 /0u\> 0%
- _= (=) — == 3.16
h=Twty (83:) R (3.16)

De esta forma, una segunda constante del movimiento viene dada por
H, = / dx = (u(x,t)) (3.17)
o 2

Recordando que el Hamiltoniano de la ecuacién KdV tiene la forma

& 1 1 /0u)>
Hyav = de | =ud — = [ =— 3.18
o= [T (=5 (52)) @19
Este también debe ser una constante del movimiento pues

dH g qv
dt

={Hgkaqv,Hgav} =0 (3.19)

Por tanto, podemos identificar

B [ 1 5 1 [/0u)

Notemos que, con el corchete de Poisson dado por

{0l t),uly, 0} = 550~ y) 621

podemos identificar Hy con el generador de traslaciones temporales y, en consecuencia, con la

energia, pues

ou

ot

De manera similar, H; puede ser identificado con el momento debido a que genera traslaciones

{u(z,t), Hy} = (3.22)

espaciales. Es decir,

{ute.0). 1) = [ " dyfu(e, 1), 502w, 1)) = / Cdyuly )b —y) (2

0, equivalentemente,
ou(x,t)
oz

{u(z,t),H1} = (3.24)
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Estas son las tinicas cantidades conservadas asociadas a simetrias tipicas.

Histéricamente, cuando se descubrié una cuarta cantidad conservada, caus6 mucho interés al no
corresponderse a simetrias estdndares. Asi, cuando Miura encontré 11 cantidades conservadas adicio-
nales [5, 12], la comunidad pensaba que habria infinitas simetrias.

Estas once simetrias fueron construidas por Miura usando fuerza bruta. Desde entonces, se han
desarrollado varias técnicas para encontrar simetrias de la ecuacién KdV, y vamos a estudiar a conti-

nuacién una que es simple y elegante.

3.2. La transformada de Miura

La transformada de Miura es un método que permite construir cantidades conservadas de la ecua-
cion KdV de forma sistematica (véase [12, 14, 15]). Para ello, introducimos en primer lugar la ecua-

ciéon KdV modificada (ecuacién MKdYV, de ahora en adelante), dada por

ov .2 o v
% -V + 953 (3.25)

La ecuacién MKdV se puede obtener realizando una transformada de Riccati sobre la ecuacién
KdV. En efecto, sea
0
u(z,t) = v (x,t) + 2\/68—1} (3.26)
x

Sustituyendo (3.26) en la ecuacién KdV, obtenemos

ov 0%v Bv v d*v _Ovdtu o*v

ov ov. [ o2 . z0U ov ovowv ,ovow . 200
2v +zxfa 5 <v —H\/é@:z) <2v —H\[ ) V53 +48x 92 +28x 92 +Z\f68x4
(3.27)

Que es equivalente a

<2v + Vo ) <2v+zxf > ( gv + g;;) (3.28)

La ecuacién (3.28) prueba que, dada una solucién de la ecuacién MKdV, podemos construir una
solucidn de la ecuacion KdV mediante la transformada de Riccati mostrada en (3.26). Vamos a tratar
de relacionar las cantidades conservadas de la ecuaciéon MKdV (que también es integrable [5]) con
aquellas de la ecuacién KdV.

Observemos que, pese a que la ecuacion MKdV se puede obtener a partir de la ecuacién KdV, las

simetrias de ambos sistemas no son las mismas. Por ejemplo, la ecuacién KdV posee una invariancia
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similar a la Galileo, mientras que la ecuacion MKdV no. Efectivamente, si tomamos la siguiente

transformacion

;

t— 1t

3
r—x+ g5t (3.29)
u—>u+%

€ V6
\U%%U"’?

Se puede comprobar que la ecuacién KdV queda invariante, mientras que la MKdV es alterada

como sigue
2 3
e (v B\ _[e  VB) €dv e (3.30)
V6 \ Ot 22 0x V6 2¢ | V60x  /60x3
Es decir,
ov e, o v

No obstante, la ecuacion (3.31) sugiere que, si variamos el pardmetro € introducido en (3.29), podemos
parametrizar una familia de ecuaciones en la que tenemos la ecuaciéon de KdV en particular, para
e=0:

ov ov v

Recuperando la ecuacion KdV para la variable v(x,t). Por otro lado, si hacemos el reescalado

v — ﬁv en (3.31), y hacemos tender ¢ — oo, recuperamos la ecuacién

dv _ ,0v O3v

es decir, la ecuaciéon MKdV. Otra forma de comprobar esto es notando que bajo la transformada

de Riccati

w=v?+ivel (3.34)
or
tras aplicar (3.29), obtenemos
2
_ €2 i
U—Gv +U+Z€8x (3.35)
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De forma que para e = 0 tenemos u = v, recuperando la ecuacién KdV, y si hacemos € — oo tras

el reescalado v — %v recuperamos la ecuacién MKdYV, pues en ese caso
0
w=v?+iV6 o (3.36)
ox

3.3. Laecuacion KdV posee infinitas cantidades conservadas

Ya estamos en posicion de probar que la ecuaciéon KdV posee infinitas cantidades conservadas.

Notese que si v(z, t) es una solucién de la ecuacion generalizada (3.31), entonces se tiene

ov e, ov O
que se puede reescribir como
o 0 (e 4 1, 0%

entonces obtenemos una solucion de la ecuacion KdV a través de la relacion

2 0
u(zx,t) = %1)2 + v+ iea—; (3.39)
Ademads, como la ecuacion generalizada (3.38) describe una ecuacién de continuidad, podemos

asegurar que si identificamos

K= /oo dz p(v(z,t)) (3.40)
donde
p(v(z,t)) = v(x,t) (3.41)
entonces
dK d [ [, Ov(x,t)
dt—dt/oodxv(x,t)—/ooda: 5 =0 (3.42)

Como u(z,t) estd relacionado con v(x,t) mediante (3.39), podemos invertir esta relacion, de

manera formal, y realizar la siguiente expansién
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[e.e]

v(z,t) = Z €"vp(u(z,t)) (3.43)

n=0

De las ecuaciones (3.38) y (3.40) se deduce que cada v, (u(x,t)) es una densidad conservada de
la ecuacién KdV, pues toda potencia de e debe satisfacer, de manera independiente, una ecuacion de
continuidad.

Cabe destacar que si una cantidad conservada es una derivada total, entonces es una cantidad
conservada trivial. Por ello, nos aseguramos de que la expansion de v(z, t) en términos de u(x,t) no
sea una derivada total. Para ello, basta con cerciorarse de que sean términos polindmicos en u, pues

no se pueden escribir como derivadas totales, debido a que en ese caso g—g incluirfa términos de la

forma %' Por tanto, nos preguntamos si

2
€
u=u-+ EUQ (3.44)
permite que v sea expresado en términos de polinomios en .

Observemos que, a partir de (3.44),

2
wt - = (\/6 n fv> (3.45)

De forma que

v = 6% <<1 + §62u> P 1) (3.46)

Observamos que v posee, efectivamente, términos puramente polinémicos en u y, ademads, éstos
son de potencia par en e.

El siguiente paso es probar que las potencias impares de € en la expansion de v son derivadas
totales y, en consecuencia, ignorables. Notese que v es complejo en general, pese a que u es real.
Escribamos v = y + iz, siendo y, z ambos reales.

Ahora, como

2

ov € ,
_ ; 3.47
U =7+ 1€ +6v ( )

podemos escribir u en términos de las nuevas variables:

0z €, 5 , oy €
u-(y—eax—FG(y —z)>+z<z—|—ea$+3yz> (3.48)
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Pero como u es real, debemos tener
2 OY es deci 30 2
X € 0T

Esto muestra que la parte imaginaria de v es una derivada pura, y que involucra términos que tienen
potencias explicitamente impares en €. No obstante, todavia no es claro si no hay potencias impares
de € en la parte real de v. Para probar esto, vamos a estudiar las propiedades del escalado de varias
cantidades.

Recordando la simetria

T —cr,t—St,u— 2 (3.50)
de la ecuacién KdV, y que
(08) = So? 4o+ il (3.51)
u(z,t) = —v° +v+ie— .
’ 6 oz

se tiene que el comportamiento de escala’ de las variables es

[u] =1

k=1 (3.52)
] = -3

0=}

En consecuencia, es claro que cualquier término que tenga potencia impar de € debe tener un
nimero impar de derivadas también, pues v tiene dimensién de escalado de un nimero entero. No
obstante, una derivada debe acarrear un factor ¢ en virtud de la ecuacién (3.39) y en consecuencia
dicho término ha de ser imaginario. Por el mismo argumento, los términos reales deben ser todos de
potencias pares de €. Y el andlisis realizado arriba muestra que es la parte real, que es la que tiene
potencias pares de ¢, la que da lugar a cantidades conservadas no triviales.

Ya estamos en condiciones de construir las cantidades conservadas. Sustituyendo la expansion de

v(u) de la ecuacidn (3.43) en la definicion de la ecuacion (3.39), obtenemos

u:ie”v +iie”+1%+i6n+2zﬂ:v v (3.53)
n=0 ! n=0 Oz n=0 6 m=0 e .
es decir,
%Con escala nos referimos a las unidades que tiene cada cantidad respecto a una fija. Por ejemplo, [u] = []? - [v?] =
] = [e] - [v] - [2] 7"
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0o n—2
u=>y ¢ (vnﬂ‘%a” -t Zvn m— zvm) con v =0 (3.54)
n=0

Como u es independiente de e, comparando términos de orden cero en e se deduce
u =g (3.55)

Igualando a cero todo lo que depende de € en la ecuacién (3.54), obtenemos

n>0: v, +i 8””1 Zvnmzvm—o (3.56)

Esto nos da una relacién de recursividad entre las densidades conservadas, lo que permite su

construccién. Por ejemplo

.Ovg Ou
V1 + 7/% =0= v = —Z% (357)
ov 1 1, 0%
U2+18 +60_0:>U2:_6u_@ (358)

Procediendo de la misma manera, se pueden obtener

0 (1 5, 0%u
"= e <3“ *axz) (359
11, u\?\ | 9* (1, O
=3 <6“ 3 <ax) >+ax2 <2“ e (3:60)

Es claro que podemos seguir construyendo cantidades conservadas de forma recursiva. Se pueden
realizar varias observaciones aqui. Ya hemos probado anteriormente que las potencias impares de €
dan lugar a términos imaginarios que son derivadas totales. Los términos reales que son coeficientes de
las potencias pares de € contienen monomios puros en u y no pueden ser, en consecuencia, derivadas
totales. Recordemos, sobre todo, que las cantidades conservadas pueden ser arbitrarias salvo constante

multiplicativas y sumas de derivadas totales. Teniendo esto en cuenta, deducimos que

po = 3vg = 3u 3.61)
1
p1 = —3vy = §u2 + derivadas totales (3.62)
1 u\?
p2 = 3vg = 6“3 S — <8u) + derivadas totales (3.63)
x
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Se deduuce que las primeras cantidades conservadas que teniamos no eran mas que las tres prime-
ras densidades no triviales en la serie de potencias de €. La cantidad conservada n-ésima viene dada
por

pn = 3(—1)"vay, (3.64)

de forma que

H, = / dx py, = 3(—1)"/ dx voy, (3.65)

—00

Notemos que el cardcter de escalado de cada v,, se puede calcular de la siguiente manera. Como

0 1
[&J =5 (3.66)
deducimos, de la ecuacién (3.56), que
1 [wol=[u]=
[vn] = [vn_1] + 3 % [vg] = g +1 (3.67)

Como las cantidades conservadas no triviales siguen la identificacién p,, <= vs,, tenemos que
[pn] = [v2n] =n + 1

Probando asi que existe un ndmero infinito numerable de cantidades conservadas, cada una de ellas
siguiendo un escalado con una potencia entera distinta. Se puede probar la unicidad de las cantidades
conservadas para cada entero (véase [13, 14, 15]).

Por otro lado, como cada una de las cantidades conservadas que hemos ido construyendo se co-
rresponde con un niimero entero distinto, de modo que tienen un comportamiento de escala diferente,

por lo que es claro que son independientes entre si.

3.4. Integrabilidad del sistema KdV

Hasta el momento hemos probado que el sistema KdV satisface dos de los tres requisitos de un
sistema Hamiltoniano integrable, es decir, hemos probado que existe un nimero infinito de cantidades
conservadas, y también que éstas son independientes entre si. Queda probar que estas cantidades se

encuentran en involucion.
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Observemos que las siguientes cantidades,

Hy = 3/ dx u(x,t) (3.68)
H, = dx FU (x,t) (3.69)

[ 15 1 (0u\”

también llamadas hamiltonianos, satisfacen la ecuacion funcional

1 0H,, _ 0H

n—1 n
3 + = = T
(D B(Du UD)> 5u($) Déu@) » 7=0,1,2 G7D

Donde D es el operador 8%. Esta igualdad se puede comprobar como sigue. Asumimos que _; = 0.

Para n = 1, dicha ecuacidn se convierte en

3 1 0Hy B 0H,
<D + 3 (Du+ UD)) Sulz) = D5u(x) (3.72)

Si denotamos L.H.S. a la parte de la izquierda de la igualdad y R.H.S. a la parte de la derecha, se

verifica que

o0 1

LHS. = / dy <D§ + 3 (Dyu(x) + u(:):)Dm)> 30(x —y) = (3.73)
LHS. = / dy (Dgyu(z))d(z —y) + §3u(x)Dx5(x —vy) = Dyu(x) (3.74)

mientras que

0H,
RHS.=D——=D, .
S 5u(z) u(z) (3.75)
por lo que
LHS.=RHS. (3.76)
Paran = 2,

3.77)

1
<D3 + = (Du +uD)

0H, D 0H,
3 o

u(x) - ou(x)

De la misma forma,

LHS. = <D§, + = (Dyu(z) + u(:c)Dx)> u(z) = D3u(x) + u(z) Dyu(x) (3.78)

mientras que
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0H; 1
RHS. = Dm =D, <2u2(x) + Diu(m)) = u(z)Dyu(z) + D3u(x) (3.79)

de forma que para n = 2 también se cumple la ecuacion (3.71).

Esta relacion funcional sugiere que es posible que todas las cantidades conservadas sigan relacio-
nes funcionales recursivas similares. Es decir, que uno puede escoger los hamiltonianos de manera
que se cumple la ecuacion (3.71) para todo n.

Esta relacion se puede probar mediante induccion. Hemos visto que para n = 0, 1,2 es verdad,
por lo que el caso base ya estd probado. Supongamo que es cierto para n = m, y veamos que también
se cumple paran = m + 1.

Por hipétesis de induccion,

, 1 §Hm—1 . 0Hy,
(D +3(Du+uD)> 5uo) = Paute) (3.80)

Pero como H,,, es una cantidad conservada 2,

dH,,
0= T {Hp, Ha} (3.81)

También podemos calcular esto utilizando el segundo corchete de Poisson

dH,,

—i = {Hm, Hi}o (3.82)

donde
{u(z),u(y)}2 = (Df; + % (Dyu(x) + u(x)Dx)> oz —y) (3.83)

Juntando las ecuaciones anteriores, deducimos

dHy, [ 6Hy (5 1 OHy
Es decir,
dH,, 0 | 0H,,

Como H,, es una cantidad conservada, la integral anterior se debe anular, y en consecuencia el

integrando debe ser una derivada total. Esto es posible si y solo si

%el corchete {, } fue definido de forma que verifica {u(z), u(y)}1 = D.é(x — y)
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301D wiz) + ulz O _ oy 0Km
<D$+3<Dx<>+ <>Dx>> e p, ot

(3.86)

Observamos que K, debe escalar con una potencia mds grande que H,,. Ademds, K,, se de-

be conservar, pero como solo hay una cantidad conservada para cada comportamiento de escalado,

podemos identificar

Km = IIm+41
y se verifica
1 0H, OH 41
D3+~ (D, D,) | — ™ = D,—2+
(D245 (Do) + ulo)n)) g2 = 0, 2l
De esta manera, queda demostrado que, para todo n > 0
1 (SHn—l 5Hn
D*+ (D D =D
( +3( utu )> du(x) du(x)
En consecuencia,
& H, H, H, 0Hp,
(Hotnr = [ do gDt — - [ dep, S S
. ou(z) " ou(x) R ou(zx) du(x)
es decir,
H, H,}1 = [ d D; + - (Dy D,
(oot = [ do =t (D24 3 (Do) +uD))) £
equivalentemente,

§Hp 1 6Hpin
Hy, Hpbi = D,
t h /]Rdx du(z) " du(z)

que permite concluir, usando la ecuacién (3.80), que

{Hna Hm}l - {Hn—h Hm+1}
Y se puede demostrar, por iteracion, que para todo n,m > 0

{Hna Hm}l =0

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

Demostrando que todas las cantidades conservadas se encuentran en involucién. De forma similar, se

puede demostrar [5] que {H,, H,,}2 = 0.

En conclusion, la ecuacion KdV tiene un numero infinito de cantidades conservadas no trivia-

les y funcionalmente independientes que se encuentran en involucién, por lo que dicho sistema es

integrable. 4

4Ademds, como la ecuacién MKdAV tiene las mismas cantidades conservadas, también hemos probado que la ecuacién

MKAdV es integrable.
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3.5. Ecuaciones de mayor orden jerarquico

Ya hemos visto en la seccién anterior que la ecuacién KdV posee un nimero infinito de cantidades

conservadas H,,, con n € N, de manera que
{Hp, Hpb1 = {Hyp, Hip}2 =0 (3.95)

Estas cantidades se encuentran en involucion respecto a cualquiera de los dos corchetes de Poisson
asociados a la ecuacién KdV. También hemos probado en dicha seccién que las cantidades conserva-

das satisfacen la siguiente relacién de recursividad:

1 0H, 0H 41
D? + = (Du +uD "=D " 3.96
< * 3 (Du +u )) ou(z) du(z) (3.96)
Esto explica por qué la ecuacion KdV se puede expresar de dos formas equivalentes:

ou 1 5H1
— = Hi}s = ( D*+ = (Du+uD 3.97
ot {u(@), His < * 3 (Du+u )> du(x) (3:97)

0H,

=D = H 3.98
5’LL(ZL') {u(x), 2}1 ( )

Cada una de estas cantidades conservadas puede ser vista como un hamiltoniano, y genera su propia

ecuacién de evolucién (con el pardmetro de evolucion ¢,,), dada por

ou - 5, 1 0H,
87% - {u(x)an}Z - <D + 3 (Du + UD)> 5u(x) (399)
0H,
- (5u(;)1 ={u(z),Hyy1 h (3.100)

Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones de orden superior de la jerarquia KdV. De hecho,
es evidente que todo sistema integrable debe poseer una estructura jerarquica de ecuaciones de evo-
lucién. Es més, como las H,, se encuentran en involucién, cada ecuacién de dicha jerarquia comparte
las mismas cantidades conservadas y es integrable. De esta forma, podemos pensar que la variable

dindmica w es funcioén de un nimero infinito numerable de variables temporales. Es decir,
u=u(z,to,t1,...,tn,...) (3.101)

donde cada t,, representa un pardmetro de evolucién relacionado con el hamiltoniano n-ésimo, H,,.
Asi, para cada ecuacién de evolucién de la jerarquia, inicamente varia el correspondiente pardmetro
de evolucidn, y el resto se mantienen constantes. El hecho de que los hamiltonianos se encuentren en
involucién implica que los flujos conmutan. Es decir, si hacemos que el sistema evolucione a través
de t,, durante un tiempo At,, y después a través de t,, durante un tiempo At,, el estado final es el

mismo que si lo hubiésemos hecho viceversa.
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Capitulo 4

El método de Lax

El método de Lax consiste en simplificar el estudio de una ecuacién diferencial no lineal, encon-
trando un operador lineal cuyos autovalores sean constantes en el tiempo'. En particular, este método

sirve para recuperar las ecuaciones de la jerarquia KdV.

4.1. Intuicion: origen de la ecuacion de Schrodinger

Antes de entrar de lleno en el estudio formal de la teoria de Lax, parémonos a desarrollar cierta
intuicidon. Se ha visto en la seccién 3.2 que la ecuaciéon KdV y la ecuacion MKdV estan relaciona-
das mediante una transformada de Riccati, dada por (3.26). Si ahora hacemos uso de la invariancia
similar a la de Galileo vista en la seccién 2.2 (la simetria iv), podemos definir una relacién de Riccati
generalizada

0 t
u(z,t) + 6) = v2(z,t) + iV6 U((;’) 4.1)
x
Si w es solucion de la ecuacion KdV, tenemos que

ov v
2 ov. oV
(v 6)) - 3= 0 4.2)

ov

T
Tal y como hemos visto en la seccién 3.2, una solucién de la ecuacion MKdV nos proporciona una
solucién de la ecuaciéon KdV a través de la transformada de Riccati (3.26). No obstante, la relacion
de Riccati no es invertible en general, por lo que el reciproco no tiene por qué ser verdad. Sin em-
bargo, como ambas ecuaciones son integrables y comparten las mismas cantidades conservadas, uno

puede intuir que existe una correspondencia uno a uno entre sus soluciones, y preguntarse si en este

"Los temas tratados en este capitulo estdn explicados en [5, 16].
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caso particular se puede invertir dicha relacién de Riccati. La manera mas sencilla de hacer esto es

linearizar, por lo que definimos

v(z,t) = iV6 qf; 4.3)
Asi, (3.26) se convierte en
wxa: o bien 821/1 1
S ~— - i + = 4.4
u(z,t) + 6 6 m = + 6u(x,t) AY=0 4.4)

Por tanto, si conocemos la funcién ) podemos invertir la relacion de Riccati. Esta ecuacion no es mas
que la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo, y debe cumplirse para todos los valores de
t. Ademas, notemos que como A, el autovalor de la ecuacién de Schrédinger o parametro espectral,
ha sido introducido mediante una transformada similar a la de Galileo, es independiente de ¢. Esto
explica por qué el pardmetro espectral es constante en el tiempo.”

La funcion de onda de Schrodinger ¢ puede ser expresada en funcién de v(z, t) como

¥(,t) = exp (-\}6 / ’ dx'v(x',t)) “5)

por lo que su evolucion temporal es

i v, ov(d,t)
= —— do’ —1~ 4.6
Yy =1 < NG e (4.6)
Se ha visto en la seccién 3.2 que la evolucion temporal de v viene dada por
8'[} 2 8U 831) es decir aU a 1 3 62’[)
— = —06\) -+ —— = — | zv” -6 — 4.7
TR ot~ ox \3" VT 52 @7
Juntando las dos ecuaciones anteriores, la evolucidn temporal de ¢ se puede expresar como
i 1 4 0?v(z, )
=—— = t) — 6\ t)+ ———+C 4.8
b= = v (080 = onuta g+ T o @8)
Siendo C una constante. Escribiendo v como en (4.3), deducimos que
1
Yt — Yuzz — 5“ Ve +3A Y =C 4.9)

4.2. El par de Lax

Entremos de lleno con la teoria formal desarrollada por Lax. Dada una ecuacién no lineal de
evolucién temporal, queremos encontrar un operador lineal cuyos autovalores sean constantes bajo

dicha evolucion.

*Usando el solitén (2,60) la ecuacién de Schrodinger correspondiente es el sistema de Péschl-Teller, que es resoluble

analiticamente. El nimero de estados ligados es finito.
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Para entender mejor el problema planteado en el parrafo anterior, vamos a estudiar el caso lineal
primero. Es decir, dada una ecuacién lineal descrita por un Hamiltoniano H independiente del tiempo,
queremos construir operadores cuyos valores esperados no cambien con el tiempo 3. Si un operador
A satisface esto, entonces A(t) debe ser igual que A(0) salvo unidades en la imagen de Heisenberg.

O lo que es lo mismo,
UT(t)A(t)U(t) = A(0) , donde U(t) = et (4.10)

es el operador de evolucion temporal. Si derivamos respecto a ¢ en ambos lados de la igualdad en

(4.10), obtenemos

0A(t) .
—— =i[A(t),H 4.11
5 = LA®), H] .11
Por otro lado, si definimos el operador anti-hermitico B = —iH se tiene que
oU (t) 0A(t)
——~ =DBU(t), —(— = |B, A(t 4.12
- (1), = = (B, A®) (4.12)

A continuacién trataremos de imitar este procedimiento para el caso no lineal. Sea
L(u(z,t)) = L(t) (4.13)

el operador lineal que queremos encontrar. Imponemos que sea hermitico y que sus autovalores sean

independientes del tiempo. Por tanto, es condicién necesaria que que exista un operador unitario U ()

tal que
UTt)L)U(t) = L(0) (4.14)
Derivando respecto a t,
oU(t) + OL(t) ; ou(t)
5 L) U(t)+U (t)TU(ﬂ + U'(t)L(t) T 0 (4.15)

La diferencia fundamental respecto al caso lineal es que ahora no conocemos la forma explicita de

U (t). Sin embargo, podemos utilizar que U (¢) es un operador unitario, es decir
Uu () =1 (4.16)

para deducir, derivando respecto a ¢, que

oUT(t)
ot

aU ()
ot

Ut)+ U (1) =0 (4.17)

3yéase [16, 17]
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de modo que
oU(t)

e B(t)U(t) (4.18)

para cierto operador antihermitico B(t). Sustituyendo (4.18) en (4.15) se deduce que

OL(t)
—5 = B, L(®)] (4.19)

Observamos que L(t) debe satisfacer una relacion similar a la del caso lineal. No obstante, en este
caso no conocemos la forma explicita de B(t). Sin embargo, sabemos que L(t) es lineal en u(z,t),
de modo que la parte a la izquierda de la ecuacidon (4.19) es un operador multiplicativo proporcional
a la evolucién temporal de u(x,t). En consecuencia, si queremos que los autovalores de L(t) sean
independientes del tiempo, basta con encontrar un par de operadores B(t), L(t) cuyo conmutador sea
multiplicativo y proporcional a la evolucién de u(x, t).

En dicho caso, los autovalores A de la ecuacion
Lt)y(t) = = (1) (4.20)

serfan independientes del tiempo. En consecuencia, ¢ (t) debe satisfacer

¥(t) = U(t)y(0) (4.21)
de manera que su evolucion verifica

oY(t

1(‘;5) = B(t)yy(t) 4.22)

Al par de operadores B(t), L(t) se le llama par de Lax, y juega un papel fundamental a la hora de

determinar la solucion de una ecuacidn de evolucion no lineal.

4.3. Particularizacion a la ecuacion KdV

De la ecuacion (4.4) se puede deducir que, para este caso particular,

L(t) = D? + éu(x, t) (4.23)
por tanto,
OL(t 10u
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Este operador es multiplicativo y describe la evolucién temporal de u, como cabia esperar. Pode-
mos encontrar B(t) de manera sistematica, observando primero que al ser un operador antihermitico

debe ser impar en el niimero de derivadas. Escojamos la forma mas simple para dicho operador
B(t) =aD (4.25)

donde a es una constante. Entonces,

a(Du(z,t adu
B, L) = APURD) _ % @20
Pese a que el conmutador es un operador multiplicativo, no describe la evolucién de u(z,t) bajo el
flujo de la ecuacion KdV.
La siguiente posibilidad es la mds sencilla de B(t) satisfaciendo todas las simetrias del sistema y

un comportamiento de escalado homogéneo:

B(t) = a3D® + a1 (Du + uD) (4.27)
donde a; y a3 son constantes.
[B(t), L(t)] = (f’) (D3u) + %u (Du) + (% - 4a1) ((D%u) D+ (Du) D?) (428
1

Imponiendo que dicho conmutador sea multiplicativo, se deduce que

az = 8ay (4.29)
de forma que
a
[B(t), L(t)] = El (u(Du) + (D*u)) (4.30)
En particular, si escogemos
1
recuperamos la ecuacion KdV:
oL es decir ou ou 6311,
B L =% " _ 4 4.32
ot = 1B L) ot~ "oz "o (432)
En este caso, el par de Lax viene dado por
L(t) = D* + i B(t) =4D° + 5 (Du+uD) (4.33)

Notemos que el operador B(t) solo esté definido salvo constante aditiva, pues una constante conmuta

con cualquier operador. Asi, se obtiene
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Yot guath + Dy — Suthy = Cy (434)

siendo C una constante.
De hecho, podemos generalizar esta construccién y escoger que B(t) dependa de derivadas de
orden superior. Como este operador ha de ser antihermitico, la forma mas general con un comporta-

miento de escala homogéneo se puede representar como

m
B (t) = a | D*™ ™ +> " (bj(w)D¥ ! + DY~ 'b;(u)) (4.35)

j=1
Aqui, a es una constante, y las b;(u) representan m funcionales arbitrarios de u con un comporta-
miento de escala especifico. También sabemos que [B,,(t), L(t)] es hermitico, por lo que se puede

expresar como

[B(t), L(1)] = a K (u) + i DI Cj(u) D’ (4.36)
j=1

donde K, (u) es un operador multiplicativo. Si requerimos que este conmutador sea multiplicativo,
obtenemos m condiciones que determinan todos los b;(u) univocamente. Escogiendo a, a de forma

adecuada, la ecuacién de Lax nos devuelve la ecuacion de orden m de la jerarquia KdV. Es decir,

oL u 0 SHps
Ot [Brn(®), L(t)] = Otm Oz Su(z)

4.37)

4.4. Construccion alternativa

Vamos a presentar, por su elegancia, un método alternativo 4 para deducir la forma de los opera-
dores By, (t). Recordemos que
1

L(t) = D? + U (4.38)

Podemos definir, formalmente, la raiz cuadrada de este operador mediante una serie de potencias en
Dfl.
: 1 .
L2(t) = D +ao(u) + Y _ an(u) D" (4.39)
n=1
donde cada a,,(u) es funcional de u. La forma de dichos funcionales se puede determinar si fijamos

el orden hasta el que queremos trabajar, pues bastaria calcular el cuadrado del operador e igualarlo a

L(t).

4esta deduccion se puede encontrar en [5]
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Conocida la forma de L2 (t), podemos calcular Lo (t) a partir de la relacion

2m+1

L7 =L™(#)L

N[

(t) = <D2 + éu)m L2 (t) (4.40)

Esta representacion vuelve a ser una serie formal, que contiene tanto potencias positivas como nega-
tivas de D. Podemos separar dicha serie formal en una parte que contenga las potencias no negativas

y otra que contenga las potencias negativas de D:

2m+1 2m—+1 2m+1

L™ (t)=L,2 O)+L_2 (t) (4.41)

Por la ecuacién (4.40), la derivada de mayor orden contenida en L™(t) es D?™, por lo que para
2m—+1
determinar L, ®> (t) de manera precisa necesitamos conocer el coeficiente asociado al término D~2™

en la expansion de L2 (t). Por otro lado, es claro que L(¢) conmuta con sus potencias, en particular
[szmz“ (t), L(t)} =0 (4.42)

Juntando esta ecuacion con la anterior, se deduce que

2m+1

[Li’@“ (t),L(t)] —_ [L_2 (t),L(t)] 4.43)

Pero la parte a la izquierda de la igualdad es un operador derivada de orden no negativo, mientras que
la parte a la derecha de la igualdad se corresponde con un operador derivada de orden no positivo.

Esto solo es posible si ambos conmutadores son operadores multiplicativos. Es decir, para m > 0:

2 0,20 (4.44)

2m+1
es un operador multiplicativo y, en consecuencia, L > (t) se puede identificar, salvo constante mul-

tiplicativa, con By, (t). En otras palabras,

Bn(t) =am L % (t) (4.45)

4.5. Derivacion de Lenard de la ecuacion KdV

Para entender mejor la relacién entre la ecuacién de Schrodinger lineal con la jerarquia entera de
las ecuaciones KdV, nos preguntamos si esta se puede deducir a partir de la primera. Para ello, es
esencial asumir que el parametro espectral A es independiente del tiempo. Partimos de la ecuacién de

Schrédinger,

Yow + (éu + A) Y =0 (4.46)

41



Derivando respecto a ¢t obtenemos

Yoxt + <éu + A) Py + éut =0 (4.47)

Escogemos que ¢ (x, t) esté normalizado a norma unidad para todo valor de ¢

/ do V2 (@, 1) = 1 (4.48)
R
En consecuencia, si multiplicamos la ecuacion (4.47) por ¢ (x, t) e integramos en todo el eje x, llega-
mos a que
1 1
/ dx <¢ Yoot + i Y Y+ 5 W ¢2> =0 (4.49)
R
Por otro lado, se deduce de la ecuacién (4.46) que
1 2
R
y como estamos asumiendo que A es independiente del tiempo, se tiene que
1 9 1
O=N=—- [ dx ¢t¢m+¢¢mt+gut¢ +§U1/”/Jt (4.51)
R
1 5 1
= = dx Qw@bwzt‘i‘*utw +7U¢¢t (4.52)
R 6 3
Juntando esta ecuacién con (4.49) llegamos a que
/ dz ug > =0 (4.53)
R
Esto implica que la forma de u; 12 debe ser
0
u * = o (A(w) ¥g + B(u) ¥ ¢ + C(u) ¢7) (4.54)

En esta ecuacion, A(u), B(u) y C(u) son funcionales de vy dependen de A. Recalquemos que esta es
la forma mds general posible del integrando, pues cualquier derivada de orden mayor de i puede ser
reducida utilizando la ecuacién de Schrodinger. Si escribimos los términos explicitamente, tenemos
que

1 1

Comparando ambos lados de la ecuacidn, obtenemos las condiciones

A, +B =0, Bx+20—2A(éu+)\> =0, ut:CJ;—B<éu+)\) (4.56)

42



Es decir,
1

Ut 9

(D3 + % (Du + uD)> A+2\D A (4.57)

Al ser u; independiente de \, debemos hacer que A(u) sea una funcién de A que haga desaparecer

dicha dependencia. Para ello, expandiremos este funcional en potencias de —4\
n .
A(u) =2 Aj(u) (—4N)" (4.58)
§=0
Sustituyendo esta expresion en la ecuacién anterior, llegamos a que Ag = 1, y que
1
<D3+3(Du+uD)>Aj:DAj+1, ji=0,1,....n—-1 (4.59)

De manera que
1
up = <D3 +3 (Du + uD)) A, (4.60)
Observamos que los funcionales A; satisfacen la misma relacién de recursividad que las cantidades
conservadas de la ecuacién KdV. Esto nos permite identificar

~_ 0H;
T su(x)

4.61)

Por tanto, hemos recuperado las relaciones funcionales de recursividad de la ecuacion KdV, ya vistas
en la ecuacién (3.80), asi como todas las ecuaciones de la jerarquia KdV, pues cada ecuacion se
corresponde con una forma particular de A donde las funciones coeficiente estin completamente
determinadas. Esto prueba que toda la jerarquia de ecuaciones se puede obtener a partir de la ecuacion

de Schrodinger si asumimos que el parametro espectral sea independiente del tiempo.
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Capitulo 5

Mas propiedades de la ecuacion KdV

En este capitulo vamos a estudiar otras propiedades de la ecuacién KdV!. En primer lugar, trata-
remos de profundizar en el significado fisico del pardmetro espectral de la ecuacion de Schrodinger.
También veremos que el hecho de que las cantidades conservadas estan en involucién se puede probar

mediante el método de Lax.

5.1. El parametro espectral

Tratemos de entender el significado fisico de los autovalores conservados de la ecuacion de
Schrodinger para el caso de la ecuaciéon KdV. En primer lugar, introducimos una notacién compacta
para la ecuacion KdV

Up = U Uy + Ugyy = K (u) 5.1
Ademds, construimos una familia de soluciones que dependen de un pardmetro, pongamos que €. Sea
u'(2,0) = u(z,0) + ef (z) (5.2)

con f(z) una funcién regular que se anula asintéticamente. Llamamos () (x,t) a la solucién de la
ecuacién KdV correspondiente a este valor inicial. En general, esta solucién se puede escribir como

una serie de potencias en € como sigue:

u(z,t) = u(x, t) 4+ e v(z, t) + O(?) (5.3)
siendo
B du'® (z,t)
’U(.’IJ,t) = T - (54)

"Hemos tomado como referencia el texto [35]
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Aunque la notacién sea la misma, aqui v(z,¢) no es la variable dindmica de la ecuaciéon MKdV.
Definamos también
_dK(ul) dK(u+€ew)

M = —"7 = 5.5
(u) v de =0 de =0 (55

Claramente, se trata de un funcional lineal en v, y recibe el nombre de derivada de Frechet de K (u).
Habitualmente, M (u) es conocido como derivada funcional de K (u). En general, es un operador que

involucra derivadas. Por la ecuacion (5.1), se tiene que
W' = K () (5.6)
Si derivamos ambos lados de la ecuacién respecto a ¢, y fijamos después € = 0, llegamos a que
vy = M(u) v 5.7

Vamos a introducir la siguiente notacion, por simplicidad, para las derivadas funcionales de cantidades

conservadas. Dada una cantidad conservada H,,(u), entonces su derivada funcional se obtiene como

dH,, (ul) _ dHp(u+ev) B
— T — T (Gp(u),v) (5.3)
_ / da Gy (ul, 1)) v(x, 1) (5.9)
R
Esto implica, en particular, que
_ 0Hp(u)
Gn (u(e,0)) = 50053 (5.10)

Si identificamos las ecuaciones (3.20) y (5.1), deducimos que

_ 66‘2 (u(x,t)) 8 5H2

K(u) ox - Oz du(x, t)

(5.11)
Observemos que, como H,, (u(g)) se conserva para todos los valores de €, entonces el producto escalar
(Gn (u(x,t)),v(x,t)) (512)

debe ser independiente del tiempo. En consecuencia, si derivamos dicha cantidad respecto del tiempo

oG, ov\
(at,v) + (Gn, at) ~0 (5.13)

Si juntamos esta ecuacién con (5.7), tenemos que

y lo igualamos a 0, nos queda que

<(§t + MT(u)> Gn,v> - <8§?,v) (G M(u) v) = 0 (5.14)
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Siendo M (u) la adjunta de M (u) respecto al producto escalar definido por la integral (es el producto
escalar con el que se dota al espacio de Hilbert de funciones L?).
Observemos que v se trata de una condicion inicial arbitraria. En consecuencia, la ecuacion ante-

rior es valida para todo v solo si se verifica

O _
(m +M (u)) G,=0 (5.15)

Todas las cantidades conservadas deben satisfacer esta condicién. En particular, al ser

1
H == / dx u?(z, 1) (5.16)
2 Jr
una cantidad conservada, se deduce que
0H,
G = = t 5.17
1 (Su(l',t) u(l‘a ) ( )
satisface
0
(atJrMT(u))u:o (5.18)

Si comparamos esta ecuacion con (5.1), vemos que
— M (u) u=K(u) (5.19)

También se puede comprobar esto directamente. A partir de la definicion de K (u), se deduce

Wezon(u)v:M(u):aa;S—f-uai—f—ux (5.20)
= MT(u) = —5; - u;; (5.21)
= K(u) = —M"(u) u (5.22)
Consideremos el caso particular en el que u es una onda solitaria, es decir
u(z,t) = s(z + ct) (5.23)

siendo c la velocidad de la onda, que se desplaza hacia la izquierda. Por la discusién anterior, esta

solucion satisface

ox

Las derivadas funcionales también verifican, en este caso,

<c 9, MT(s)> s=0 (5.24)

<c a% + Mt (s)) Gn(s) =0 (5.25)
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Comparando las dos ecuaciones anteriores, se deduce que las derivadas funcionales de todas las can-

tidades conservadas de una onda solitaria son proporcionales a dicha onda. Es decir,
Grn(s) o s (5.26)

Otra forma de decir esto es que todas las cantidades conservadas de un soliton deben verificar la

siguiente relacion de proporcionalidad:
1 2
H,(s) x B dx s*(z + ct) (5.27)
R

Vayamos ahora con la ecuacién de Schrodinger para la familia de potenciales dependientes de un

pardmetro. Esta ecuacion es
0 + <é w4 A<e>> W — 0 (5.28)

donde
ul® =u+ev+O(e?)

PO =€+ O(€?) (5.29)
NI =X+e@|  +0(?)
e=0
Notemos que para ¢ = 0 recuperamos la ecuacién usual
1
Vaz + <6 u+ A) Y =0 (5.30)

Si derivamos ambos lados de la ecuacién (5.28) respecto a €, e imponemos después € = 0, llegamos a

que

6 de

Si tomamos ahora el producto escalar de esta cantidad con ¥, asumimos que esta funcién de onda esta

1 dA
¢xw+<v+

)z/;+(1u+)\>¢:0 (531)
e=0 6

normalizada a la unidad y recordamos que satisface (5.30), se deduce que

dA

% = —— (¢271)) (5.32)

e=0 6

Ademéds, teniendo en cuenta la definicion de derivada de Frechet, concluimos que

- 1,
Su(zt) Ga(u) = —= ¢ (u) (5.33)

Obsérvese que para una onda solitaria se verifica
1 .
Gi(s) = ~6 V2 (s) o s S5 dechr, U(s) x s'/? (5.34)
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En otras palabras, si el potencial se trata de una onda solitaria, la autofuncién de la ecuacién de
Schrodinger es proporcional a la rafz cuadrada de la solucién de onda solitaria. Si sustituimos la

forma funcional de 1 (s) vista en la anterior ecuacion en la ecuacién de Schrédinger, obtenemos

6—2+ 15+A s/2 =0 (5.35)
Ox? 6 - )

Si derivamos esta ecuacion respecto a x, llegamos a que

Spzx + 8 Sp +4N 5, =0 = <4)\88—MT(5)>520 (5.36)
z

Al ser s un solitén, también debe satisfacer la ecuacion (5.23). Comparando ambas ecuaciones, se
2
concluye que

c= —4\ (5.37)

Esto da un significado fisico al pardmetro espectral de la ecuacién de Schrodinger. Al ser dicho
pardmetro espectral proporcional a la velocidad de propagacion de la onda solitaria, nos da una idea
intuitiva de por qué dicho autovalor se conserva. Recordemos que los solitones mantienen su forma
a lo largo del tiempo, y que esta depende de su velocidad. Por tanto, su velocidad de propagacién
también ha de conservarse. Otra observacidn interesante es que, como la onda solitaria puede tener
infinitas velocidades distintas de propagacién, el nimero de cantidades conservadas de la ecuacién

KdV también debe ser infinito.

5.2. Involucion de las cantidades conservadas

Hemos visto en la seccién anterior que los autovalores de la ecuacion de Schrédinger se conservan.
Aclaremos que, por definicién de A en la ecuacién (5.30), A es un autovalor que depende del potencial
u, y por tanto A = A(u). Es por eso que lo que hacemos a continuacion tiene sentido. Para probar que

se encuentran en involucién, recordemos que

oA 1
Su(z,t) 6 v -39

2Al ser \ un autovalor de la ecuacién de Schrédinger correspondiente a una funcién de onda normalizada, y el potencial

decae asintdticamente a 0, A < 0, y por tanto ¢ > 0, por lo que la onda se desplaza hacia la izquierda.
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Los operadores derivada actiian como sigue sobre wz
D (1/)2) = 2¢ %
D? (%) = 2 (1) — (% u+2)) 92 (5.39)

D3(¢2):_(§U+8)\)'¢xw—%umw2

Juntando las dos ecuaciones anteriores, se deduce que

1 S S
D3+ - (D D)) ———=—-4\D——— 4
( * 3 (Du+u )) du(z,t) ou(x,t) (5.40)

En consecuencia, podemos calcular el corchete de Poisson entre los A como (suponemos \; # 0)

S 5
Dy }_/ 5u(x t) 5u($,t) (541)

1 N S\ 0N
=y d:z: < § (Du + uD)> Su(z, D) ulz. 1) (5.42)
A O\ oA
= D 2 4
Y /dw (5u(af t) du(zx,t) (543)
; oA
=/d J 44
/ v (5u (z, t (5u(fc,t) (544)
= —’{Ai,xj} (5.45)
Aj

Es decir, si A\; # Aj, entonces {\;, Aj} = 0. Y como {\;, \;} = 0, se tiene que todos los corchetes de
Poisson son nulos. De esta forma, queda probado que las infinitas cantidades conservadas funcional-

mente independientes se encuentran en involucidn, y que por tanto la ecuacion KdV es integrable.
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Capitulo 6

Soluciones Multi-Soliton

En capitulos anteriores, hemos probado que la ecuacion KdV posee soluciones tipo solitén. Al ser
la ecuacién KdV no lineal, no podemos sumar dos soluciones de la misma para obtener otra solucién.
En este capitulo, vamos a describir un método para construir soluciones multi-solitén de la ecuacién

KdV. Este método se basa en las transformadas de Bicklund.

6.1. Transformadas de Bicklund
Consideremos una ecuacion diferencial en la variable u(zx,t):

P(u(z,t)) =0 (6.1)

La transformada de Bécklund [18, 19, 20] consiste en pasar a una nueva variable v(x, t) que viene

determinada por dos ecuaciones de primer orden:

gz = f(u(z,t),v(x,t)) (6.2)
y

ou

E :g(u(x,t),v(:c,t)) (6.3)

Donde f y g dependen de u, v y sus derivadas, de forma que la ecuacidn (6.1) representa una condicion

de integrabilidad para las ecuaciones (6.2), (6.3).
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Vamos a trabajar unos ejemplos para entender cémo funciona esta transformacion.

i) Ecuacion de Liouville

Consideremos la Ecuacion de Liouville en dimension 1+1.

0?2 0?2 wl
(5~ gz ) vty =

donde u(z,t) es la variable dindmica. Por simplicidad, definamos

0 0
+
=tttz =—-——,0_=—
T ort oxr—
Asi, la ecuacion de Liouville se convierte en
04+0_u = e*

Definimos la siguiente transformada de Bicklund

8+u = —8+'U + OZ€%(U7U)

O_u=0_v+ z6%(““’)
a

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

siendo « una constante arbitraria. Considerando ahora las derivadas cruzadas en las ecuaciones

(6.7) y (6.8), se obtiene

0_0yu = —0_04v + €

8+(9_u = 8+a_7) + e

Aplicando el Teorema de Schwarz, las condiciones de integrabilidad son

04+0_u = e*

64_8_1] =0
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Notese que la ecuacién (6.11) es la ecuacidon de Liouville, mientras que (6.12) no es mds que la
ecuacién de onda cuyas soluciones son conocidas. Por tanto, la transformada de Bécklund conecta
soluciones de la ecuacién de Liouville con aquellas de la ecuacion de onda.

Para ver exactamente cémo se obtiene la solucién, observemos primero que la solucién general de

la ecuacion de onda tiene la forma

vzt 27) = flat) +g(x7) (6.13)

Es decir, es una superposiciéon de una onda que viaja hacia la izquierda con una onda que viaja

hacia la derecha. Sustituyendo (6.13) en (6.7) obtenemos

Ay (u+ f) = ae2w=1=9) (6.14)

que si notamos que g(x~) no depende de ", se puede reescribir como

e 290, (u+ f — g) = ae” ) (6.15)

Integrando dicha ecuacién respecto a ™ se tiene

e 2t ~9) — o P(at) + a(a”) (6.16)

donde a(x ™) es una “constante” de integracion, y

P(zt) = —/ dz e~ 1@ (6.17)
0

Andlogamente, se obtiene

2
emz(vtf-9) = ~Q(a) +b(a") (6.18)
Donde b(z™) es una “constante” de integracion, y

1

Q) =—3 /0 " dp e (6.19)

Comparando (6.18) con (6.16) deducimos que
- 2 -
a(z”) = ~Q(z7) (6.20)
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b(zt) = aP(x™) (6.21)

de manera que

e~ 2t ~9) = o P(z) + %Q(m—) (6.22)
o bien,
1 2 _
— i(u +f—g) =log <aP($+) + aQ(l’ )) (6.23)
equivalentemente,
wxt 27) = —f(z7) + g(z7) — 2log <aP(:1:+) + 2Q(m_)> (6.24)

ii) Ecuacion sine-Gordon

Se trata del ejemplo més antiguo en el que se aplicé esta técnica [21]. Consideremos la ecuacién

v w

En términos de las variables definidas anteriormente nos queda

010_w = sinw (6.26)

En este caso, la tranformacion de Bécklund hacia la variable wy (z, 27) viene dada por el par de

ecuaciones

diw = dywi + 2asin (“l ; w) (6.27)
2 . wp —w

O_w=—-0_w; — —sin ( ) (6.28)
a 2

siendo @ una constante. Derivando (6.27) respecto a ™~ obtenemos que

8_0pw = 0_0,w1 — 2cos (“’1 ;r °"> sin <“’1 2_ ”) (6.29)

es decir,
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0_0iw = 0_04w; —sinw) + sinw (6.30)

Andlogamente se obtiene

010_w=—-0y0_wi +sinwy + sinw (6.31)

Asi, las condiciones de integrabilidad son

010_w =sinw (6.32)

010_wy = sinwy (6.33)

Observamos que tanto w como wj satisfacen la ecuacién sine-Gordon, de manera que, en este caso,
la transformacién de Bicklund relaciona una solucién de dicha ecuacién con otra. Esto es de gran
utilidad a la hora de construir las soluciones a la ecuacién sine-Gordon si conocemos una solucién.

Afortunadamente, w = 0 es una solucion. Para este caso, las ecuaciones de Backlund son

O;wi = —2asin % (6.34)
y
2
0_wi; = ——sin w1 (6.35)
a 2
Si definimos
4 _ o+ 7 _ 1
Th=ax", 0L = 58+ (6.36)
asi como
T = ax_ O_ = ad_ (6.37)
se obtiene
04wy = —2sin % =0_w; (6.38)
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Para determinar la solucién explicitamente, notemos que

es decir, se tiene que

Si definimos

se tiene que

donde C' es una constante.

Es decir,

w1 = 4arctan (C’ - exp (

sec? (%) Oy wi = —4tan (ﬂ>

4

5+ (tan ﬂ) = —tan%

2
-1
=2
a?+1
—2(t+kx)
tan % = (Ce V1-K?

V1 —k?

—2(t + kx)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

Hemos obtenido una solucién de la ecuacién sine-Gordon a partir de la solucion trivial. Siguiendo

el mismo procedimiento, se pueden generar soluciones mds complicadas. Para ello, cabe destacar

que la transformada de Bicklund satisface el teorema de permutabilidad que veremos en la siguiente

seccion, que simplifica mucho el problema. Con permutabilidad nos referimos a poder intercambiar

el orden en el que se realizan dos transformadas de Bicklund.

6.2. Teorema de permutabilidad

Este teorema asegura que dos transformadas sucesivas de Backlund conmutan [22]. Es decir, que

si dos transformadas de Bicklund con distintos pardmetros a1, a2 nos llevan de una solucién wy a otra

solucién w2, entonces es irrelevante el orden en el que se aplican.

Si aplicamos el teorema de Permutabilidad a la ecuacién sine-Gordon obtenemos que

0+ (w1 — wp) = —2ay sin <

2
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O+ (w12 —w1) = —2agsin <w122+wl> (6.45)
O, (wa — wo) = —2az sin (W) (6.46)
0+ (w12 — wy) = —2a; sin (w) (6.47)

Si ahora sumamos las ecuaciones (6.44), (6.45) por un lado y las ecuaciones (6.46), (6.47) por
otro, para después restar un resultado al otro, y operamos con identidades trigonométricas, deducimos

que

tan Wiz mwo) _ A + a2 tan bl B (6.48)
4 a1 — ag 4

En otras palabras, el teorema de permutabilidad nos permite construir soluciones de un segundo
orden algebraicamente. Ademads, este proceso se puede llevar a cabo orden por orden, por lo que tras
construir la primera solucién no debemos utilizar el complicado formalismo de las cuadraturas.

En consecuencia, la transformada de Bécklund es de gran ayuda para construir soluciones. La
dificultad reside, obviamente, en encontrar una transformada de Béicklund adecuada. Exise un método
disefiado por Clairin para construir transformadas de Bicklund sistematicamente. No obstante, no

siempre es facil. !

6.3. Transformada de Bicklund para la ecuacion KdV

Pese a no haberlas mencionado explicitamente, ya hemos estudiado transformadas de Backlund
para la ecuacién KdV: la transformada de Miura y la relacién de Riccati (véase la seccién 3.2). Re-

cordemos que la transformada generalizada de Miura viene dada por

u+ 6) = v? + ivV6u, (6.49)

que se correspondia con la ecuacién MKdV generalizada

Vg = (112 — 6/\) Vg + Vpra (6.50)

"Para mas informacién, se puede consultar [23].
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Podemos reescribir dichas relaciones de manera que representen una transformada de Backlund

7

vy = ———(u + 6 — v? 6.51
vl ) ©31)
1 2 24 1 ) 43

v = — Z Z)\Q + uxv + ! ——uw? — —Z)\UQ (6.52)

N 3\f LRGN G 3v6 V6

Si ahora derivamos (6.51) respecto a ¢ para obtener vy, y derivamos (6.52) respecto a x para
obtener v,;, e igualamos ambas expresiones, obtenemos la ecuacion KdV como condicién de integra-

bilidad, es decir

La ecuacién que marca la evolucién de v es una de las relaciones que definen la transformada de
Bicklund en cuestién, que resulta ser la ecuaciéon MKdV si sustituimos u por la expresion obtenida
en (6.51).

En consecuencia, nos encontramos ante una transformada de Bécklund que conecta una solucién
de la ecuacion KdV con una solucién de la ecuacion MKdV. También nos podemos preguntar si existe
alguna transformada de Béacklund que conecte una solucién de la ecuacién KdV con otra. Si existiese
dicha transformada, podriamos construir soluciones multi-soliton con ella, a partir de una solucién
solitén que ya hemos encontrado anteriormente. La respuesta a esta pregunta es que si existe dicha
transformada, y vamos a construirla a continuacién.

Sea w(x, t) una nueva variable dada por

ow(z,t)
t) = — 7 6.54
u(w,t) o7 (6.54)
Asfi, la ecuacién KdV se puede escribir como
wr = 2 Wy + Wrre (655)

Notemos que si v(x,t) es una solucién de la ecuacién MKdV para cierto valor de )\, entonces
también lo es —v(x,t) por simetria. Cada una de estas soluciones nos lleva a una unica solucion
de la ecuacion KdV. Sean u(x,t) y u(z,t) las soluciones obtenidas a partir de v(x,t) y —v(x,t),

respectivamente. Se tiene que
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)
Uy = ———(u + 6\ — v?
76! )
)
—vy = ——— (T + 6\ — 02
76! )
7 7 241 1 ) 43
V= — Uy — R WL U 2V —=uv? — —=
T Ve 36 V6 Ve T3 T3 V6
7 272 21 2412 1 T _ o 4i . o
—Vp = ———=TUgy — + —= u+ —=A\ UV + —=uv” — —= v
Tk sve. Vet T 36 V6
De forma que
1 _
Vpg=———=(u—"1u
2\/6( )
1
2(u+u)—v2—6)\
) - ') 9 _9
v — (u — (u* —u

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)

(6.60)

6.61)

(6.62)

(6.63)

Utilizando esto, tenemos que las ecuaciones (6.60) y (6.62) definen una transformada de Bécklund

entre las variables w y w de la siguiente forma

1
(W+®), =-122 - & (w —w)?

—_

(wW—w),=(w—W),, +z(w-—0),(w+m),

\)

A partir de la ecuacién (6.64), obtenemos las siguientes identidades

(@ +8),, = —5 (0~ ) (w - )
0+ By = 5 (0= D) (0 = By = 5 (= D), (0 = D)y

Derivando (6.64) respecto a t y sustituyendo (6.65) en dicha férmula:

58

(6.64)

(6.65)
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(=), = —é (W-) (w-),,, - 113 (W-) (@ -), (w+@), (6.68)

Juntando (6.66), (6.67) y (6.68) se deduce que

(w+w), =w+w) + Wepr + Wplga (6.69)

XTI

De esta manera, la condicién de integrabilidad para la transformada de Bicklund definida por

(6.64) y (6.65) se puede escribir como

Wyt = Wrrrr T WalWzs (6.70)
Es decir,
1 2
Wy = iwx + Werr (6.71)

w también satisface dichas ecuaciones:

o bien

1
Ty = 0> + Deee (6.73)

Concluimos que, por tanto, este conjunto de transformadas de Bicklund relaciona una solucién de la
ecuacién KdV con otra, y en consecuencia sirve para construir mas soluciones de la ecuacién KdV.
En resumen, para conectar soluciones de la ecuacién KdV con soluciones de la ecuacion MKdV lo
que hemos hecho ha sido partir de una solucién u de la ecuacion KdV, aplicarle una transformada de
Miura, utilizar que la variable v satisface la ecuacion MKdV y definir una transformada de Bicklund
con las dos condiciones anteriores para deducir que la condicién de integrabilidad es la ecuacién
KdV. Para conectar soluciones de la ecuacién KdV con mas soluciones de la misma ecuacién, hemos
definido otra variable w, de forma que u sea su derivada respecto a . Hemos reescrito la ecuacién
KdV en funcién de esta nueva variable, y hemos repetido el proceso anterior, teniendo en cuenta que
tanto v como —v (que se corresponde con w) son soluciones de la ecuacion MKdV, para obtener una
transformada de Bicklund definida en funcién de w,w. Asi, hemos relacionado una solucién de la

ecuacién KdV con otra, como pretendiamos.
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6.4. Soluciones de solitones

Como sabemos que » = 0 es la solucion trivial de la ecuaciéon KdV, nos preguntamos si podemos
construir alguna solucién interesante mediante transformadas de Bicklund. Para este caso, dichas

transformadas devuelven

1
Wy = —12)\ — 552 (6.74)
_ 1 4
Wt = Wage + iwm (6.75)
Observemos que
_ 1_ |
R _Ewg + %w%% (6.76)

La ecuacion de evolucidn toma la forma

1 1
W= S <wx + 12&) (6.77)
Es decir,
Wy = —4\w, = w(x,t) = f (z + ct), c= —4\ (6.78)

En otras palabras, la solucién obtenida a través de una transformada de Bécklund a partir de la solucién

nula es una onda viajera con velocidad
c=—4X (A<0) (6.79)

Esta onda viaja hacia la izquierda. La podemos reconocer inmediatamente como la solucién de un

unico solitén. De hecho, si resolvemos la ecuacién (6.74):

w(z,t) = 12V~ A tanh (ﬁ(x - 4)\75)) (6.80)

De manera que

u(z,t) = —12) sech? (ﬁ(z - 4)\75)) (A < 0) (6.81)

Esta solucién es justamente el solitén de Russell que hemos construido previamente en la sec-
cién 2.3. Esto nos hace pensar que si iteramos con las transformadas de Béacklund, podemos obtener

soluciones multi-soliton.
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Ya hemos visto anteriormente que el teorema de permutabilidad juega un papel crucial a la hora de
construir soluciones de mayor orden mediante transformadas de Bécklund. Apliquemos dicho teorema

a nuestro caso. Si construimos

W — W1 — W12 W — W2 — W21 (682)

el teorema de permutabilidad nos garantiza que

Wiz = wa1 (6.83)

Cuantitativamente, estas transformadas de Bicklund implican

1
(WHwi)e = —12)\ — E(w —wp)? (6.84)
1 2
(Wi +wi2)e = —12X9 — E(wl —wi2) (6.85)
1 2
(WHwa)y = —12Xg — E(w — wy) (6.86)
1 2
(w2 +wi2)e = —12X\1 — E(wz —wi2) (6.87)

Juntando estas expresiones, se obtiene

144(Xg — X
Wi = w — (271> (6.88)
w9y — W1

Al ser esta expresion simétrica bajo el intercambio de indices, el teorema de permutabilidad im-

plica que (usando w = 0)

Owu ({L‘, t)

o (6.89)

’LL12(J,‘, t) =

Aplicando reiteradamente dicho teorema, se puede probar que, para n > 2

144(\, — An1)
W(TL) = OJ(TL—Q) - WE ) _ W(n_l) (690)

donde
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W(n) = Wi2..n

/
w(n) = W12..n—1,n+1

w(o) =w
Por ejemplo, para n = 3, tenemos
144(A3 — A2)
w123 = W1 — s — w1

y como ya hemos calculado las soluciones construidas tras dos pasos anteriormente

144(Xa — Ay)

wig=w—-—-—-—-—-——
W2 — W1

144(A3 — A1)

wig—=w— ——m
w3 — w1

podemos escribir wy23 en términos de soluciones de un tnico paso

T AMwi (w2 — w3) + Aowa (w3 — wi) + Azwz(wi — wo)
123 A1 (w2 — W3) + )\2(&)3 — wl) + )\3(001 — w2)

(6.91)

(6.92)

(6.93)

(6.94)

(6.95)

(6.96)

(6.97)

Donde claramente observamos una simetria de permutacion de indices, tal y como indica el Teo-

rema de la Permutabilidad.

Ya hemos visto que si

w(o):wzo

(6.98)

entonces, al menos las soluciones de orden uno se corresponden con un dnico solitén. También

hemos visto que las soluciones regulares para la ecuaciéon KdV adquieren la forma

w(z,t) = 12¢/=Xtanh (\/jA(x - 4)\75))

(6.99)

No obstante, una solucion singular también satisface dicha ecuacion, y esta solucion tiene la forma
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w*(z,t) = 12/~ Acoth (ﬁ(:c - 4)\t)) (6.100)

que a su vez satisface

1
wy = —12\ — —w

101
B (6.101)

Resulta que para obtener soluciones regulares al aplicar transformadas de Bécklund, no nece-

sariamente debemos utilizar siempre soluciones regulares en los pasos intermedios. Por ejemplo, si

tomamos
144(Xg — A
Wiz = —7(* 2~ M) (6.102)
con
AL > Ao (6.103)

entonces el denominador nunca se anula, y por tanto la solucién es regular. De hecho, como los
A son negativos, nuestra ordenacién implica que mientras A; se puede hacer cero, A2 no. En el limite

A1 = 0 tendriamos

wig = Wy (6.104)

que es, evidentemente, regular. También es claro que si hubiésemos utilizado la solucién regular
wy en el paso intermedio, este limite nos habria llevado a una solucién singular. Asi, observamos
que para obtener soluciones regulares, no solo debemos utilizar soluciones singulares en los pasos
intermedios, sino que ademas debemos ordenar los pardmetros de las transformaciones de manera
especifica.

A continuacién vamos a estudiar el comportamiento asintético de las soluciones de dos pasos

obtenidas a partir de la trivial. Utilizaremos la notacién

w1 = 12\/ —)\1 tanhfl (6105)
Wy = 12\/ —)\2 tanh 52 (6.106)
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donde

fl =\ —)\1(:1,‘ — 4)\1t)

52 =\ —>\2($ — 4)\225)

Adicionalmente, sea

—A
tanhy = !
—\y
A partir de la forma
144(A2 — A1)
Wiz = =
notamos que, si
&y — +o0
entonces
wig — £124/—A; cothy + 124/ —X\; tanh(&; F )
y

Ui — —12)\1S60h2(€1 F ’)/)

Anélogamente, si

& — +o0

entonces

wio — £124/—Ag cothy + IZJT&tanh(&g Fv)

U2 — —12)\gsech2(§2 F ’y)
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(6.108)

(6.109)

(6.110)

(6.111)

(6.112)

(6.113)

(6.114)

(6.115)

(6.116)



En consecuencia, u12 es una solucidon de puramente dos solitones con fases asintdticas 7)\ y
—Al

1 respectivamente. Este resultado es muy importante, porque nos dice que a partir de la solucién

/—2

trivial podemos construir soluciones multi-solitén con la aplicacién iterada de la transformadas de

Bicklund, aumentando el nimero de solitones en una unidad en cada paso sucesivo.

Vamos mostrar unas simulaciones que ilustran el comportamiento de 3 solitones. [24]

Figura 6.1: Perfil tridimensional de 3 solitones antes de la interaccion [24]

wix,t)

1
-100 -50 0 50 100

Figura 6.2: Perfil bidimensional de 3 solitones antes de la interaccién [24]
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)

Figura 6.3: Perfil bidimensional de 3 solitones durante la interaccién [24]

W, 1)

1
-100 -50 0 50 100

Figura 6.4: Perfil bidimensional de 3 solitones justo después de la interaccién [24]

Wi

i
-100 -50 0 50 100

Figura 6.5: Perfil bidimensional de 3 solitones después de la interaccion [24]

Observamos en las simulaciones anteriores que el solitén mas alto es el mas rapido.
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Capitulo 7

Tratamiento geométrico de la

integrabilidad

El enfoque geométrico de la integrabilidad permite relacionar conceptos que hemos trabajado pero
que no parecian tener ninguna conexién !. Vamos a empezar con un espacio de fases de dimensién

finita, pero después lo extenderemos a la ecuacion KdV, que es un sistema continuo.

7.1. Geometria simpléctica

Veamos algunos conceptos basicos de geometria simpléctica. Se puede encontrar mas informacion
acerca de su relacidn con la fisica en [25]. La mayoria de conceptos que se presentaremos vienen
recogidos en [5].

Sea una variedad diferenciable M. Dada una 2-forma® f € A?M, se dice que es no degenerada

si, fijado un campo vectorial W € T'M, en caso de que para todo campo vectorial V' € T M

f(V,W)=0 (7.1

entonces

W =0 (7.2)

"En este capitulo, se tomardn como referencia los siguientes textos: [3, 25, 26, 27].
?La notacién habitual para una forma simpléctica suele ser utilizar w en lugar de f.
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Si f € A?M verifica que su derivada exterior es nula, df = 0, entonces decimos que dicha
2-forma es cerrada.

Si f € A2M es una 2-forma no degenerada y cerrada, la denominamos forma simpléctica. Una
variedad M se dice simpléctica si posee una forma simpléctica.

Supongamos ahora que tenemos una variedad simpléctica de dimensidn finita con coordenadas

generalizadas y*. Con respecto a estas coordenadas, podemos escribir V, W, f como

V= wa‘; —vhg, (7.3)
B 9 B
1 p
f= ifuu(y) dyt N dy (7.5)

Ademas, utilizando la condicion de normalizacion

dy*(9,) = (dy",0,) = 6, (7.6)

deducimos que

fV,W) =V, WY (7.7)

Por ser f no degenerada, el coeficiente antisimétrico f,,,, es no singular. En consecuencia, la matriz
de coeficientes y por tanto la variedad simpléctica M han de tener dimensién par. Esta propiedad que
hemos deducido es cierta para toda variedad simpléctica.

Es mds, al ser f,,, no degenerada, podemos garantizar la existencia de su inversa f*¥, que a su

vez satisface

Fix@) Y () = 61 = ) () (7.8)

Dicha inversa nos permite construir un corchete de Poisson entre dos funciones escalares p, g

sobre la variedad como sigue

{p(y),a(y)} = " (y)0up(y)ua(y) (7.9)
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donde hemos adoptado el convenio de Einstein para la suma sobre indices repetidos.

Por ser f#* antisimétrico, también lo es dicho corchete:

{r(y),a(v)} = —{a(y). p(v)} (7.10)

A partir de dichas funciones escalares, podemos escribir una clase especial de campos vectoriales,
los campos vectoriales hamiltonianos. A cualquier funcién p, le podemos asociar un campo vectorial
X, mediante la relacion

Xp(h) = {p.h},  VheC®(M) (7.11)

En coordenadas locales, tenemos

X, = f"™8,p 0, (7.12)

que nos permite expresar los corchetes como

{p(y),a(y)} = —f(Xp, Xg) (7.13)

También podemos calcular la contraccién de la 3-forma df con tres campos vectoriales hamilto-

nianos arbitrarios X,,, X, y X, de la siguiente manera

df (Xp, Xg, Xr) = —{p, {q,;r}} = {a, {r,p} — {r, {p. ¢} (7.14)

En consecuencia, la identidad de Jacobi para el corchete es equivalente a que df = 0, que es
precisamente la condicién de que la forma sea cerrada, una de las propiedades que satisface una
forma simpléctica por definicién. Concluimos que una variedad simpléctica M posee un corchete de
Poisson natural definido en térmos de la inversa de la estructura simpléctica f € A2M.

Observemos que los tensores f,,(y), f*”(y) pueden ser vistos como componentes de tensores
métricos covariantes y contravariantes en la variedad simpléctica, respectivamente. Esto es conse-

cuencia de que una 2-forma > lleva dos campos vectoriales a los niimeros reales, es decir

f:TM xTM — R (7.15)

Ademids, f,,,(y), f**(y) se transforman como las componentes de un tensor de rango 2:

Partimos de que, por la ecuacién (7.9),

3Recordemos que una p-forma es una aplicacién multilineal.
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W v}y = " (y) (7.16)

Dado un difeomorfismo que actia como sigue

y' — 7' (y) (7.17)
y
7w = @) (7.18)
tal que
7.7 =" (7.19)

Utilizando la ecuacién (7.9) deducimos que
@) = () oy 0,9 (7.20)
equivalentemente,

9y" 9y”
oy Oyr

@)= (7.21)
que es, justamente, la ley de transformacidn para las componentes de un tensor contravariante de
rango 2. La ley de transformacién correspondiente para f,, (y) también se verifica por ser la inversa
de f*(y).
Observemos que f,,,(y) y f*(y) son las componentes covariante y contravariante de la métrica
simpléctica sobre M. Dicho tensor métrico es antisimétrico, en contraposicion al tensor métrico de
una variedad Riemmaniana, que es simétrico. En consecuencia, la métrica simpléctica no puede ser

utilizada para definir distancias. De todas formas, f*” y f,,, se pueden utilizar para subir o bajar

indices. En particular, el contragradiente de una funcién escalar viene dado por

"p(y) = [ (y)0up(y) (7.22)

dicha cantidad puede ser vista como la componente de un campo Hamiltoniano X,,, que hemos

definido en la ecuacién (7.12) salvo signo. De hecho, la relacion anterior implica que, dada una funcién
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D
dp =1x,f = f(Xp,—) (7.23)

donde 7y es la operacion estandar de contraccidn con un vector Y.

En consecuencia, toda isometria sobre una variedad simpléctica estd relacionada con un campo
vectorial hamiltoniano.

Dado un campo vectorial hamiltoniano X, observemos que el flujo viene dado por las ecuaciones

de Hamilton, con p(y) jugando el papel del Hamiltoniano:

v ={y",p(y)} = " 0up(y) (7.24)

Nétese que, en general, f,,(y) y f*” dependen de las coordenadas y*. No obstante, si para un
sistema existen coordenadas globales tales que f,,, y f# adoptan la forma, en términos de bloques

N x Nsip,v=12,...,2N,

0 —I
fw = (7.25)
I 0
y
0 I
= (7.26)
-7 0

entonces dichas coordenadas se denominan coordenadas canénicas, y el espacio de fases recibe
el nombre de espacio de fases canénico. En general, sin embargo, si el sistema no puede ser descrito
mediante coordenadas candnicas, entonces f,,, y f#” dependen de las coordenadas. En dicho caso, el
teorema de Darboux nos garantiza la existencia de una base local de coordenadas para las cuales la
métrica simpléctica adopta la forma descrita en (7.25) y (7.26).

Para finalizar esta breve discusion, cabe destacar que si C;, C; son cantidades conservadas, y

C; — X, se encuentran en involucion, entonces
{Ci,C;} =0= [X¢,, Xc,] =0 (7.27)
Esta ecuacién quiere decir que se pueden encontrar coordenadas C; tales que

B
X . p—
¢ = ac;

(7.28)
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7.2. Modelos integrables

Las propiedades descritas en la seccién anterior son vdlidas para cualquier variedad simplécti-
ca. Por otro lado, el espacio de fases de un modelo integrable debe corresponderse con una variedad
simpléctica muy especifica, pues esta debe poseer un corchete de Poisson dual entre otras cosas (véase
[S]). Para estudiar las propiedades de una variedad asi, vamos a asumir que posee al menos dos for-
mas simplécticas distintas. Cada una de ellas tiene asociado un corchete de Poisson, dando lugar a la
estructura de corchete de Poisson dual. Por ejemplo, la ecuaciéon KdV posee los corchetes de Pois-
son {, }1 y {, }2. En lo que sigue, utilizaremos una formulacién tensorial en lugar de un lenguaje
geométrico diferencial.

Una forma de garantizar la existencia de dos estructuras simplécticas distintas es imponer que
la misma ecuacién dindmica pueda ser descrita por dos Lagrangianos distintos de primer orden. Por

ejemplo, sean

Lo = 6, (y)" — Ho(y) (7.29)

y
L =0,(y)y" — H(y) (7.30)
dos Lagrangianos describiendo las mismas ecuaciones de Hamilton, con u = 1,2,...,2N, y# =

M . .
%. Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas son

Juw(¥)9” = 0, Ho(y) (7.31)
y
Fu(y)y” = 0,H(y) (7.32)
siendo
Fur(y) = 0u00(y) — B0, (y) (7.33)
y
Fuu(y) = 0,0,(y) — 0,0,(y) (7.34)
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Asi, las dos formas

1

f= §fuy(y)dy“ A dy” (7.35)
1 o

F =S Fuw(y)dy" Ady (7.36)

son cerradas debido a que f,,, y F},, satisfacen automaticamente la identidad de Bianchi

a)\f,ul/ + a,ufu)\ + an)\M =0 (737)

ONFpy + Opbyn + O Fy, =0 (7.38)

También son formas no degeneradas debido a que las dos ecuaciones (7.31) y (7.32) describen el
mismo sistema dindmico. Asi, f,,,(y) y F}., son dos objetos simplécticos asociados al mismo sistema

dindmico. Sean f*”(y), F*¥(y) sus correspondientes inversas, de manera que
Fur (W) " (y) = 6, (7.39)

Fuw(y)F* (y) = 6, (7.40)

Cada uno de estos tensores contravariantes tiene asociado un corchete de Poisson, dado por

{p(W),a(y)}o = " (¥)Oupr(y)dva(y) (7.41)

{r(y),q(y)} = F*(y)0up(y)0uq(y) (7.42)

de forma que las ecuaciones (7.31) y (7.32) adquieren forma Hamiltoniana:

y" = {y", Ho}o = f""(y)0,Ho(y) (7.43)

g ={y" H} = F"(y)0, H (y) (7.44)

de donde se deduce que
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" (y)0uHo(y) = F*(y)0, H (y) (7.45)

Esta relacién describe la recursividad con la que hemos ido construyendo las cantidades conser-
vadas de la ecuacion KdV. Dadas dos estructuras simpléticas distintas, podemos construir el siguiente

tensor (1,1) no trivial

Si(y) = Fa(w) " (v) (7.46)

Definimos

Uily) = 0, (F0rH () (7.47)

Juntando las ecuaciones (7.43), (7.44) y (7.47), tras realizar algunas operaciones y aplicando que

el tensor f,,,, satisface la identidad de Bianchi, se deduce que

df
f“dt(y) = —Us () () + U2 W) fru(y) (7.48)
Andlogamente,
dF,,
g t(y) = —Up(y)Fa(y) + U (y) Fau(y) (7.49)

Notemos que f., (y) y Fl(y) son dos estructuras simplécticas distintas en la variedad, y que los
Hamiltonianos Hy(y) y H(y) generan cada uno su propio flujo.

De la misma forma, las correspondientes ecuaciones para las inversas f*(y) y F*”(y) son

df* (y)

= UL — fUE (7.50)
AFH
dt(y) = PRUY — UL (7.51)

Por otro lado, para el tensor (1,1) S Z(y), construido a partir de tensores que permanecen inva-
riantes en cuanto a forma bajo el flujo Hamiltoniano, se obtiene, juntando las relaciones anteriores,

que

= SxWUX (y) — U (1) SK(y) (7.52)



Escribiendo dicha identidad en notacién matricial,

B _ s).v(w) (1.53)
La ecuacion (7.53) es una ecuacién de Lax, y en particular si S(y) es lineal en y, entonces esta
ecuacién nos da una representacion de Lax de las ecuaciones dindmicas originales.
En consecuencia, el tratamiento geométrico de la integrabilidad nos ha proporcionado una manera
sistemdtica de construir operadores de Lax a partir de la estructura de corchete de Poisson dual y de
la ecuacion del movimiento. Ademds, la ecuacién de Lax no es mds que una representacién de la

invariancia de la forma del tensor natural (1,1) en la variedad bajo los flujos Hamiltonianos.

La ecuacién de Lax (7.53) tiene implicaciones profundas. Por ejemplo, si definimos

Ky = log |det S| (7.54)
1

K, = ETr(S”) ,paran € Z — {0} (7.55)

y haciendo uso de la identidad

as
Tr P(S)E =Tr(P(s)[S,U])=0 (7.56)
tenemos que
dK,

=0 7.57
7 (1.57)

para todo n € Z.

Es decir, todas las cantidades K,, construidas arriba son automaticamente constantes del movi-
miento.

Sin embargo, no todas estas cantidades son funcionalmente indpendientes. De hecho, como S es
una matriz de dimensién 2N x 2N, todos los K, conn > 2N + 1, asi como todos los (det S)"K_,,
con n > 1 pueden ser expresados como polinomios en K7, ..., Kon. Es mas, ni siquiera todos los
K1, ..., Koy pueden ser funcionalmente independientes debido a que tendriamos demasiadas restric-
ciones en el espacio de fases, y no existiria ninguna dindmica en el sistema. Necesitamos Ginicamen-

te NV cantidades conservadas funcionalmente independientes para integrabilidad. Por tanto, vamos a
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asumir que en dicho conjunto hay exactamente N elementos verificando que son funcionalmente in-
dependientes. Para tener integrabilidad, también necesitamos que dichas cantidades conservadas se
encuentren en involucion.

En aras de probar que se encuentran en involucién, vamos a estudiar mds propiedades de la varie-
dad simpléctica. Dado un tensor (1,1) sobre dicha variedad, podemos construir otro (1,2) de manera

“natural”

Ny = —Nb, = Sa0,S% — S30xSk — Sh (&ﬁé - 8553) (7.58)

Este tensor es conocido como el tensor de torsiéon de Nijenhuis (véase [26]).
Al conocer la evolucién temporal de S}/, podemos calcular la evolucién temporal del tensor de

torsién de Nijenhuis como sigue

m
N,
dt

esta identidad es equivalente a afirmar que el tensor de torsién de Nijenhuis es invariante en forma

= —UaNYy + UGNL, + USN g (7.59)

bajo un flujo Hamiltoniano y que, en particular, una torsion nula en un instante sigue siendo nula en
todo tiempo.

Observemos que para todo n € Z se verifica

Ny (87717 = SA0N K — OaKon i (7.60)

de forma que si dicho tensor se anula, ha de verificarse que

SANKy = 00Kyt (7.61)

es decir,

O, Ky = F'"0, Ky (7.62)

Por tanto, la condicién de que el tensor de torsiéon de Nijenhuis se anule nos da una relacién
de recursividad entre las cantidades conservadas. A partir de esto, la prueba de que las cantidades

conservadas se encuentran en involucion es bastante sencilla:

{Km, Kn}o = "0, Km0, Ky = F* 0, Km0, Kni1 = 10, Km—10,Knt1 (7.63)
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de modo que

{KmaKn}O = {Km—laKn-‘rl}O (764)

Asumiendo que m > n, si iteramos sobre esta ecuacién m — n veces, obtenemos que, para todo
m,n € Z,

{Km,Kn}o=0 (7.65)

De manera similar se puede probar que, para todo m,n € Z,

(K, Ko} =0 (7.66)

Concluimos asi que el hecho de que el tensor de torsién de Nijenhuis se anule garantiza la inte-

grabilidad.

7.3. Enfoque geométrico de la ecuacion KdV

Vamos a deducir la ecuacién de Lax siguiendo el razonamiento anterior [5, 27]. Observemos que
el sistema KdV es un modelo continuo, de modo que hay que generalizar la formulacién anterior con
cuidado. Formalmente, las dos estructuras de Poisson de la ecuacién KdV introducidas en la seccion

2.5 vienen dadas por

F* — D (7.67)

1
" M =D+ 3 (Du + uD) (7.68)

Podemos tratar de entender dichas estructuras utilizando la base de coordenadas donde

F(,) =yl Dla) = 5-6(c ~ ) (1.69)
3
Fa) = WMl = (s + 3 (pou@) ey ) o= @0

Con las condiciones de contorno adecuadas, podemos escribir
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F~(z,y) = (y| D" |z) = e(z - y) (7.71)

siendo la funcién escalén alternada

1
ez —y) =0z —y)—5=—ely—2) (7.72)
de manera que
Oe(x —y)
y
/ dz F(x,2)F Yz, y) = 6(z — ) (7.74)
R

Por otro lado, f~!(z, ) no se puede expresar mediante una férmula cerrada.
Ahora los corchetes de Poisson pasan a ser operadores, y tenemos que encontrar el homologo de

S,.- Una opcién simple pero eficaz es

S(a:,y):/Rdz Fﬁl(m,z)f(z,y) (7.75)

que en el formalismo de operadores adopta la forma

2 1
S=MD1'=D?+ Jut g(Du)D’l (7.76)

Este es un operador de Lax. Notemos que es lineal en la variable u de la ecuacién KdV, pero no
es local debido al término D~

En este lenguaje, la ecuacion KdV se puede escribir como

4= K(u) = (D) + u(Du) (7.77)

obteniendo el segundo operador de Lax como

_ou KW _ ps o, (7.78)
ou ou

U

Y la ecuacién de Lax
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ds(d?y) :/dz (S(z, 2)U(z,y) — Uz, 2)S (2, y)) (7.79)
R

toma la forma

dS

at 7.

il A (7.80)
Si calculamos

5 3 2 3 2 1 , 1
SU =D+ +§UD +§uDu~|—§(Du)D —I—gu(Du) (7.81)

2 1 2 1
US =D+ gD3u + §D3(Du)D_1 + DuD?* + gDu2 + gDu(Du)D—1 (7.82)

podemos expresar la ecuacion de Lax como

2. 1 2
a4 —(Du)D™' ==

Su+ 3 ; ((D*u) + u(Du)) + ! (D((D*u) + w(Duw))) D™ (7.83)

3

si comparamos términos a ambos lados de la igualdad, obtenemos

o = (D3u) 4 u(Du) (7.84)

que es precisamente la ecuacion KdV. Asi, vemos que el tratamiento geométrico puede extenderse

a modelos continuos, por lo menos en el caso KdV.
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Capitulo 8

El Reticulo de Toda

El principal ejemplo en el que nos hemos centrado, la ecuacién KdV, es un modelo continuo. En
muchas ocasiones, un sistema de dimensién finita, con un ndmero finito de grados de libertad, es mas
sencillo de estudiar. Ademas, el tratamiento geométrico del apartado anterior se centra en sistemas

finitos, de modo que vamos a profundizar en ellos ahora. !

8.1. La ecuacion de Toda

El reticulo de Toda (véase [5] o [29]) es un sistema de dimension finita que describe el movimiento
de N masas puntuales en la recta real bajo influencia de una interaccién exponencial. Las ecuaciones
de Hamilton, en términos de las coordenadas candnicas (); y momentos F;, con ¢ = 1,2,..., N,

vienen dadas por
Qi=P ,parai=1,2,...,N (8.1)

Pj — ¢~ (Qi=Qj-1) _ o= (Qj+1—Qj) ,paraj =2,3....N—1
P = —e(@2-Q1) (8.2)
Py = e (@v-Qn-1)

Observamos claramente que la evolucion para las coordenadas de momento no es simétrica. Para

simetrizarlo un poco, aumentaremos el tamafio del sistema a uno de N + 2 masas puntuales con los

extremos fijados en el infinito. Es decir, definimos

'"El material que se trata en este capitulo se puede encontrar en [5, 27, 28, 29].
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Qo = —% (8.3)

QN41 =00 (8.4)

y las ecuaciones de Hamilton se convierten en

Qi=P; 8.5)
Pi — ¢~ (Qi=Qi1) _ ,—(Qit1—Qi) (8.6)
cont = 1,2,...,N. En lo que sigue, seguiremos tomando como validas las condiciones de

contorno de las ecuaciones (8.3) y (8.4), y trabajaremos con las ecuaciones de Hamilton descritas
en (8.5) y (8.6). Observemos también que las coordenadas candnicas no son mds que una seleccion
particular de las coordenadas generalizadas y* del espacio de fases, ya introducidas anteriormente, y

que verifican

Y= Q; yVt = P parai=1,2,...,N (8.7)

8.2. [Estructura de corchete de Poisson dual

El siguiente paso en el tratamiento geométrico del reticulo de Toda es encontrar dos Lagrangianos
distintos que den las ecuaciones de Hamilton descritas en (8.5) y (8.6) como sus ecuaciones de Euler-

Lagrange. El Lagrangiano canénico de primer orden se puede obtener como

N 2N
1 . ) or .
=25 (PQi - Qi) = H(Q, P) = ; 07.(9)3" = Holy) (8.8)
Siendo
N
Hy(Q, P) = Z( P? 4 ¢~ (@1 Qz)) (8.9)
=1

Asfi, la estructura simpléctica toma la forma
Fur(y) = 0,07 (y) — 9,61 = (8.10)
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es decir, tenemos la estructura simpléctica canénica de la variedad, para la que

1 2N 2N N
f= 2212;fw(y)dy“dy”:—Z;in/\dPi 8.11)
p=1rv= 1=

Por otro lado, f#¥(y) se obtiene facilmente invirtiendo la matriz de (8.10)

0 I
() = (8.12)
~I1 0

Un segundo Lagrangiano que nos dé las mismas ecuaciones de Euler-Lagrange se puede obtener

como
2l N1 . .
L= 6, —Hy)=> <(2P3 + e‘@iﬂ—@)) Qi + m(P)Pz) ~H(Q,P) (8.13)
pu=1 i=1
donde
1 N
mi(P) =53 eli=i)P; (8.14)
7=1
N1
H(P,Q) =) g P} + (P + Prya)e (@@ (8.15)
=1
Siendo
1 ,si2>7
€(l—J) =140 ,sii=j (8.16)
-1 ,si1<j

La estructura simpléctica asociada a este Lagrangiano adquiere la siguiente forma matricial en

términos de bloques N x N

A —-B
Py = (8.17)
B FE
donde los bloques verifican
Aij = 5Z.+Lje—(Qi+1—Qz‘) _ 5i,j+1€_(Qj+l_Qj) (8.18)
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By = Pibi; (8.19)

Eij =¢€(j —1) (8.20)
y la forma simpléctica tiene la forma
2N 2N
Z > Fu(y)dy* Ady” (8.21)
u lv=1

que es equivalente a

N N N
1
F=Y e @n=@)g0, AdQii1 — P,dQ; NdP; + = e(j —i)dP; A dP; (8.22)
9 J
i=1 i=1 j=1

Sea el (1,1)-tensor

Z ()Y (y) (8.23)
con la forma matricial asociada
B A
SZ = (8.24)
-F B

Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a ambos Lagrangianos coinciden si se verifica

2N 2N
S F (), H(y) =Y " (y)0yHo(y) (8.25)
v=1 v=1
es decir, si
2N 2N
=33 Fu) ()0 Holy) (8.26)
A=1v=1
equivalentemente, si
2N
= S4(y)duHo(y) (8.27)

Se puede comprobar, haciendo uso de las ecuaciones anteriores, que estas identidades si se sa-

tisfacen. Por tanto, hemos probado que las ecuaciones de Toda son compatibles con una estructura
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simpléctica dual. Hemos construido dos estructuras simplécticas distintas para el sistema de Toda, asi
como el (1,1)-tensor S}/ (y) asociado a las mismas. Ahora podemos aplicar el tratamiento geométrico

estudiado en el capitulo anterior a este caso particular (véase [29]).

8.3. Cantidades conservadas

Ya hemos visto como calcular las cantidades conservadas a partir del (1,1)-tensor S}, (y). A modo

de ejemplo, calculemos unas pocas:

N
Tr(S) =2Tr(B) =2) P, (8.28)
i=1
De forma que
1 1 al
Hy= ;K1 = Tr(S) = ;Pi (8.29)

es la primera cantidad conservada. Esta cantidad se corresponde con el momento total del sistema,
y su conservacion es consecuencia de la invariancia translacional del mismo. Es decir, Q; — Q; + a

A continuacién, notemos que

Tr (5%) = Tr (2B® — (AE + EA)) (8.30)
Tras simplificar, obtenemos que

1
HQ = §K2 ZTI' S2 Z P2 +€ (Ql+1 Q ) = O(Q?‘P) (831)
=1

Este Hamiltoniano es el asociado a la primera estructura simpléctica y puede ser considerado

como la energia del sistema candnico. Escribamos las dos siguientes cantidades conservadas

—_

N
H 7K3 _ 7Tr 53 _ Z L (P, + Pii1)e —(Qi+1—Qi) _ H(Q,P) (8.32)

C‘.O

| —

Hy=-K,= éTr (%) (8.33)

1 0. 1 50 _o. O e O
ZPZ4+ (Pi2 + PPy +Pi2+1) e—(Qz-H Qi) + 56 2(Qi+1—Qi) te (Qir2—Q4) (8.34)

|
'MZM

=1
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Es claro que las cantidades conservadas

1

K
" 9n

Tr (S™) (8.35)

involucran, entre otras cosas, términos proporcionales a Tr (B"™). Estos darfan lugar a términos

dependientes del momento de las cantidades conservadas, que tendrian la forma

N
> opr (8.36)

i=1
paran =1,2,..., N. Es claro que estas cantidades son independientes. Concluimos que de todas las
cantidades conservadas dnicamente N, por ejemplo (Hq, ..., Hy) son funcionalmente independien-

tes. Este nimero es precisamente el nimero de cantidades conservadas necesarias para probar que el
sistema de Toda es integrable (véase [5], [28] o [29]). Por supuesto, también debemos probar que se

encuentran en involucién, que es lo que haremos a continuacidn.

8.4. El tensor de Nijenhuis

Tal y como hemos visto en el ultimo capitulo, que se anule el tensor de Nijenhuis asociado a Sy
implica que las cantidades conservadas K, se encuentran en involucion. La forma explicita del tensor

de Nijenhuis es, en este caso,

2N
Nly = 3 20085 — S30aSh — S (98} — 9552) (837)
A=1

Es obvio por la propia definicion que

Ny =Nk, (8.38)

Para ver si es nulo el tensor de Nijenhuis, vamos a empezar estudiando las componentes N_ 5, con

1=1,2,...,Nya,8=1,2,...,2N. Si representamos estas componentes explicitamente,
Nig = 0 (Shre™(@mQ) = 5,y e(@mQu) (8.39)
5 (5;; e (@Qs) _ 5%_16—(%—%—1)) (8.40)
001 [e(B—i+1)—e(f—i) e (Qw—Qs) (8.41)
—Saprple(@—i+1)—e(a—i)e @a+1=Qa) (8.42)

Utilizando la identidad

€ (Oé — 1+ 1) — € (Oé — Z) = (50171' + 6a,i—1 (8.43)
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se deduce que todas las componentes con los indices mencionados se anulan, Ng 3=0
Si repetimos el desarrollo para las componentes N’+N pen coni, g,k =1,2,... N, vemos que

también se anulan

NN oy = Pidioj — Pioi85 — Pidios, + Pibot = 0 (8.44)
En cuanto a las componentes N ’i% 5> enemos que
NN = =01 (. yyem @m0 — g o=@ (8.45)
— bk (5;,“67(@#17@1) _ 5;'.716*(%‘*@171)) (8.46)
+Ghpr [ — k) —€(j — k= 1) e” @) (8.47)
FO_le(G—k) —e(j—k+1)] e (@@r-1) (8.48)

Volviendo a utilizar (8.43), se tiene que N o k: = 0 también.

Finalmente, las componentes Nj“,; también se anulan:

0 . (OO i (O —Os
N],k (P P) — 8Q (5}“_16 (Qi—Qi—1) _ 5i_je (Qiv1 Qz)) (8.49)
— (P, — P) — 30, ( HEL: —(Qi—Qi-1) _ 5;_16_(Qi+1—Qi)> (8.50)
=0 (8.51)

Si juntamos que las componentes estudiadas se anulan con la propiedad de antisimetria (8.38), con-

cluimos que el tensor es nulo:

Nt =0 (8.52)

Hemos visto en el capitulo anterior que cuando el tensor de Nijenhuis se anula, existe una relacién de

recursividad para las cantidades conservadas. En este caso, esta relacién toma la forma
OuHni1 =Y _ S0 H, (8.53)

La relacion de recursividad implica que las cantidades conservadas se encuentran en involucién. Asi,

acabamos de probar que el reticulo de Toda es un sistema integrable.

8.5. La ecuacion de Lax

Ya hemos visto que la ecuacién de Lax juega un papel crucial a la hora de estudiar modelos

integrables. En el tratamiento geométrico de los mismos, hemos visto un método sisteméatico que nos
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permite construir operadores de Lax. Para la ecuacién de Toda, se verifica (véase [5])
Us(y) = 0 (1 0nHa () = 0, (£ 05 Ho(y)) (8.54)
Al corresponderse f#* con el corchete de Poisson candnico y ser por tanto constante, tenemos
Uy (y) = " 0u0:Ho(y) (8.55)

En términos de bloques de tamafio N x N se tiene

0 —-D
UZ = (8.56)
I 0
Con
Dl = (53 _ 5g+1) e~ (Qit1-Qi) | (53 _ 53_1> o~ (Qi—Qi1) (8.57)
Asi, la representacion de Lax de las ecuaciones de Toda
ds
— =15U 8.58
o =[5l (8.58)
toma la forma matricial
dB  dA
@ %\ _ (A-DE —[BD]
P (8.59)
- o 0 ED - A
Es decir, basta con estudiar las ecuaciones matriciales
dE
— =0 8.60
7 (8.60)
dA
— =—|B,D 8.61
o= B.D) (8.61)
dB 1
— =A-DE=—-[E,D 8.62

Nétese que (8.60) se verifica trivialmente, por lo que tenemos solo dos ecuaciones matriciales inde-

pendientes. Si las trabajamos con detalle, obtenemos respectivamente que
Qi =P (8.63)

P, = ¢~ (Qi=Qi1) _ ~(Qi+1-Qi) (8.64)

Que no son més que las ecuaciones de Toda obtenidas anteriormente. Con lo cual, ambas formulacio-
nes son equivalentes. También podemos construir las representaciones de Lax para las ecuaciones de

mayor orden en la jerarquia KdV. En este caso, el operador de Lax es

(Un)z - 8M <fy)\a)\Hn) = fl//\aua)\Hn (865)
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Conocemos la forma de este operador porque los hamiltonianos n-ésimos son conocidos. De esta

manera, la ecuacién de orden n de la jerarquia KdV se puede escribir en el formalismo de Lax como

dS
o = [S.U] (8.66)

La construccién que hemos realizado para los operadores de Lax se basa en el tratamiento geométrico
de la ecuacion KdV. Debido a esta naturaleza simpléctica, el par de Lax estd formado por matrices de
dimensién 2N x 2N. Este caricter se puede observar en las ecuaciones (8.62) y (8.61). La primera es
una ecuacion matricial diagonal, y la segunda es antisimétrica. Existen otras representaciones de Lax
de este sistema que no tienen origen geométrico. Por ejemplo, el par de Lax convencional de Flaschka

y Moser [28] viene dado en términos de matrices de dimensién N x N y tiene la forma

1 . . .
S = 3 (Pi(sz? + 5ZJ,+16—(Q¢+1—Q1')/2 + 5l¥+1€—(Qj+1—Qj)/2) (8.67)
s 1 . .
)= 3 <5§+16—(Q¢+1—Q¢)/2 + 5ZJ+16—(QJ'+1—QJ')/2) (8.68)
Por supuesto, la ecuacién de Lax A
s 5
= - [s, U} (8.69)

contiene la misma fisica del problema que la formulacién dada por (8.1) y (8.2). Separemos el opera-

dor de Lax S en una parte diagonal y en otra que contenga su informacién fuera de la diagonal:

S) =Bl + 4] (8.70)
1

BlJ — ipi(;g (8.71)
AZ = % <5g+16_(Qi+l—Qi)/2 + 55“6—(@14-1—@1)/2) (8.72)

Notemos que la matriz diagonal B se diferencia de B solamente en una constante multiplicativa. La
matriz con elementos Unicamente fuera de la diagonal, fl, no obstante, es simétrica, mientras que A
es antisimétrica. Esto hace que, pese a que las estructuras parezcan similares, la naturaleza de los
operadores sea distinta. Con la descomposicién que hemos realizado, podemos separar la ecuacién

convencional de Lax en dos ecuaciones matriciales de matrices de dimension N X N:

dA

@ [B, U} (8.73)
%B - [A, U] (8.74)

Una vez mds, pese a que la informacioén fisica contenida en (8.73) y (8.74) sea la misma que en (8.62)
y (8.61), las estructuras vuelven a ser muy diferentes. Por ejemplo, la ecuacion (8.73) es una ecuacion

matricial simétrica, mientras que (8.62) viene definida por una matriz antisimétrica.
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Capitulo 9

Formulacion de Zakharov-Shabat

Hasta ahora, hemos estudiado esencialmente dos modelos integrables: el modelo continuo de la
ecuacién KdV vy el reticulo de Toda de dimension finita. No obstante, existen muchos otros modelos
que también son integrables. La pregunta natural en este punto es si se pueden describir todos estos
modelos de manera unificada, y la respuesta es que si.

Cuando trataban de entender la ecuacién de Schrédinger no lineal, que es integrable, Zakharov
y Shabat utilizaron un método que mads tarde fue generalizado por Ablowitz-Kaup-Newell-Segur
(AKNS) para describir otros modelos integrables. Este tratamiento hace uso de un operador de Lax
que es de primer orden en la derivada %, en contraposicion con la formulacién de orden 2 que hemos

estudiado en el método de Lax'.

9.1. Formulacion de primer orden

En la formulacién de primer orden, la ecuacién de evolucién no lineal se obtiene como la con-
dicion de consistencia de un par de ecuaciones. El procedimiento es el siguiente: partiremos de las
ecuaciones de Lax, que tienen lugar en una dimensién. Pasaremos a un sistema bidimensional, y escri-
biremos una ecuacién diferencial lineal de primer orden en = y en ¢. Para ello, usaremos matrices de
Pauli, y el sistema que describiremos serd totalmente general. Los pardmetros que utilizaremos seran

arbitrarios. Finalmente, impondremos condiciones de compatibilidad para determinar el par de Lax.

Lo esencial de lo que vamos a contar se encuentra en [5], y dicha informacién se puede ampliar en [28, 30, 31].
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Se ha probado en el capitulo 4 que si

L) = ~Xo() a
20 _ tB), Loy ©2)
9ult) _

o B(t)y(t) ©.3)

el parametro espectral A es independiente del tiempo. Estudiar la ecuacién de Lax como una condicién
de compatibilidad es bastante util.

En la formulacién de primer orden, nos gustaria que L(t) fuese lineal en a%' Vamos a tratar de
generalizar las ecuaciones anteriores de la misma forma que lo hicieron Zakharov y Shabat [30], es
decir, pasando a ecuaciones matriciales con matrices de dimension 2 x 2. Para ello, vamos a introducir

las matrices de Pauli:

0 1 0 —i 10
o = oy = o3 = 9.4)
10 i 0 0 -1
Sean
1 . 0 1 1 . 0
oy = =(01 +iog) = o- = (o1 —iog) = ©-5)
2 0 0 2 10

Se verifican las siguientes identidades

1
Ui =02 =0, o3 =1, 04+03 = —0304, o+0 = 5(]1:& 03) (9.6)

Definiendo el espinor ¢ como

¢1
¢ = 9.7
b2
podemos generalizar las ecuaciones (9.1) y (9.3) como ecuaciones matriciales de primer orden
0 )
20 = (4o + 70— iCo3) 0 9:8)
T
99
% (Poy + Qo + Ros) ¢ 9.9)

donde las variables dindmicas g(x,t) y r(x,t) no dependen del pardmetro espectral ¢, que hemos
asumido que es independiente de z y de ¢. Las funciones coeficiente P, (), R, por otro lado, dependen
de ¢ y son funcionales de ¢(x,t) y 7(z, t). Tras calcular las derivadas cruzadas de las ecuaciones (9.8)

y (9.9), imponemos que coincidan, y las condiciones para que esto suceda son:
R, =qQ —rP, Q= 2rR — 2iQ, q = P +2qR + 2iCP (9.10)
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Bajo dichas condiciones, las ecuaciones (9.8) y (9.9) definen el par de Lax que buscamos para este

sistema bidimensional. Vamos a escribir el par de operadores de manera explicita:

L:%—qa+—ra_+iC03 , B = Poy + Qo_ — +Ros 9.11)
de forma que
oL
— =[B,L 9.12

Observemos que, tal y como buscdbamos, la ecuaciéon de autovalores de L es una ecuacién di-
ferencial de primer orden. El resultado es que disponemos de un marco general con el que podemos
decidir si un sistema es integrable, y esto pasa por encontrar variables dindmicas y funciones coefi-

ciente adecuadas, con la forma dada en (9.11), que satisfacen las ecuaciones (9.10).

9.2. Sistemas integrables no lineales

Vamos a tratar de describir varios modelos integrables no lineales de forma unificada, haciendo
uso de la formulacién anterior. Es decir, trabajaremos con unos ejemplos y trataremos de encontrar

dichas variables y coeficientes en los mismos.

9.2.1. KdV

Fijemos r» = 6. Se deduce

1 iC 1 1 i
R=—Q,— = P=-qQ— — —= 9.13
5% ¢ , 519 — 75 Qe + 55 Qa (9.13)
Por tanto, en virtud de (9.10) se obtiene que
S VE SN Y7C R e e ©.14)
qt = o Wi 3(] x 6q:n 18 ¢® .
Si ademds escogemos ¢ = — z=u(, t) tenemos que
u =g D +§(Du+uD) Q+2"DQ (9.15)

Que no es més que la ecuacién encargada de generar la jerarquia del sistema KdV, tal y como hemos
visto en la ecuacion (4.57) de la seccién 4.5. Por tanto, la ecuaciéon KdV es integrable, asi como todas

las ecuaciones de la jerarquia KdV.
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9.2.2. MKdV

Sear(x,t) = q(x,t) = —%v(m,t}. Se deduce

P—Q=—i 6<Rx) (9.16)

De la misma forma,

V6 <Rz> 2 V6 (Rz> 2
P+Q=—|(—| +—vR=(P+ =—|— + — (VR 9.17
e=50 () e e =5 () v, o
Juntandolo todo, se tiene que
31 ( Ry 1 . ( Rz
_ 2l z i 18
vt 2<<U>M+C(UR)I+1C(U) (9.18)
Tomando ahora
1
R=—i <—4<2 + 3@2(:,:,75)) (9.19)
se concluye que
Vt = VUggg + 'UQU:v (9.20)

que es justamente la ecuacién MKdV. Por tanto, la ecuacién MKdV es integrable.

9.2.3. Ecuacion de Schrodinger no lineal (NSE)

Escojamos q(z,t) = vk o*, r(x,t) = Vk 1, donde k € R es una constante arbitraria y 1(z, t)

es una funcién compleja. Se tiene, entonces, que

k
Q=" pr 9.21)
||
Ahora, si tomamos
R = 2iC2 + ik p 2L 0 = iV, — 20VEY (9.22)

Las ecuaciones de evolucidn, en este caso, es como sigue

ithy = —gn + 2k [|* ¢ (9.23)

Esta es la ecuacion de Schrodinger no lineal. El pardmetro k es el encargado de ponderar la fuerza de

la interaccién no lineal (véase [32]). También queda probado que la NSE es un sistema integrable.
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9.2.4. Ecuacion sine-Gordon

Sean

o t) = —a(e,t) = Senlent)

Se deduce que
R 7
= — cosw
4¢
Asi, 1a ecuacion de la evolucion es

Wyt = sSinw

Que es justamente la ecuacion sine-Gordon. Por tanto, este sistema también es integrable.

9.2.5. Sinh-Gordon

De forma similar, escogemos

o t) = g 0) = genlet)

Asi, la ecuacion del movimiento es

Wyt = sinh w

P:Q:;—Csinw

Q=-P= isimhw

(9.24)

(9.25)

(9.26)

9.27)

(9.28)

es decir, la ecuacién sinh-Gordon. En consecuencia, el sistema descrito por la ecuacién sinh-Gordon

es integrable.

La discusién anterior muestra como varios modelos integrables pueden ser descritos de una forma

unificada en la formulacién de primer orden, la cual implica directamente que son sistemas continuos

integrables.
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Capitulo 10

Conclusion y cierre

En este trabajo se han estudiado varias propiedades de la ecuacién KdV, y se ha demostrado que
es integrable utilizando la transformada de Miura.

Posteriormente, se han introducido varios métodos generales que surgieron con el estudio de siste-
mas integrables. En todo momento, se han aplicado estos métodos a la ecuacion KdV, obteniendo asi
varias formulaciones equivalentes del problema. En particular, el par de Lax, la geometria simpléctica
con el tensor de Nijenhuis y la formulacién de Zakharov-Shabat permiten describir tres formulaciones
equivalentes al problema original KdV.

Por motivos de espacio, no se ha podido abordar el tema de la dispersién inversa (tanto cldsica
(que se puede estudiar en [5], [33] o [34]) como cudntica (véase [35])).

A continuacion, se ha estudiado el reticulo de Toda, un sistema con un nimero finito de grados de
libertad. Se ha hecho efectiva la prueba de que se trata de un sistema integrable. No obstante, y otra
vez por falta de espacio y tiempo, no hemos podido trabajar el reticulo de Toda desde un punto de
vista de teoria de grupos (consultar [29] para mds informacién), y nos hemos tenido que conformar
con hacerlo desde un enfoque geométrico.

Finalmente, cabe destacar que hoy en dia existen numerosos problemas abiertos en este campo,

muchos de ellos relacionados con dlgebras de Lie, que invitan a un mayor estudio del mismo.
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