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Introduccion

En curso estdndar de teoria cuantica de campos (QFT) —especialmente cuando esta pensado
desde la fisica de altas energias— se aprende a calcular diagramas de Feynman, amplitudes de scattering
y a renormalizarlas. Esto significa que es un estudio de las QFTs centrado en hacer desarrollos pertur-
bativos' .En este trabajo estaremos interesadas en un tipo particular de QFTs, las teorias conformes
de campos(CFT). Mas que escribir un lagrangiano, leer sus vértices y, a partir de él, calcular expan-
siones perturbativas de las funciones de correlacion, pretendemos estudiar qué restricciones impone la
simetria conforme a las funciones de correlaciéon exactas.

Si bien es cierto que la QFT es el lenguaje de la naturaleza®, estudiar CFTs no es deseable so-
lamente por ser un problema técnicamente mas manejable sino porque es algo presente en nuestra
realidad: cuando miramos a las teorias «desde lejos» la mayor parte de detalles microscopicos pierden
la importancia y se suele terminar por tener invariancia bajo cambios de escala®[1]. En particular, las
CF'Ts son muy importantes para modelizar toda clase de fenémenos criticos en mecanica estadistica y
materia condensadal?|. De hecho, el conformal bootstrap, una filosofia que pretendemos explicar en el
trabajo, da algunos de los resultados més precisos que se conocen para asuntos tan «reales» como el
cambio de fase del agua [3].

Al mirar un libro de texto de teorias conformes como [1] podriamos pensar que las CFTs no tienen
nada que ver con el resto de QFTs que conocemos. Esto no es cierto, en primer lugar, porque las
CFT son un tipo especialmente simétrico de QFTs. Ademés, si seguimos las ensefianzas de Wilson
vy nos planteamos esto desde el punto de vista del grupo de renormalizacién, nos damos cuenta de

que CFTs y QFTs estan estrechamente relacionadas. De forma abstracta, la manera «moderna» de

LAlgo que tiene sentido, pues QFT no perturbativa es algo que no sabemos hacer, al menos en general. Se trata de
uno de los problemas abiertos a los que se enfrentan las fisicas de este siglo. La holografia y el bootstrap, que presentamos
en este trabajo, son dos de los métodos que se utilizan para ello.

2En el sentido de que es cuantica (el principio de incertidumbre parece ser un principio) y a la vez relativista
(estrictamente causal), y esto nos lleva irremediablemente a los campos cuanticos, como motivamos en el apéndice A.

3En general la covariancia Lorentz y otras condiciones terminan haciendo que casi siempre se tenga al grupo conforme
completo como simetria del sistema.
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Figura 1: Representacion de varias teorfas distintas que llegan al mismo punto fijo en el IR. Figura 1
de [1].

entender las QFTs — en este caso las completas en el UV*~ es identificaindolas con el flujo del grupo

de renormalizaciéon entre dos CFTs:
CFTyvy

CFTrRr

QFT

Entonces, podemos pensar que los puntos fijos del grupo de renormalizaciéon —que son CF'Ts— pues sus
funciones beta son idénticamente nulas— son las marcas en el camino que nos guiaran en el espacio de
todas las teorias. Es decir, aprender CF'Ts nos va a ayudar a entender muchos aspectos de QFT.

Cuando pensamos en las QFT como algo que viene dado por un flujo del grupo de renormalizaciéon
nos damos cuenta de que muchas teorias distintas pueden ir a parar a un mismo punto fijo. Esto,
traducido a la vida real, significa que muchos problemas fisicos distintos que pueden estudiarse a través
de la misma CFT (el punto fijo en el IR, como se ilustra en la figura 1). En el apéndice A trabajamos
continuamente con el ejemplo de la teoria A\¢?, que es conforme en 4 dimensiones. Estudiamos, por
ejemplo, el punto fijo de Wilson-Fisher, que sirve para describir el punto critico del modelo de Ising 3
dimensional [2]. Es sorprendente que el mismo punto critico aparezca al trabajar con algo tan distinto
al ferromagnetismo como el cambio de fase del agua|3|. Tiene que ver con entender que no nos importan
los detalles microscopicos del lagrangiano sino que nos basta con saber cuél es la teoria que describe el
sistema en dicho punto fijo, a esta idea se la llama universalidad critica. Los ejemplos anteriores son
en el euclideo pero en signatura lorentziana tenemos la temperatura critica del * He superconductor [7],
que viene descrita por la misma CFT. Esto es algo muy bonito: no es solo que los resultados teéricos
sean compatibles con los experimentales sino que efectivamente todos coinciden, lo que nos permite,
entre otras cosas, «ver» una rotacion de Wick en la naturaleza.

Otro uso, quizé inesperado, de las CFTs, viene de la mano de la holografia. Igual que sabemos que

la naturaleza es cuantica y relativista —y asf llegamos a que los campos cuanticos aparecen si o si en

4En general, en caso de que la QFT no sea completa en el UV tendriamos que pensar esto mismo pero con un @nico
punto fijo en el IR (no podemos pensar que a altas energias venga de ninguna otra teoria).

5En general, las funciones beta de una teorfa representan un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:
al resolverlo encontramos trayectorias que van entre los distintos puntos fijos. De esto hablamos en el apéndice A. Esas
trayectorias son precisamente lo que estamos identificando con la QFT.



nuestro dia a dia—, que la geometria del espaciotiempo (visto como un todo) tiene que ver con la materia
y con la gravedad tal y como la observamos es un hecho indiscutible . Estos dos enfoques: el cuantico
relativista y el de la relatividad general, son aparentemente contradictorios. Pero al mundo no le importa
que sepamos o no describirlo: hay fendémenos relacionados con la gravedad en los que no se pueden
despreciar los efectos cuanticos. Esto sucede al estudiar singularidades como las de los agujeros negros
0, en cosmologia, al tratar de entender el Big Bang. Si bien el problema de la estructura microscépica
del espaciotiempo, el de la gravedad cuantica (QG), no esta resuelto, hay consenso respecto a que
QG tiene que ser holografica, en el sentido de que magnitudes que habitualmente esperarfamos que
escalaran con el volumen lo hacen con el area. Esto significa que hay ciertas evidencias de que, aunque
no sepamos construir una teorfa cuantica de la gravedad, esta va a ser dual —es decir, equivalente— a una
teoria cuantica en la frontera de ese espacio. La mejor realizacién de este principio hologréfico se hace
en espacios AdS, donde la teoria cuéntica es precisamente una teoria conforme. Entonces, aprender
CFTs sera también abrir la puerta a entender ciertos asuntos de QG.

El trabajo tiene tres partes diferenciadas: en la primera estudiamos CFTs en espacios planos,
haciendo especial enfasis en las restricciones que imponen las simetrias conformes en la teoria mientras
que en la tdltima presentamos unos resultados nuevos sobre funciones de correlacion a dos puntos en
CF'Ts con temperatura y carga finitas, es decir, en una geometria no trivial. Esto ultimo lo hacemos
utilizando la dualidad AdS/CFT, que explicamos en la segunda parte.

Asi, en el primer capitulo estudiaremos el grupo conforme de una variedad plana y sus representacio-
nes: los operadores y estados con los que vamos a trabajar en nuestras CFTs. Aqui ya nos encontramos
con muchos ejemplos de por qué una CFT es una QFT bastante especial: definimos y estudiamos los
operadores primarios y los utilizamos para organizar el espectro de la teoria de una forma que no seria
posible sin estas simetrias «extra». En el segundo capitulo utilizamos lo aprendido del grupo Conf(d)
para razonar que las funciones de correlaciéon a dos y tres puntos estan completamente fijadas por esta
simetria conforme. También hablamos de la OPE y del conformal bootstrap para explicar cémo una
CFT es una teoria dada por un conjunto pequeno (aunque infinito) de nameros al que llamamos CF'T
data.

En el tercer capitulo estudiamos la dualidad AdS/CFT. Primero lo hacemos desde el punto de
vista de las simetrias y después explicamos una realizacion concreta en teoria de cuerdas [6]. Esto
nos permite derivar, utilizando teorfas de gravedad, algunos resultados que mostramos en los primeros
capitulos. Por ultimo, introducimos la aproximacién geodésica, con la que volvemos a obtener la funcién
de correlacion a dos puntos en una CFT de una forma que podremos exportar directamente al calculo

con temperatura y carga finitas del dltimo capitulo.



En el ultimo capitulo estudiamos CFTs a temperatura y densidad de carga finitas utilizando ho-
lografia. Esto se corresponde con poner nuestra CFT en una geometria no trivial (S* x R?1), lo que
hace que la estructura de las funciones de correlacién sea mucho mas rica. En primer lugar revisamos
la realizacion de la dualidad hologréfica a temperatura finita [7] y justificamos por qué razén el dual
holografico de estas teorias va a ser un agujero negro. En nuestro caso serda una version 5 dimensional
del agujero negro de Reissner—Nordstrom®, para el que calculamos la temperatura en funcién de los
parametros de la métrica y hacemos un repaso de algunos resultados de CFT a temperatura finita [3].

Por tltimo, utilizando todo lo aprendido en los capitulos anteriores, calculamos perturbativamente
la funcion de correlacion a dos puntos de un operador escalar con dimension conforme A > 1 en una

CFT a temperatura y densidad de carga finitas.

5En realidad proviene de una reducciéon dimensional de una solucién de SUGRA 10d, lo vemos en la seccion 4.3.



Capitulo 1

Teorias conformes de campos

Las isometrias son algo a lo que estamos muy acostumbradas:
seguramente en la primera semana en la universidad escribimos
una matriz de rotaciéon y cualquiera entiende que rotar o mo-
ver las cosas no hace que su forma cambie. Sin embargo, cuando
pensamos en abstracto en las simetrias conformes, las que dejan
invariantes los dngulos, parece que nos resulta més dificil enten-
der como funcionan, aunque en realidad si que convivamos con

ellas en el dia a dia al hacer zoom en una foto o ver patrones frac-

tales! en el arte o la naturaleza (figura 1.1). El objetivo de este

Figura 1.1: Un romanescu.

capitulo es aprender algunas ideas fundamentales sobre las CFTs.

Para ello necesitamos, en primer lugar, familiarizarnos con estas simetrias. Esto es lo que haremos en
la primera parte del capitulo (secciones (1.1), (1.2) y (1.3)): estudiar el grupo y &lgebra conformes?.
Después de entender las simetrias espaciotemporales de nuestras teorias tocara preguntarse cuéles son
los objetos que van a formar parte de nuestras CF'Ts: los operadores y los campos. La respuesta a esto
tiene que ver con las representaciones del grupo conforme y en particular con escoger unos nimeros
cuénticos adecuados. Ademas, la rica estructura del algebra conforme hace que en estas teorias existan
unos operadores «especiales» a los que llamamos primarios, que nos permiten organizar el espectro
de la teoria de una forma particularmente sencilla. De entender esto nos encargamos en la segunda

parte del capitulo (seccion (1.4)). Por dltimo explicamos la correspondencia que hay entre operadores

y estados en una CFT trabajando entre medias con la cuantizacion radial (seccion (1.5)).

!Casi fractales: habra una distancia que no podremos resolver. Volvemos a la idea de teoria efectiva y de distancia
caracteristica.

2 Aunque algunas cosas las estudiamos en general, mayoritariamente nos centramos en el caso en que la variedad que
representa nuestro espaciotiempo es plana.



1.1. Grupo conforme: algunas definiciones equivalentes

Las transformaciones que dejan invariantes localmente los dngulos se llaman transformaciones
conformes. En este capitulo nos vamos a restringir casi absolutamente al caso plano®, pero antes
vamos a sacar algunas ecuaciones interesantes para el caso general* siguiendo el capitulo VIIL.2. de
[9]. Consideramos una métrica g, (x) cualquiera, que se transformara bajo un cambio de coordenadas
x — 2/(z)° de tal forma que ds? se mantenga invariante:

oxt Ox"
= 905070 e

dz'Pdz' = g7, (2') dz'Pda’®.

La definicién de transformaciéon conforme es equivalente® a que la métrica no cambie salvo por un

factor local de escala:
91/70 (:U’) =0? (:U’) 9po (ac’) J (1.1)

Estas transformaciones forman el grupo que queremos estudiar. Para ello, es muy inteligente® empezar
por entender las versiones infinitesimales: 2/* = 2# + ¢ #(x) + O(£2). Como consecuencia, el factor
de escala se transforma como Q7 (z') = 14 e k(x) + O (¢?) donde £(z) es una funciéon que todavia no

sabemos determinar. Si desarrollamos la ecuacion (1.1) hasta O(e) llegamos a

g;wap&u + gpvaagv + g)\a)\gpo + KGpo = 0.

Si ahora contraemos con la inversa de la métrica ¢g*? y consideramos que el espacio es d-dimensional

(9p09”° = d) podemos despejar xk = 20 - ¢ y llegamos a la ecuacion que describe los vectores de

3En realidad, hay muchas superficies cuyo grupo conforme es muy interesante. Por ejemplo, el grupo conforme de
una esfera (S?) es el grupo de Moebius, generado por las inversiones. Esto es particularmente interesante porque ya
sabemos que S2 22 CU {co} y de hecho, las aplicaciones conformes en variable compleja no son mas que los isomorfismos
analiticos. Ya veremos por qué es tan sutil el caso 2 dimensional. En el altimo capitulo estudiaremos precisamente CFTs
sobre variedades no triviales asi que volveremos a esto.

4La palabra técnica seria grupo de transformaciones conformes de una variedad diferenciable pseudoriemanniana,
que tiene una métrica g no degenerada en todo el espacio.

5Podemos decir que estamos considerando una transformacion pasiva: dejamos el sistema igual y cambiamos el
sistema de coordenadas.

SCualquier transformacion de este tipo deja invariante el producto escalar de dos vectores = los angulos entre dos
cosas cualesquiera.

"El cuadrado en § es solamente una convencion en la literatura. De esta definicion ya se sigue entonces que forman
un grupo pues g, () = Q3(z)gp (z) = Q3(2)Q(2)gpe(z) = (Q2(2)Q1(x))? gpo (). Cuando Q = 1 recuperamos las
isometrias de la variedad.

8Se lo debemos a Lie por entender los grupos continuos como variedades diferenciables y, siguiendo las ideas de los
creadores del céalculo infinitesimal, plantearse estudiar la versiéon linealizada de estos.



Killing conformes®:

2
guoapgﬂ + gpvaafv = _(gAaA + ga : g)gpa

De aqui en adelante nos centraremos en el caso plano. Merece la pena sin embargo comentar una
iltima cosa en lo que a variedades arbitrarias se refiere: como las variedades pseudo-riemannianas
vienen caracterizadas por su métrica'?, tiene sentido decir que dos métricas que se puedan escribir
como en (1.1) estan conformemente relacionadas. En particular, si g, (z) = Q(z)?n,,, diremos

que esa superficie es conformemente plana.

1.2. El algebra conforme

Hay muchas formas de llegar al algebra conforme dando vueltas a las ecuaciones anteriores, uti-
lizamos ideas de |9], [10] y [/ 1]. En primer lugar, volvemos al espacio plano: llamaremos en general
grupo conforme al grupo formado por las transformaciones conformes sobre R” o R1:%1. Considera-
mos ¢y, (x) =y, con 1, = diag(—1,1,...,1): el espacio de Minkowski d dimensional'!. La ecuacién
(1.1) se reduce a

2
6050 + 8a€p = gnpaa : f (1~2)

Nuestro objetivo es encontrar el algebra de Lie del grupo conforme. Esta tendra por base a los vectores
de Killing conformes, definidos por esta ecuacion. Por lo tanto, queremos escribir todos los generadores
&M consistentes con (1.2). Para ello, podemos deshacer k = %8 -{ y aplicar 0, a la ecuacion anterior
para llegar a una condicién sobre k que, recordemos, es la transformacion infinitesimal de la métrica

bajo una transformacion coforme:
(d—2)0,0,6 = —1pdr = (d—1)0%k =0 Z& (d—1)(d—-2)0,0,6 =0 2 9,8,k =0. (1.3)

El caso d = 1 es trivial pero d = 2 tiene mucha miga, lo comentaremos mas adelante. Si suponemos
d # 1,2 tendremos que k£ como mucho es lineal en z. Como kK = %8 - &, la condicién 0,0,k = 0 se

traduce, tras tomar la traza, en 0/0,(0 - £) = 0. Es decir, £ es como mucho cuadratica en z,,.

9De la misma forma que los vectores de Killing preservan localmente la métrica —y forman por ello el algebra de
Lie del grupo de isometrias de la correspondiente variedad— los vectores de Killing conformes la conservan salvo por un
factor de escala local —y forman por ello una base del algebra de Lie del grupo de transformaciones conformes de la
correspondiente variedad—. Esto se escribe entonces, en el lenguaje de la geometria diferencial, utilizando la derivada de
Lie: Lxg = Ag para una funcién A arbitraria.

0De forma local, claro, que es lo que interesa en la categoria de las variedades diferenciables: un cilindro y un plano
no son exactamente lo mismo.

1En realidad, esto se puede hacer facilmente para RP>¢. Algunos resultados los daremos en el caso general, las cuentas
son exactamente las mismas. A dicho grupo se le denota Conf(p, q).



Entonces, podemos plantear una solucién general de la forma
fu(x) = ay + Bu ¥ + Yuwp V2P,

donde 7y, = Vupv POr construccién. Esta claro que oy, representa las traslaciones. Por otra parte, si

enchufamos &,(x) = Ba” en (1.2) nos encontramos con que

2
/B;w + Buu = Enpgﬂpanuw

Podemos descomponer 3, en su parte simétrica y antisimétrica para deducir que By,,1 o< 7, €s
decir, £, (7) = Bruyr” = Anua” = Azt la parte simétrica realiza una transformacioén de escala.

12 con L, =i(x,0, — 3:,,8@13 por

La parte antisimétrica 3, es méas que conocida: son rotaciones
generadores infinitesimales.

Hasta ahora no hay nada raro: hemos recuperado las isometrias del espacio, que son en particular
transformaciones conformes, y hemos visto que el algebra conforme es més grande que la de Lorentz!'.
Las transformaciones que nos quedan, £, = 7v,(,12°x", se llaman transformaciones conformes
especiales (SCT), y quedan caracterizadas, al introducirlas en (1.2) y operar un poco, por la condiciéon

Yuv}p = bpMuv, donde by = é’y#p. Si descomponemos en parte simétrica y antisimétrica respecto a los

dos primeros indices y recordamos que Y1, = Y, {yp} POr construccion, llegamos a que
Vuvp = bpMuw + butp — bunw-
Esto permite escribir este £, (z) como funcién de un tnico pardmetro b, '":

Eu(x) = Yuwpr”z? = bpnua’x? + by’’’ — bynyats? = 2(b- x)x, — mgb#. (1.4)

12En sentido extenso. Es decir, también los boosts, que pueden pensarse como rotaciones que mezclan direcciones de
tipo espacio y tipo tiempo. Transformaciones de Lorentz so(1,p — 1) o so(p, ¢) para lectoras quisquillosas.

13Poner la i o no depende de si queremos que los elementos de la base del algebra de Lie de un grupo de matrices aka.
un subgrupo cerrado de algtin GL(n,K) sean hermiticos o antihermiticos. Utilizamos la convencién de fisica: metemos
la .

1Y esto es muy importante, mientras que quedarse con un grupo més pequefio es tarea facil, extenderla es algo
altamente no trivial. Lo primero se llama contracciéon de Wigner-Inonu y sirve por ejemplo para recuperar el algebra
de Galileo al hacer ¢ — oo [12] o los corchetes de Poisson de la mecénica clésica al hacer i — 0 en los conmutadores
cuanticos —una forma interesante de ver el principio de correspondencia— . Consiste en llevar un parametro fisico a 0 —o
a oo— y asf hacer que algin elemento del 4lgebra sea trivial (conmute con todos) para encontrar subgrupos no triviales.
La otra historia es mucho més complicada: extender las algebras es un trabajo duro.

15Esto es sorprendente. Una, cantidad que en principio tenia 3 indices y por tanto d> grados de libertad ha acabado
dependiendo tinicamente de un vector —d grados de libertad—. Es decir, las transformaciones conformes permiten solamente
un tipo muy concreto de transformaciones cuadraticas.



En realidad, desde (1.3) podiamos haber propuesto x = A + 2b,2* . La forma més general que
puede tener & viene de integrar la ecuacion de los vectores de Killing (1.2) teniendo en cuenta todas

estas restricciones:
Eu(x) = ay — wa” + Axy, +2x,(b-x) — bua:2, Wy = —Wyp. (1.5)

De aqui sacamos mucha informacién: recoge todos los «tipos» de transformaciones conformes que

fuimos planteando antes y nos deja contar la dimension del grupo'®:

* a,, es un vector: tiene d grados de libertad y representa las traslaciones. Su generador infinite-

simal es P, = —i0,,.

W w,, es un tensor de rango 2 antisimétrico: tiene %d(d — 1) grados de libertad y representa las

rotaciones. Su generador infinitesimal es L, = i(x,0, — x,0,).

W )\ es un escalar: tiene 1 grado de libertad y representa las transformaciones de escala o

dilataciones. Su generador infinitesimal es D = —ix,0".

* b, es un vector: tiene d grados de libertad, bqu — 2x,b,2" representa una transformacién

especial conforme (SCT). K, = —i(2z,2"0" — 220,,) es su generador infinitesimal.

De aqui deducimos también que, cuando d # 2, el grupo conforme seré de dimension %(d +1)(d + 2).
Utilizando la definicién del corchete de Poisson para campos vectoriales sobre variedades podemos

calcular todas las relaciones de conmutaciéon del algebra conforme:

D, K,] =—iK,,

D, P,] =1iP,,

[Kuv B = Qi('ﬂwD - Luu) )
(K, Lup] = 1 Kp — nupKy)
[Pps Lyv) = i(nppPy — npvPu) ,

[L;wa Lpo'] = i(nupLyU + nMULI/p - n,upLVU - nuaLup) .

(1.6)

Estas relaciones de conmutacion (los que no aparecen es porque son cero) definen entonces el algebra
conforme. Es obvio entonces que P, L, forman una subalgebra —isomorfa al 4lgebra de Poincaré-.

Algo mas sorprendente es que el conjunto generado por P, L,,, D también es cerrado: ;significa esto

Porque es la dimensién del 4lgebra, que podemos pensar como espacio tangente a la variedad —el grupo— en el
elemento neutro.
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que pueden existir teorias que estén a medio camino entre la invariancia conforme y la Lorentz? A
pesar de que tal grupo existe, demostraremos que si exigimos algunas condiciones fisicas razonables
a la teoria!” podremos demostrar —més bien motivar— que invariancia Lorentz + invariancia bajo
dilataciones implica simetria bajo todo el grupo conforme'®. Las dos primeras relaciones de conmutacion
de (1.6) nos dicen que K,, P, se comportan como operadores escalera respecto a D. Esta seré la razon
por la que los operadores de una CF'T van a poder organizarse de una forma muy especial que veremos
més adelante: en (la mayor parte de) las teorias fisicas con sentido el espectro de D esté acotado por
debajo y existen estados suelo aniquilados por K. Este es el origen de los operadores primarios de

los que hablaremos méas adelante.

1.2.1. Breve excersus sobre el caso dos dimensional

En todo lo que hicimos a partir de la ecuaciéon (1.3) asumimos que d # 2. Esto esta bien porque
este trabajo se centra en el estudio de —algunos— aspectos de las CFTs en dimensiones d > 3 pero el
caso 2 dimensional merece por lo menos un comentario. En primer lugar porque en el mundo tenemos
sistemas que vienen descritos por estas teorias: fendémenos criticos y transiciones de fase en mecéanica
estadistica y teorias interactuantes bidimensionales en materia condensada (con modelos que a veces
se pueden resolver)'” son algunos ejemplos. También es relevante por ser Conf(2) el grupo de las
simetrias de la worldsheet en teoria de cuerdas 18] .

Este caso es especial porque Conf(2) tiene dimension infinita. Para verlo seguimos los argumentos
de [10], [11] ¥ [19]. El caso euclideo en 2 dimensiones se puede pensar como las transformaciones
conformes (locales) del plano complejo, que son los isomorfismos analiticos (locales). Si hacemos un

cambio de coordenadas a

z =11 +1T2, Z =11 — T2,

la métrica se escribe como ds? = dzdz. Entonces, dada cualquier funciéon f(z) analitica tendremos que
ds? = | f(2)|’dzdz, que es precisamente un rescaleo local de la métrica. La version infinitesimal de la

transformacién conforme serd & = £(z), &€ = £(). Si introducimos esto en la ecuaciéon de Killing

" Unitariedad

En [13] se recogen, desde la 6ptica del grupo de renormalizacién y la holografia, los argumentos por los que se
cree que la invariancia de escala 4d, bajo ciertas condiciones — unitariedad, causalidad, espectro discreto de dimensiones
conformes, invariancia bajo dilataciones del vacio—, se extiende hasta invariancia conforme. En nuestra «demostraciéon»
veremos que en una teoria asi la traza del tensor energia momento se anula. Un ejemplo en el que se demuestra la
invariancia conforme a pesar de que el TEM no esté definido es [14]. En [15] se demuestran condiciones necesarias no
triviales para la simetria conforme y se dan argumentos para demostrar que se trata de una condicién suficiente salvo
excepciones. Este problema tiene muchas relacién con el grupo de renormalizaciéon exacto y con pensar las CFTs como
puntos fijos en el IR de un cierto flujo del grupo de renormalizacion.

9Tos minimal models son unas CFTs 2 dimensionales que estan resultas: estan clasificadas y se conocen todas las
representaciones con las que construir sus observables [16]. Sobre QFT 2 dimensionales y simetrias conformes [17].
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conforme (1.2) llegamos a que £ = £(¢(z) + £(2)), que es la solucion general de la ecuacién arménica
0%k = 0. Bs facil comprobar que los monomios son una base numerable de este algebra. De hecho,
podemos pensar que las distintas ecuaciones que obtenemos de escoger los indices en (1.2) nos dicen
que & obedece las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Por otra parte, el analisis complejo nos dice que cualquier funcién (localmente) analitica se puede

escribir como f(2) = z+ Y.,c 4 cn2™?

asi que se lo podemos aplicar en particular a £(z). Esto nos
inspira para proponer [, := 2”719, ¥n € Z como generadores del algebra conforme. Las relaciones de
conmutacioén son

Ly ln] = (n—m) g,

y esto es claramente un algebra de dimensién infinita. En realidad, el grupo conforme seria el producto
de dos copias de esto que acabamos de describir para contar también con los generadores del £(Z).
Al &lgebra formada por estos operadores se la llama algebra de Witt. En el caso cuantico entra en
juego la extension central del dlgebra de Witt: el algebra de Virasoro, dada por los L,, y una carga
central ¢ que satisfacen [Ly,c] =0y

C ., 3

[Lin, Lp) = (m —n)Lygn + E(m — M) 0400

1.2.2. «Invariancia bajo dilataciones implica invariancia conforme» easy mode

En una teoria de campos cualquiera el tensor energia momento (TEM) juega un papel funda-
tal?!. Si 1 illo: teort 1 i i iante bajo traslaci
mental“*. Si nos ponemos en el caso sencillo: una teorfa con un lagrangiano invariante bajo traslaciones,
tendremos que el TEM esté conservado . EIl TEM se puede definir canénicamente?? utilizando las ecua-

ciones de Euler-Lagrange y el teorema de Noether:

oL
™ = ————— 09y — g"' L
0(0,¢a) “
El teorema de Noether nos permite asignar a cada simetria continua de la teoria una corriente conser-

vada. De hecho, en caso de que exista el TEM, la ecuaciéon anterior nos permite escribir (por definiciéon

de corriente de Noether) que J, = T, 0z para una simetria continua asociada a la transformacion

20En el peor de los casos tendremos singularidades esenciales y por tanto parte principal infinita pero siempre podremos
hacer una expansiéon en serie de este tipo — ya sabemos que los coeficientes vendran dado por derivadas paran > 0y
residuos para n < 0.

21 A veces vamos a estar interesadas en CFTs que no tienen un lagrangiano porque no queremos que haya dependencia
en una formulaciéon microscopica —y otras veces sencillamente no podemos definirlo—. Aqui llegan los problemas a la hora
de definir el TEM de la teoria. No vamos a trabajarlo pero existe.

221,a forma del TEM que obtenemos asi ni siquiera tiene por qué ser simétrica. Aprovecharemos la simetria gauge que
permitird afadirle una divergencia (un término de frontera en las eom) para encontrar una versiéon simétrica.
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infinitesimal z, — !, = x, + dx,. Nuestra estrategia va a ser demostrar que una teorfa invariante
bajo dilataciones y transformaciones de Poincaré —es decir, tales que las correspondientes corrientes
estén conservadas— va a tener «automaéaticamente» conservada la corriente asociada a transformaciones
conformes especiales.

El TEM canénico no tiene por qué ser simétrico pero la invariancia bajo transformaciones de
Poincaré nos asegura que podemos encontrar uno equivalente que si lo sea y que esté conservado?s.
Partimos entonces de una teorfa invariante Poincaré y bajo dilataciones, de forma que J, = T}, \z”
(0xy, = Azxy) estd conservado:

=0 = Th=0.

Hemos deducido que el tensor energia momento tiene traza nula. Si ahora consideramos el £, () aso-
ciado a una SCT (ecuacion (1.4)) podemos ver si su corriente de Noether J, = T),,&" esta conservada.

Para ello calculamos su divergencia:

1 1
O (T ") = ST O"€" + 07€") = JT(D ),
donde para coseguir la tultima igualdad hemos utilizado la ecuaciéon de Killing conforme (1.2). Como
el TEM no tiene traza cuando tenemos invariancia bajo dilataciones, el lado izquierdo de la ecuacién
anterior se anula sin imponer nada més. Es decir, 0".J,, = 0 y, como queriamos ver, tenemos invariancia

bajo todo el grupo conforme.

1.2.3. Una forma particularmente iluminadora de reagrupar los generadores del

algebra conforme

La dimensién del grupo conforme de una variedad plana d dimensional, cuando d # 1,d # 2, es
$(d+1)(d+2). Otro grupo que conocemos con esa misma dimension es SO(2,d)?*. Aunque parezca una

idea feliz, hay una forma natural de agrupar los generadores conformes en una matriz d+2 dimensional:

L/w %(KN_PM) _%(KM—’_PM)
Jun = | =3(K, — P,) 0 D (1.7)
5(Ku+ Fy) -D 0

2La primera aplicacion del teorema de Noether que aprendemos es simetria bajo traslaciones espaciales <=
conservacion del momento, simetria bajo traslaciones temporales <= conservacién de la energia. Esto se escribe en
relatividad especial como: cuando dx, = a, tenemos que J, = Tpa” y O, J" =0 = 0"T,, = 0. Igualmente, la
invariancia bajo rotaciones nos da la simetria T}, = Tiuvy-

24Pero esto no es una condicion suficiente para decir que dos grupos de Lie son iguales (de hecho, hay muchas é4lgebras
de Lie para una dimension — como espacios vectoriales— dada).
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Estos operadores cumplen

[JMN, JPQ] — _pMP JNQ _ pNQ yMP | NP jMQ | MQ NP
que son precisamente las relaciones de conmutacion de SO(2,d). En el caso general podemos reproducir
lo anterior construyendo bloques d x d y p X p para probar Conf(p,q) = SO(p+ 1,9+ 1).

Entonces, el grupo conforme acttia de forma muy sencilla (lineal) en RPH14+1 4 pesar de que en
RP-? ]o haga de forma «rara». Esto hard que para algunas cosas sea muy inteligente embeber RP¢ en
RPHL4HL " pues todas las reglas de transformacion van a ser mas sencillas. El isomorfismo de (1.7) es
en realidad el mas facil que se nos puede ocurrir si pretendemos encontrar un algebra %(d +1)(d+2)
dimensional que tenga dentro a SO(d — 1).

Primero ponemos un bloque diagonal (d x d) para los generadores L, y, con lo que nos queda,
vamos rellenando. Lo mas razonable que podemos hacer con J#? y J#4+1 teniendo en cuenta que P,
K, llevan un indice y por tanto tienen derecho a ser vectores, es asignarles su combinacién simétrica
y antisimétrica. Igualmente, como D es un escalar, el hecho de que Jy;n tengan que ser antisimétricos
nos fija la forma de (1.7).

Esto de ver el grupo conforme de RP¢ como subir un (1, 1) a SO(p, q) es algo interesante?®. De hecho,
nos va a ser muy util cuando queramos etiquetar los estados de nuestras CFTs como representaciones
irreducibles del grupo conforme. El objetivo sera encontrar un analogo a la masa y el espin para las
particulas —los estados de las QFTs que aprendemos—, que vienen de los casimires de SO(1, 3), es decir,
encontrar unos buenos nimeros cuanticos para etiquetar estados de nuestras CFTs. El problema es

6: una representacion del grupo conforme que contenga

que P, P ya no conmuta con los generadores?
un estado con una energia dada contendra también estados iguales que él pero con energia arbitraria
entre 0 en co. La cuestion es que segtin qué subgrupo de Conf(1,3) elijamos para etiquetar los estados

escogeremos unos nimeros cudnticos que representen unas cosas u otras. Una opcién viene de entender

que en (1.7) tenemos «escondido» un SO(2)%":

1 1
0 E(Ku_Pu) _§(Ku+P#>
1
—§(KM - P,) 0 0
1
5(K,+ Py) 0 0
258e desarrolla esta idea, por ejemplo, en el capitulo 8 de [9] v en el anexo de [20], para el caso en el que ademas

tenemos supersimetria.

26Es natural, por otra parte. Teniendo en cuenta que nuestras CFTs tienen invariancia bajo dilataciones una energia
fija puede transformarse en cualquier otro nimero.

2TYa sabemos que un SO(2) es un U(1) y lo podemos ver como una rotacién respecto a un eje en SO(3). Ademas,
u(1l) = R, lo que hemos escrito es el generador de s0(3) que me queda.
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1.3. El grupo conforme: transformaciones finitas

Ahora nos interesa encontrar la version finita de (1.5). Gracias a Lie sabemos que los elementos del
grupo —de su componente conexa con la identidad— se pueden escribir a partir de su algebra utilizando
la aplicacién exponencial, que para los grupos lineales es la exponencial de matrices. En lugar de hacer
esto desde el principio, pues en realidad las traslaciones o rotaciones finitas ya las conocemos bien y
solo merecera la pena hacerlo para las SCT, vamos a pensar este problema utilizando la definicién de
la aplicacién exponencial: una aplicacién que te da la curva integral asociada al vector —el generador

infinitesimal— que pasa por el elemento neutro. Buscamos entonces las soluciones del problema
—ay = &M(xy), ap = .
Puedo redefinir la derivada del £ de (1.5) como

0uéu () = Ke(T) Ny — W ju (),

donde Wep () = wpw —2 (buxy — byxy) y ke(x) = A+2(b-x) vienen determinadas por la transformacion
infinitesimal £, —el campo vectorial con cuyo flujo estamos trabajando—. Esto permite escribir algunos
objetos de una forma que nos serd muy tutil cuando queramos calcular funciones de correlacién. Con las
definiciones anteriores y algunas propiedades de los corchetes de Lie de campos vectoriales®® probamos

que, bajo una transformacion conforme infinitesimal cualquiera, do cambia como

dedat = dé¥(x) = ke(x)dat + d)gy(x)da;”,

v que, dados dos puntos z, y:

O(x —y)* = (re(x) + re()) (= — y)*. (1.8)

Entonces, si escribimos??

del = Y (z)R/}, (x)dxy, con det(R},) =1,

%8L0s detalles estan en el capitulo 2 de [10].
Para cada transformacién local conforme podremos escoger una transformacién ortogonal local.
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se puede demostrar que las soluciones del problema de Cauchy formulado antes forman un grupo
bajo la composicion®’. Ademaés, las ecuaciones se pueden integrar explicitamente para cada tipo de

transformaciéon, por ejemplo, para el caso de las SCT se tiene que

1

B 2 _
o = Q(x) (" +tba”), Y(z) = 1+2tb-z + 20222

(1.9)

La solucién general para una transformacion conforme de las coordenadas x — x’ se escribira como:

oz'™
oxY

= Q)R (z), nuwRL(@)R7(2) = npr (1.10)

donde R € O(1,d—1). Con esto podemos encontrar la version finita de (1.8), que nos dice como cambia

la distancia entre dos puntos bajo una transformacién conforme:

2
(@' = )" = Q)Qy) (= — y)*, (1.11)
precisamente con los factores locales de escala asociados a cada uno de ellos, como podiamos esperar.

1.3.1. SCT: traslacién, inversion y traslaciéon

Ya hemos encontrado la forma de todas las transformaciones conformes conectadas con la identidad.
La pregunta logica, al igual que en el caso de las isometrias, es: jqué otras transformaciones hay en este
grupo? Van a tener que ser discretas y, si pensamos por analogia al caso 2 dimensional, es facil darse

cuenta de que?! hay una transformacion cuya generalizacién d dimensional va a seguir funcionando: la

inversiéon
x or! LTy
T, — T, = ;’2‘ — 8335 = Q(x)I,(z) donde I, (x) =0, —2 ;2 , (1.12)

donde I,,(x) es el tensor de inversiones. Es el objeto que tenemos para implementar la inversion

en los distintos tensores. En particular, de su acciéon en dx obtenemos, gracias a la regla de la cadena,

1
dr — dx’ = ﬁfwdw” con dz'? = = Nudh(x)I5(x) = nap

(22)?

39Pero ya lo sabemos porque esto es asi en general: el grupo uniparamétrico dado por el flujo de un campo vectorial
sobre una variedad.

31Los isomorfismos analiticos llevan circunferencias y rectas en circunferencias y rectas. Funciones como 1/z son las
que permiten ir de una recta a una circunferencia, las isometrias no nos dejan «cambiar de categoriay.
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Figura 1.2: Transformacion especial conforme de un mallado 2d.

Por ejemplo®?, podemos recuperar asi también la particularizacion de (1.11) para esta transformacion:

1
L (:U’ — y')2 = -5 - y)2.

(l’ - y) ny

La razén por la que no hemos llegado antes a la inversiéon es que es una transformaciéon discreta,
no la podemos «alcanzary» desde el algebra. Sin embargo, vamos a demostrar que la composiciéon de
una inversién, una traslaciéon y otra inversién si estd en la componente conexa de la identidad: es

33 cuya version infinitesimal ya conocemos. En la

precisamente una transformacion especial conforme
figura 1.2 se muestra una transformacioén especial conforme 2d de un mallado uniforme: la idea es
pensar una generalizaciéon de esto en dimensiones arbitrarias.

Consideremos dicha composicion: x — x' = Iz — 2" = 2’ +a — 2”7 = Iz”. Si nos quedamos a

primer orden en a*:

Tt Tt Tt P z°
t — 2 F+a"—> (E—I—a“)/(np(, (?4-&’)) <ﬁ+a">> =

xt 1 2a-x 9
=<ﬁ+a”>/(p+ 2 -I-a):
= (2" +a"2?) / (1 +2a -z + a*z?) ~

=z" + a) (77””\1‘2 — 21‘“:1:’\) +0 (aQ) .

(as“ + a“mQ) (1-2a-2)+0 (a2) =

Que es precisamente el generador de las SCT. Es una transformacién un poco antiintuitiva para nuestra

32Gin saberlo, estamos hablando de como transforman los vectores bajo transformaciones conformes.

33De hecho, si la teoria fuera invariante bajo paridad podriamos hacer la composicién de una inversién y una reflexiéon
y también estaria conectada con la identidad. La inversion y la reflexion son conjugadas en SO(2,d). Pero igual que nos
pasa en QFT: a pesar de que la reflexion esta en el grupo de Poincaré hay muchas teorias que rompen paridad, tendremos
muchas teorias en las que la inversiéon no sea una simetria. Es mejor entonces quedarse con la otra idea, que ademés es
mas general.
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)

7

Figura 1.3: Imagen cualitativa de como acttia una SCT. Figura 7 de [1].

mente acostumbrada a lo lineal: las traslaciones funcionan justo al revés, como se muestra en la figura
1.2. La idea es que mandamos en punto en el que estamos al infinito, alli hacemos una traslaciéon y
después devolvemos el infinito al origen. Como ultimo comentario sobre el grupo conforme merece la
pena decir que se puede generar mediante las traslaciones, las rotaciones y la inversion. Se trata ademés

del mayor subgrupo de dimensién finita del grupo de difeomorfismos.

1.4. Representaciones del grupo conforme. Operadores primarios

En mecénica cuantica aprendimos que dada una simetria del sistema, un conjunto de operadores
—sus cargas conservadas— que conmutan con el hamiltoniano, merece la pena agrupar los estados es-
tacionarios de la teoria (el espectro de H) en representaciones del grupo de simetria —de cuya élgebra
son generadores las cargas—. En teoria de campos esto se traducia en que nuestros objetos iban a ser
representaciones irreducibles unitarias®? del grupo de simetria del espaciotiempo, que iban a venir eti-
quetados, en el caso de una QFT con grupo de Poincaré, por el casimir cuadratico (la masa/energia
P,P") y el cuadrado del vector de Pauli-Lubanski (W? = W,WH, el espin).

Ahora que conocemos como actiian las transformaciones conformes estamos en condiciones de

intentar hacer algo parecido a esto para nuestras CF'Ts.

1.4.1. La primera version: imitaciéon de lo que si sabemos hacer en QFT

Nuestra estrategia ahora —la de [I]- para clasificar los operadores en representaciones del grupo
conforme va a ser empezar por repasar los objetos que transforman bien bajo los indices correspon-
dientes a Poincaré, después anadir las dilataciones y ya al final entender las representaciones del grupo
conforme completo.

El primer punto corresponde a QFT relativista: donde los operadores locales en el origen transfor-

34 Lo podemos pensar como que son los bloques més pequefios que se transformen adecuadamente que podemos
proponer para construir la teorfa.
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man respecto a alguna representacion irreducible de SO(1,d — 1):
Luvoa(()) = (Sw/)g Ob(0)7

donde S, satisfacen el algebra de Lorentz y a,b son indices para la representacion de SO(1,d — 1)
en la que esté . Nos interesa entender cémo sucede esto cuando nos movemos del origen, para
ello basta con aplicar una rotacion a O(z), utilizar la definicion de traslacion y la féormula de Ba-

ker—Campbell-Hausdorft:

LuwO(x) = L, e T 0O(0) =
— piwP (efix-Pleeil“'P) 0(0) =
=P (—x, Py + 2, Py + L) 0(0) =
= (S — (2,0 — ,0,)) P O(0) =

= (W + Sw) O(z)

Ahora queremos hacer lo mismo con todo el grupo conforme. Empezamos por las dilataciones. La cosa
cambia un poco la cosa porque el D es un escalar y resultado de diagonalizar D en el origen seré

DO(0) = AO(0). Podemos hacer exactamente lo mismo que antes y demostrar que
DO(x) = —i(A + 20,)O(z)3°.

Diremos que A es la dimensién conforme del operador O. Para las SCT partimos de K,0(0) =

k,O(0). Podriamos hacer lo mismo que con las rotaciones: desarrollar e~ P kue”'P con la féormula de

Baker—Campbell-Hausdorff y llegariamos a algo como
ku,O(x) = (ky + 22,A — 22"y, — 2ix,(2"0,) + i2°0,)O ().

Pero necesitamos que las «versiones actuando en el origen» de los generadores conformes cumplan las
relaciones de conmutacion de (1.6). En particular, [A, k,] = —iAk, pero, como hemos argumentado
que A se puede escoger diagonal, tendremos que k, = 0.

Ya habiamos visto en (1.6) que P,, K, actuaban como operadores escalera respecto a D. Lo vemos
aqui de nuevo:

k, DO0) = (A — 1)k, 0(0).

5 - - . .
35Veremos que esta ecuacion ya es suficiente para fijar la forma de las funciones a dos puntos de operadores escalares.
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Tiene sentido preguntarse entonces si habra —como en el resto de problemas fisicos razonables que se
resuelven utilizando operadores escalera —un «estado suelo»3% que sea aniquilado por K u37' Estos seran
los operadores primarios. Si aplicamos P, a un operador primario tendremos otro con dimensién
conforme una unidad mayor que no tiene por qué ser primario de nuevo. Estos operadores, las derivadas
de operadores primarios, se llaman descendientes.

Se puede demostrar que cualquier producto de operadores locales de una CFT se va a poder escribir

utilizando primarios y descendientes: eso llevaré una secciéon completa y se llama OPE.

1.4.2. La segunda versién: nos ponemos mas formales. Operadores primarios con

espin

Introducimos las definiciones de operadores primarios y derivados tal y como se hace en [10], que nos
permite hacerlo de forma general incluso para el caso espinorial. Ademés, nos llevara de forma «directa»
a demostrar que la estructura de las funciones a 2 y 3 puntos estd completamente determinada por
la simetria conforme de la teoria. La idea intuitiva nos la da el apartado anterior: vamos a etiquetar
los campos por la representacion del subgrupo SO(1,d — 1) de Conf(1,d — 1) y por la dimension

38

conforme©®.

Consideremos un objeto ¢; que transforma en una representacion I de SO(1,d — 1). Diremos que

. . . . ., /e
es un operador primario si bajo una transformacion conforme x — 2’ con %;;U = Q(z)RY () se

transforma como

o1 — ¢, o7 (7)) = Qa) AR ()b (x), (1.13)

donde A es la dimensién conforme de ¢; y R{(z) es la matriz correspondiente a Rl en la represen-
tacion I de O(1,d—1). En el caso concreto de que Rl corresponda a una inversion la ecuacion anterior

se escribe como

¢ (z:) = (2%)° I (2)ps (). (1.14)

Donde I}] es el tensor de inversiones con tantos indices como la representacion I requiera. En realidad,
transformar como (1.13) o (1.14) es equivalente y diremos de los campos que lo hacen que son prima-
rios. Sin embargo, como la inversién no estd conectada con la identidad, puede que haya teorias en

que dicha transformacion no esté bien definida y necesitemos (1.13). La version infinitesimal de (1.13)

36En realidad, todavia no hemos hablado de ningun espacio de Hilbert, de ningan espacio de estados (lo haremos),
estamos construyendo una teoria como algo que tiene unos ciertos operadores que transforman de una cierta forma bajo
el grupo conforme.

37La existencia de dicha cota inferior para A no viene impuesta por la simetria conforme sino por exigir que la teoria
se comporte bien desde el punto de vista fisico. Por ejemplo, que sea unitaria.

38Esto se podria hacer analogamente para Conf(p,q).
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es, para una transformacion oz, = £, utilizando la notacion introducida en (1.3):
L
dedr = —€"0ubr — oe APy + 50f (L)) ¢ (1.15)

donde (LW){ serd la representacion correspondiente para el subalgebra de Lorentz SO(1,d — 1) de
Conf(1,d—1). Si la representacion R de SO(1,d — 1) en la que estamos es irreducible el Casimir sera

% (LWL’“’)f = —035}]. Escribimos explicitamente el ejemplo de un vector A,:
(Lul/)i = 5;/)771/)\ - 5up77u>\, Cr=Cy=d—-1

1.4.3. La tercera version: una de embebimientos

En este apartado vamos a embeber el espacio en el que tenemos nuestra teoria R14~! en uno
mayor para explotar Conf(p,q) = SO(p + 1,q + 1). Esto se expone en el capitulo 3 de [10] o en el
capitulo 2 de [11]. Vamos a encontrar las representaciones del grupo conforme de R4~ introduciendo
las light-cone coordinates®. Sera muy 1til para poder argumentar intuitivamente la forma que deben
tener las funciones a dos y tres puntos de los operadores escalares —y el caso de espin arbitrario es
conceptualmente equivalente—.

Inspiradas por (1.7) podemos intentar obtener, a partir de la accién lineal de Conf(1,d — 1) sobre
R24 yuna manera mas sencilla de entender como funcionan las transformaciones conformes sobre los
operadores de R14~1, En lugar de las coordenadas canoénicas de R*¢, vamos a utilizar las light cone
coordinates®®. Dado un punto XM = (@, X0, T1, - -y Tg—1,Tq) € R%¢ hacemos una rotacién para

considerar (X+, X, X*) € R*, donde

1
X+ = — (6 £ zq), X" = (m0,21,...,Tq-1)-

V2

Nos vamos a fijar en los vectores del cono de luz: X? = 0*!, lo que quita uno de los grados de libertad

que nos sobran. Nos falta imponer atin otra condicién: escogemos una secciéon del cono de luz dada por

una funcién arbitraria f que se comporte lo suficientemente bien: X+ = f(X#)*2.

39Un pariente de esto lo utilizaremos en el capitulo de AdS/CFT, donde embeberemos AdS4:1 en R*?, lo que hara
explicita su simetria SO(2,d) = Conf(1,d — 1).

4OFEn realidad una generalizacion de las de relatividad especial, que hacen que z¥, 2~ sean coordenadas tipo luz y
2,23 de tipo espacio. En realidad no estamos haciendo méas que una rotacion de 90° en el plano formado por dos
coordenadas de tal forma que ciertos aspectos de la fisica se manifiesten de forma més sencilla: es una extension de
la idea de relatividad especial. Esto se utiliza también en teoria de cuerdas u otros sitios con redundancias gauge que
debemos fijar para quitarnos grados de libertad no fisicos.

4INo hay problema con hacer esto porque esta condicion es invariante conforme.

42Est4 claro que la f mas sencilla es la que define implicitamente secciones circulares. Veremos finalmente que esa es
la que necesitamos.
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X"

Figura 1.4: Acciéon de SO(2,d) sobre z* € RV4~1, Figura 2.1 de [10].

Es importante darse cuenta de que dado un punto (X*, X, X#) € R2? las dos condiciones que

hemos impuesto hasta ahora se traducen en

(X+>X_>XM) = (f(.l‘),

Como f es, aunque desconocida, una funcion fija, hemos reducido los grados de libertad a d. Entonces,
esta seccion —que denotamos como S— se puede parametrizar con X* coordenadas de RV¥~1 es decir,
S =~ ]Rl,d—l

La forma en que una transformacién de SO(2,d) actiia sobre el RM~! que hemos escogido se
ilustra en la figura 1.4: un punto X# € S define una recta en R%? al unirlo con el origen. Al aplicar una
transformacion AY € SO(2,d) este punto se mueve hasta un i’ € R*>¢ que no esta necesariamente
en S. Sin embargo, nos definira otra recta que pase por el origen, que cortara a S en un punto X’#43,
Se puede demostrar que ds? —la restriccion de la métrica a la seccion S— queda invariante salvo por un

factor local de escala:

ds? = da? — 2 dX+dX_|X+:f(m)’X,:x2/2f(m) = g (z)dxtdz",

Efectivamente estamos haciendo, mediante una transformacion lineal, una transformaciéon conforme en
una seccion de R%? isomorfa al R1M4~1 sobre el que tenemos nuestra teoria. Esto es natural cuando
pensamos la accion de SO(2,d) en R4~ como transformacion Lorentz + dilatacion: el punto X* se
transforma (Lorentz) para llegar a X L Como este ultimo no tiene por qué estar de nuevo en S nos
interesa hacer una dilatacion: nos mantenemos dentro de la recta que lo une con el origen (en azul en

la figura 1.4) pero cambiando el médulo hasta colocarse en §. Como la primera transformacion es una

isometria, ds® no cambia. Solo necesitamos entender como afecta la dilatacion. Si A(X) es la funcion

43Como la transformacion de SO(2,d) es una rotacion propia en R*¢ podemos pensar que hemos transformado la
recta al completo y que z'* es el punto en que la recta transformada corta a S.
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que reescalea el segundo paso del proceso anterior, tenemos que
(AMX)X))? = (MdX + X(VA-dX))? = \2dX?,

ya que X2 =0, X -dX = 0. Entonces, ds'> = \(X)2ds? y para que esta transformacioén sea conforme
necesitaremos que ds? corresponda entonces a una métrica plana, es decir, f(x) o 1. Se puede escoger
f(z) =1, de forma que
(xF, X, 2") = (1, x;’ xh).
Ahora podemos pensar, desde este punto de vista, como afectan las transformaciones conformes
a los campos: hacemos una transformacion de Lorentz a un campo definido en R%? y decimos que el
campo de R"¥~1 coincide con el campo en S. Hacemos el caso escalar: sea ¢(X) campo de R?? tal

que X - X' = ¢(X') = ¢(X). La idea es asumir que transforma de forma homogénea en X:

H(AX) = A\"2¢(X) —respetando las dilataciones—, de forma que al hacer

$(X)|s = ¢(x) € RV, 6 (o) = b(z) "2 o(),

se transforme de la manera deseada (b(x) es precisamente la dilatacion del segundo paso de la trans-

formacion anterior).

Una sutileza sobre la inversiéon a la vista de las light cone coordinates

Una razoén por la que muchas veces trabajamos solamente con la componente conexa con la identidad
de un grupo de simetria incluso cuando partimos de teorfas lagrangianas explicitamente invariantes
respecto al grupo completo es que es muy féacil que las simetrias discretas se rompan o sean anémalas
en teorias fisicas perfectamente razonables. Esto hace que a veces sea un poco temerario comprobar
las cosas solamente con la inversion cuando estamos estudiando transformaciones conformes. Ahora
hablamos un poco de esta transformacion desde el punto de vista 2 4+ d dimensional.

Buscamos una transformacion (lineal) en R%? que consiga llevarnos un punto z# € Rb41 a x# /2.

Va a ser una transformacion discreta también: la reflexion en las coordenadas «extray:
X5 Xt — Xt 5 X7,

de forma que al proyectar a la seccién S tendremos que un punto XM = (1,22, z#) se transformara

en XM = (22,1,2"). Si ahora hacemos un cambio de escala llegamos a (1,1/22, z*/x?), justo lo que
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queriamos: una inversiéon en la componente d dimensional. De hecho, es facil entender que desde el
punto de vista d + 2 dimensional una reflexion X° — — X0 esta en la misma componente conexa que
la inversion X% — —X¢9. Esto significara que una CFT que no rompa paridad tendra como simetria a

la inversién pero, alternativamente, una CFT quiral no tendra la inversién como simetria.

1.5. Sobre por qué hay algo llamado State-Operator correspondence

en CFT

De la misma forma que en QFT tiene sentido tomar ordenados temporales de nuestros operadores
compuestos, en las CFTs tiene sentido tomar ordenados radiales. Esto tiene que ver con cémo
escogemos los espacios de Hilbert sobre los que definimos nuestros estados al hacer QFT. Cuando la
QFT sea conforme (es decir, una CFT) habra una eleccion particularmente ttil. Para ver esto vamos
a pensar en una teorfa cualquiera, por ejemplo el campo escalar libre en un espacio plano dado en

coordenadas polares ds? = —dt? + 7‘2(19371. Entonces,
Z = / D¢ e,

y sabemos que el Hamiltoniano es el operador que hace las veces de evoluciéon temporal: H = id;. Si
ahora hacemos una rotaciéon de Wick tendremos que

dr?
Z = /D¢ e 98 y ds? = da% = dt%, + 1203 | = r2(r—2 +d0% ) = ¥ (dr? 4+ dQ3 )
Como la teoria es conforme y lo tnico que le ha pasado a la métrica es un reescaleo tendremos que
la nueva accién sera también la de un campo escalar libre pero en una geometria dr2 + dQﬁfl con un

nuevo tiempo 74, Y si deshacemos la rotacion Wick tenemos:

Z = / D ¢~ 5p desWicky / D &',

De forma que tenemos un nuevo hamiltoniano: H = i0; que se corresponde con haber cuantizado la
teoria en una S9! aprovechando la invariancia conforme. Esta es la idea de la cuantizacién radial,
que explicamos siguiendo [1] y [I1] en el siguiente apartado y después utilizamos para justificar la

correspondencia operador-estado en teorias conformes.

44En el euclideo no hay ninguna ambigiiedad pero cuando tenemos signatura Lorentz es distinto insertar los operadores
en distintos tiempos a en distintos puntos del espacio (lo sabemos por ejemplo porque las Wilson Lines espaciales y
temporales con cosas muy diferentes). Esto sucedera también en las CFTs.
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Figura 1.5: El operador D nos mueve de una esfera a otra, en la que tenemos nuestros espacios de
Hilbert (en los que estan los estados). Figura 11. de [1].

1.5.1. Cuantizacion radial

En el apéndice de QFT calculamos funciones de correlacion relacionadas con ciertos scatterings de
particulas. Para ello considerabamos un proceso ordenado temporalmente: un conjunto de particulas
descritas por un vacio cuantico en t = —oo chocan en un cierto instante de tiempo y en ¢ = oo volvemos
a encontrarnos otra configuraciéon descrita por el mismo vacio cuantico.

Esto lo podemos pensar como que hemos hecho una foliacion del espacio tiempo: cada hipersuperficie
definida por t = ¢t* era un cierto espacio de Hilbert (d—1 dimensional) en el que vivian nuestros estados

y la forma de pasar de un espacio de Hilbert a otro es utilizando el operador evoluciéon temporal
U(t) = e,

Podemos creer que esto no es muy «justo» desde el punto de vista relativista, porque estamos tratando
al tiempo y al espacio de forma distinta pero en realidad lo que hacemos es aprovecharnos de la
invariancia Lorentz para escoger precisamente una foliaciéon que respeta la simetria de nuestra teoria.
Esto hace, por ejemplo, que todos los espacios de Hilbert sean en realidad isomorfos (cosa que no seria
cierta si H dependiera del tiempo, por ejemplo, con lo que ya no tendriamos una teoria relativista).

La idea es que cuantizamos la teorfa —imponemos unas ciertas relaciones de conmutacién— en cada
uno de esos espacios d — 1 dimensionales. En este caso tendriamos que en cada espacio de Hilbert
los estados se organizaran en multipletes del resto de las simetrias de la teoria, es decir, en primer
lugar por las energias/momentos y todas las demés cargas que podamos tener. Y aunque nos gustaria
importar toda esta maquinaria para nuestras CFTs: teorfas en las que en lugar de exigir invariancia
Lorentz exigimos invariancia conforme, vemos ya que hay cosas que fallarian desde el principio pues,
en primer lugar, la energia (pensada como el autovalor de P,P*) no es un buen nimero cuéantico.

En cambio, dada una teoria invariante bajo dilataciones, es razonable hacer la foliacién del espacio
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tiempo considerando espacios de igual radio respecto al origen®®: en cada S4~! tendremos un espacio de
Hilbert H. De manera anéaloga al caso de QFT, para pasar de una esfera a otra (figura 1.5) utilizaremos
el operador de dilatacion?®

U = ¢'PT donde 7 =logr,

es el tiempo conforme que ya escribimos antes. Esto se llama cuantizacién radial.
La idea es que vamos a poder «preparar» un estado en uno de estos espacios insertando un operador
en la superficie de esa S~ 1. E ticular, las simetrias f 3 NNOS as - fnimo—
perficie de esa . En particular, las simetrias conformes nos aseguran que —como minimo
podremos clasificar los operadores por su dimension conforme y su representacion de SO(d). Esto es
lo que hay detras de la correspondencia operador estado pensada desde este punto de vista.
Siguiendo con la analogia, de la misma forma que nos interesaban las versiones ordenadas temporales
de las funciones de correlacion ahora consideraremos que nuestros operadores dentro de las funciones

de correlacion estan ordenados radiales*:

(OR {1 (1) b (n)}|0) =
0 (|n| = [ @na )0 (lz2] = |2a]) (0@ (2n) - - ¢ (21)] 0)

+ permutaciones.

Claramente esta idea no es invariante, por ejemplo, bajo traslaciones: el origen es un punto absolu-
tamente privilegiado desde este punto de vista. Sin embargo, esto no tiene importancia: podriamos
tomar esferas alrededor de cualquier € R? y obtendriamos algo completamente equivalente, igual que
sucede al cambiar de observador inercial en una teoria relativista, como aprendimos con Einstein. Las
funciones de correlacion no pueden depender de esta eleccion?®.

A la vista de esto, todo lo que hicimos en la seccion (1.4.1) se podra entender de forma mucho més

sencilla cuando veamos al estado |¢) como el resultado de haber insertado ¢ en el origen.
1.5.2. Correspondencia entre operadores y estados

Asociado a cada operador tenemos un estado.

Nuestro objetivo es, dado un radio r, preparar un estado en el espacio de Hilbert de una S%! con

dicho radio. Lo mas sencillo es empezar por el vacio, pues se corresponde a considerar que no hemos

45De aqui en adelante trabajamos en el euclideo. Todo se puede pasar a una signatura lorentziana haciendo una
prolongacién analitica y teniendo cuidado en los sitios adecuados.

46Es decir, D juega ahora el papel del hamiltoninano.

4TY esto tiene sentido porque los operadores en una misma S?~! conmutan de la misma forma que lo hacen a igual
tiempo los operadores insertados en distintos puntos espaciales.

48Esto va a salir de nuevo cuando desarrollemos la OPE.
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insertado nada dentro de esa esfera (o que hemos insertado la identidad). La dimension conforme de
este estado |0) es nula y se trata de un estado invariante bajo todas las simetrias conformes.
La idea es que si insertamos un operador Oa en el origen x = 0 podemos decir que crea un estado

en la esfera con «energia»®® A: |A) = OA(0) |0):

D|A) = DOA(0)[0) = [D, Oa(0)]|0) + Oa(0)D|0) =
= iAOA(0)]0) = iA|A).

Si en lugar de insertar Oa en el origen lo hiciéramos en x # 0 tendriamos que el estado resultante
no es un autoestado de D —que va a cambiar el punto x — 2’ # x— pero se podra escribir como una

combinacién de autoestados de D:

, . . 1
Oa(2)|0) = e OA(0)eP7|0) = PF|A) =) — (iPz)"|A).
n!
n
Esto también se puede pensar, quiza de forma maés sencilla, @ la path integral: al meter un operador

dentro de la esfera e integrar sobre todos los campos consigues un operador definido en su frontera.

Asociado a cada estado tenemos un operador.

Si consideramos los autoestados® |O;) del operador de dilataciones podemos utilizarlos también
como operadores. Dado un estado |O) la idea es escoger una esfera S¢~! y decir que O actiia de forma
que al insertarlo dentro de ella nos diera el estado |O) en su superficie.

Esto se puede repetir para muchos puntos y la funcién de correlacién se comporta exactamente
como debe: consideramos B; esferas centradas en x; distintos y tales que las esferas no se cortan®!.
Podemos «pegar» los estados |O;) y hacer las integrales sobre el espacio total sin los agujeros y de

forma que los campos en las fronteras vienen definidos por esos estados:

(O1 (1)~ On (an)) = / 11 Dv. (0 1 03) /¢ Dg(a)e?.

0B, =¢b,;, t¢B;

Donde ¢, son los campos definidos en la frontera de las bolas B;.

4“Nos referimos a energia desde el punto de vista de la cuantizacion radial, i.e. el autovalor del operador dilatacion.

508i D no fuera diagonalizable la teoria no seria unitaria pero incluso en ese caso podriamos considerar representaciones
finitas al hacer su descomposicién en bloques de Jordan.

51Esto tendra que ver con el radio de convergencia de la OPE.
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(. Operador <= estados?

Si decimos que un operador local de una CFT es un autoestado de D, todo lo que hemos argumen-

tado antes se resume en

O(0) «— 0(0)|0) = 0.

Asi, las reglas de transformacion de los campos primarios que dimos en la seccion (1.4.1) se traducen

reglas de transformacion de los estados de cuantizaciéon radial bajo transformaciones conformes:

(K, O(0)] =0 —  K,0) =0,
[D,0(0)] = AO(0) — D|0) = A|0),
[Luv, O(0)] = 8, 0(0)  «— Mw|O0) = Su|0).

Donde la primera de las ecuaciones nos dice que efectivamente los operadores primarios son aquellos
aniquilados por K,. Ademas, dado un estado primario |O), podemos actuar sobre el con P, para obtener
nuevos estados a los que llamamos descendientes. Esto se corresponde precisamente con insertar las
derivadas en el origen del correspondiente operador O. En general, la expresion que escribimos antes
de la insercion de O en x # 0 puede pensarse ahora como una combinacion lineal de infinitos estados
descendientes (todos en el mismo multiplete conforme).

Por otra parte, sabemos que P, y K, acttian como operadores escalera: los descendientes forman
una torre de estados con dimensién conforme que va aumentando en una unidad por cada vez que le
vamos aplicando P, y, queremos pensar que, dado un estado cualquiera |¢), se podré actuar con K,
suficientes veces como para llegar a aniquilarlo —al menos cuando el espectro de D esté acotado por
debajo, que desde el punto de vista de la cuantizacién radial tiene que ver con un valor minimo de
energia— y por tanto como para haber llegado justo antes a un operador primario. Todo el espectro de

las teorias conformes se puede organizar con operadores primarios y derivados.
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Capitulo 2

Sobre las funciones de correlacion en las

teorias conformes

Uno de los papers que supusieron el nacimiento de las teorias conformes como rama de estudio en
la fisica teorica fue [21], en el que Polyakov demostraba dos puntos clave: los puntos criticos del grupo
de renormalizacion son invariantes bajo todo el grupo conforme asi que vienen descritos por CFTs y
las funciones de correlaciéon a 3 puntos estan completamente fijadas por la simetria. Sobre este segundo
punto trata este capitulo.

Ya sabemos que las restricciones impuestas por la simetria conforme hacen que aspectos —por ahora—
intratables de las QFTs se vuelvan mucho mas sencillos en una CFT!. En este capitulo pretendemos
ver como esto sucede en el caso de las funciones de correlaciéon: las funciones a 1pt son idénticamente
nulas y a 2 y 3 puntos tienen una estructura completamente determinada por la simetria conforme.
Esto es algo a lo que no podemos aspirar en una QFT arbitraria’.

Por otra parte, en una QFT los operadores tienen una cierta estructura algebraica —y esto fue algo
sobre lo que se investigaba en fisica tedrica en el siglo pasado y a lo que los mateméaticos se siguen
dedicando—, que en el caso particular de las CFTs es mucho méas robusta. FEn este capitulo queremos
explicar dos de los conceptos mas importantes al tratar de definir qué es una CFT y de entender su
estructura: la OPE y el conformal bootstrap. El objetivo principal de este capitulo es entender que un

conjunto —no tan grande como podriamos esperar— de ntimeros que satisfacen ciertas relaciones define

una CFT y al menos motivar por qué razon esto es algo tan bello y sorprendente.

'En el capitulo anterior vimos que hay una correspondencia tinivoca entre operadores y estados, esto no es cierto
(o no funciona tan bien) en una QFT arbitraria. Igualmente, el espectro de una CFT se organiza con los operadores
primarios, cosa que no pasa en una QFT.

2Ni siquiera en una QFT con invariancia de escala.
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2.1. Estructura de las funciones a 2 y 3 puntos en una CFT

En esta seccidon vamos a ver cudl es la forma de la funciéon de correlacion a 2 y 3 puntos para algunos
operadores de las CFTs, en primer lugar para el caso mas sencillo posible y después trabajando en
general con las representaciones del grupo conforme.

También trataremos por iltimo qué sucede cuando estudiamos una CFT en una variedad no trivial,
a modo de aperitivo, pues en el dltimo capitulo volveremos a hacernos esta pregunta para el caso de

la CFT a temperatura y carga finitas.

2.1.1. Funciones a 2 y 3 puntos de operadores primarios utilizando las light cone

coordinates.

tuitiv . . . ) §

Ahora presentamos una forma intuitiva de entender las restricciones que impone la simetria confor
me en las funciones de correlacion a 2 y 3 puntos para operadores primarios. Seguimos el planteamiento
de [11] traduciendo el problema R"?~! dimensional a uno en el espacio R%¢ en que las transformaciones

conformes actuan de forma lineal.

Operadores escalares.

Este caso es muy sencillo si utilizamos el formalismo introducido en la seccién 1.4.3: la expresion
mas general invariante Lorentz (en R*9) que respeta la transformaciéon de un campo primario — en
realidad nuestro campo es la restriccion de este a la seccion S— ¢p(AX) = A™2¢(X) donde A es su

dimensién conforme es:

1

(p(X)p(Y)) x X V)

La razon por la que no escribimos algo dependiente de X2 o Y2, que en principio transforma como
deseamos, es que nos vamos a restringir al cono de luz y van a anularse. Como lo que nos interesa es
la funcién de correlacion de los campos de RM~1 tenemos que proyectar cada punto X,Y € R*? a la

seccion S isomorfa a R14~1. Obtenemos entonces, operando como en la secciéon anterior, que

1

(P(2)o(y)) ox m~

(2.1)

En realidad, esto no podia haber sido de otra forma: si pensamos (¢(x)p(y)) = f(z,y) podemos
aplicar argumentos de simetria para restringir la forma de f. En primer lugar, que nuestros campos

sean primarios significa que las imponemos unas reglas de transformacion concretas (1.13), que en el
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caso de los escalares son particularmente sencillas:

¢ (z) = Qx) 21 (2).

Como consecuencia, el propagador de dicho campo escalar primario se tendra que transformar como

(@ (1) ¢ (22)) = Qz1) "2 Qw2) ™2 (¢ (2]) (),

cuando hacemos una transformaciéon conforme en las coordenadas x — z’. De la invariancia bajo
rotaciones y traslaciones obtenemos, como en QFT, que f = f(|z —y|). Por otra parte, si hacemos una
dilatacion 2’ = Az llegamos a que f(|z —y|) = A722 f(A|z — y|), como deseamos.

Desde el punto de vista de las light cone coordinates es obvio que esta forma funcional es covariante
bajo cualquier transformaciéon conforme —pues hemos escogido el tnico término covariante escalar
bajo SO(2,d) —pero a simple vista no sabemos argumentar por qué razon (2.1) se va a comportar
razonablemente respecto a una SCT o una inversion®. Pero nosotras vamos con ventaja pues ya vimos
como se transformaba (z—y)? bajo una transformacién conforme infinitesimal cualquiera en la ecuacién
(1.8).

Una pregunta natural ahora es: qué sucede con las funciones de correlaciéon de distintos operadores
escalares (con dimension conforme diferente). Desde el punto de vista de las light cone coordinates es
obvio que no se puede construir una cantidad analoga a X - Y2 si tuviéramos un A; # As. Desde
el mundo d dimensional es un poco mas dificil de argumentar pero las dilataciones nos restringirian la

forma a f(|z —y|) = M21F22 f( Az — y]), es decir, f(|z —y|) M*ﬁ' Ahora debemos imponer la

yl
simetria bajo SCT:

1 1

1
(R + kau) [P = (A1 + A2) (2u + yu) = (B2 = A1) (24— yu)

|z = |z

de donde se deduce que A; = As.
En general, si {¢;} son los campos escalares primarios con dimension conforme A de nuestra teoria,

sus funciones de correlacién a dos puntos se podran escribir como

M;;
(0i(2)0(y) = — &
(x —y)>2
J1A
3Los Q(x) los podemos pensar como el jacobiano de la transformaciéon conforme: Q(z)™> = %iz
r=x]

4Es cierto que ya vimos que si lo hace bajo una dilatacién pero eso no es suficiente.

. y‘A1+A2 ’1‘ B y’A1+A2
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donde la matriz M;; se podra escoger en teorias unitarias proporcional a la identidad, lo que podemos
pensar como una especie de base ortonormal de operadores escalares primarios.

De forma analoga se fija la forma de la funcién a 3 puntos para operadores primarios escala-
res; buscamos la expresion invariante Lorentz mas general que podemos construir dados tres puntos
X,Y,Z € R>% —en el cono de luz: X% = Y2 = Z2 = 0- que sea compatible con la transformacion
homogénea de los campos bajo dilataciones espaciotemporales. Esto es, dados ¢; : ¢ = 1,2,3 con

dimensiones conformes A;:

1
(Xy)6¥123 (Xz)01132 (Yz)a231 :

(01 (X) $2 (Y) ¢3(2)) o

Para que esto sea consistente con las dilataciones necesitamos que se satisfaga®

aq23 + 132 = Aq,
Q123 + 231 = Ag,

a132 + an3) = As.
Este sistema tiene una solucién tnica

Ai—i-Aj—Ak

Qijk = 9

que hace que la funcion de correlacion a 3pt esté también completamente determinada. Igual que
hicimos antes, nos interesa conocer las funciones de correlacién en RM~1 asi que proyectamos el
resultado anterior a S:

A123
2x 2o 2231’
123 ‘-7513‘ 132 ‘$23‘ 231

(¢1 (21) P2 (22) @3 (13)) =

_ (2.2)
|712]

donde x;; = x; — x; y A123 es un parametro libre, caracteristico de la teoria, que tendra mucha impor-
tancia més adelante cuando introduzcamos la OPE y el conformal bootstrap. Por ahora lo podemos
pensar como un analogo a las constantes de acoplo de un cierto lagrangiano®. Esto lo demostré Pol-
yakov en 1970 [21] y se dice que fue el inicio del auge del estudio de las CFTs. Este resultado es muy
importante porque restringir tanto —absolutamente— la forma funcional de las funciones de correlacién

a tres puntos es algo sorprendente. En una QFT arbitraria la invariancia Lorentz es algo mucho més

>Que salga al final un X 2!, Y ™22 etc. para que la funcién de correlacion se transforme de forma analoga a como
vimos en el caso de la funcion a 2pt solo que ahora con tres jacobianos.

SAunque en realidad pensar en la teorfa a partir de los operadores y sus funciones de correlacién nos permite no
tener que partir de una definiciéon microscopica, que nos interesa bastante en este contexto.
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general y por tanto muy dificil de controlar. Incluso si impusiéramos simetria bajo dilataciones ten-
driamos aun infinitas opciones posibles (todas las que cumplieran aqa3 + vz + 231 = A1+ Ay + A3)7.
Este resultado hara que las CFTs sean atin més potentes cuando entendamos lo que es la OPE: todas

las cantidades fisicas se podran determinar en base a las funciones a tres puntos.

La funcién a cuatro puntos: primeras complicaciones

Aunque la funcion a 4pt serd materia de la OPE y el conformal bootstrap, vamos a hacer algunos
comentarios utiles siguiendo la filosoffa de esta secciéon. Consideramos el caso de cuatro campos escalares
iguales por simplicidad. En el cono de luz la cantidad invariante Lorentz que transforme respetando la

dimension conforme de los campos més general que podemos construir es®

1
(X1 X2)® (X3 X0)®

El «problemay» es que con cuatro puntos del espacio tiempo podemos formar cantidades invariantes

conformes:
2 .2 2 .2
T T L
=2 .20 = Wowa = T2 o
Li3To4 Ti3To4

a las que llamamos conformally invariant cross-ratios”?. Merece la pena pararnos un segundo en esto:
(cuiles son las cantidades invariantes conformes de las que nuestras funciones de corre-
lacién van a poder depender?!?

Consideremos la funcion de correlacion a n puntos {x;}. Entonces, las rotaciones y traslaciones
nos reducen el problema a considerar funciones de las distancias entre los puntos r;; = |z; — x;|. La
invariancia bajo dilataciones hace que solo podamos tener funciones de cocientes r;;/ry y las SCT nos
impondran que las cantidades sean en realidad de la forma

TiiTkl
TikT 4l

Podemos preguntarnos, de vuelta al problema en 4pt, cuantas cantidades distintas va a haber. Desde

"Por esto es tan importante entender bien cuales son las condiciones suficientes para que SI + Lorentz implique
conforme.

8En realidad, nada nos impide escoger agrupar X;Xs y X2X4, que no es equivalente (en principio a lo anterior). La
imposicién de que lo sea tendré que ver con la crossing symmetry de la que hablaremos después.

9Puede ser que esto fuera Polyakov dijera cuantas hay?? en la review esa de Ginsparg pone esa referencia pero como
que me parece raro que no lo dijera nadie antes??

10FEsta pregunta nos la podemos hacer en abstracto y tiene sentido. En [22] se hace al partir de una definicién axiomatica
de las CFTs, que parte de unas reglas de transformacion de las funciones de correlacion de operadores primarios (igual
que nosotras).
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Figura 2.1: Configuracion de cuatro puntos cualesquiera tras utilizar las transformaciones conformes.
Figura en 4.3.2 de [11].

el mundo 2 + d dimensional la cuestion no es tan dificil:

g K Xo) (X3 Xe) e = (X1 - Xq) (X - X3)
(X1 X3) (X2~ Xy)' 204 (X - X3) (X - Xy)'

Para entender por qué solo son dos utilizamos la invariancia conforme para poder colocar cuatro puntos
r1,%2,x3,x4 tal y como se muestra en la figura , que representa una configuracion claramente para-
metrizada con dos grados de libertad: Llevamos x4 — oo utilizando una inversién, después movemos
1 — 0 con una traslacion y con transformaciones de Lorentz x3 — (1,0, ...). Por dltimo, podemos
dejar x3 fijo y mover, con una rotacion, za — (x,¥,0,...). La configuracion esta fija entonces salvo por

dos parametros reales ,y. De hecho, si evaluamos aqui los cross-ratios anteriores encontramos que

u=zz,v=(1-2)(1-2),

donde z = x + 1y.
Entonces, la forma mas general para la funcién a cuatro puntos que buscamos es, en el lenguaje

d + 2 dimensional:

(@ (X0 (Xa) 0 (Xa) 0 (X)) = o xS X

En la seccion S esto se traduce en una expresion sencilla pero que no estd completamente fija: esto
es porque (X1 - X2) 2 (X3 X4)~> transforma de la forma adecuada asi que f tiene libertad de ser

cualquier funcion. El resultado entonces es:

(6 (21) 6 (2) & (25) 6 (1)) = —gmgs /(1) (2.3)

L12 T34

En realidad f si que tendré algunas restricciones. Esto lo podemos ver como que la forma en la que

agrupamos los puntos para hacer los productos escalares d + 2 dimensionales fue arbitraria y hay,
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en realidad, dos formas diferentes de hacerlo: podiamos haber agrupado los puntos como x14 x30, de

manera que

1 v\ A
(6 (1) 6 (12) 6 (2) 6 (11)) = =z oz F(@7) = (=) fluv) = flv,u),

L1g T3

donde la ultima igualdad viene de que tras hacer 2 < 4, los conformally invariant cross-ratios serén
4 = v, = u. Cuando introduzcamos la OPE veremos que ademas esta f tiene que ver con las funciones
de correlacién a 3pt. En ese contexto veremos que esta simetria respecto a qué puntos juntar va a ser
algo muy poderoso, que restringira atn més la forma de los observables de cualquier CFT consistente:

acabamos de derivar la crossing symmetry.

Operadores con espin.

Queremos derivar unas expresiones como las de (2.1), (2.2) para campos primarios que tengan
espin —definidos por sus propiedades de transformacion en (1.13)—. Para ello vamos a asociar, de forma

analoga a lo anterior, ¢ ... (z) < ¢unr..(X). El problema que tenemos es que cada indice va a

llevar dos componentes de mas asi que necesitaremos imponer méas condiciones que antes. En primer
lugar nos quedamos con el cono de luz X? y también imponemos que alli los campos sean transversos:
XMQSMNLW(X) = 0. Nos vamos a restringir al caso en que los campos sean simétricos y sin traza; esto
es arbitrario, por sencillez: la forma general la derivaremos de forma «algebraica» més adelante. Esto
significa que los campos de R*¢ van a ser también simétricos y sin traza. Los campos primarios de

nuestra CFT se relacionaran con estos a través de una proyeccion a la seccion S que utilizamos antes,

parametrizada por d coordenadas x*:

oxMoxN
S, () = Sunr - (X) e s
Donde, como antes, hemos fijado X+ = 1, X~ = 22 hace que %ﬁ” = (0,2x,,6). Se puede demostrar

que esta asignacién conserva la condicién de no tener traza, de ser simétrica y hace que cualquier cosa

M
o =0.

proporcional a XM se anule, ya que, al estar S en el cono de luz, X2 =0= XM e

Podemos pensar entonces que la ecuaciéon anterior relaciona los campos de R*? con los campos
de nuestra teoria (en R1¥~1) de forma tinivoca salvo por una redundancia gauge residual: anadir un
tensor proporcional a XM,

Ahora podemos razonar igual que con los escalares: en R*? los campos transforman de forma
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covariante Lorentz:

Pune.. (X') = AEAN b (X)),

Y la condicién de ser primarios se traduce en homogeneidad bajo las dilataciones espaciotemporales:

¢ (AX) =124 (X).

Viendo como transforma el elemento de linea y su producto escalar con el campo podemos demostrar

que en general:

G (@) = GrrsMi(e) - 0 (@)

Donde M... seran las matrices de la representacion de SO(1,d — 1) correspondientes a cada uno de los
indices, es decir, la definiciéon que impusimos en (1.13).

Calculamos la funcién a dos puntos para un campo vectorial Ap;. La cantidad invariante Lorentz
mas general que podemos construir que sea ademas consistente con la homogeneidad de los campos
bajo dilataciones (si tenemos en cuenta que no puedo hacer nada proporcional a X2, Y? o Xy, Y,
pues se anularian o bien porque la secciéon S esté en el cono de luz o bien porque consideramos campos

transversos y Xy se proyecta a 0) es

Yy Xn
o NMN + o XY

Como partimos de campos transversos, tendremos que imponer
XM ou(X)on(Y)) = YN (our(X)on (Y)) =0,

lo que fija el valor de @ = —1. Igual que antes, nos interesa la funcién de correlacion para los campos

de RM=1 asi que proyectamos el resultado anterior a la secciéon S:

T (z —y)
_ tp
(u(T)du(y)) = [CEES
donde I, es el tensor de inversion que introdujimos en (1.12) para codificar como se transforman los
vectores bajo una inversion. Igual que en el caso de los escalares primarios, la imposiciéon de transformar
covariantemente bajo el grupo conforme y no solo bajo las dilataciones es lo que restringe tanto la

forma permitida. En caso de que solo exigiéramos homogeneidad (d dimensional) bajo dilataciones,
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tendriamos un tensor con un grado de libertad:

~ T,Ty
L(x) =6, + ﬁ#.
2.1.2. Las funciones a dos y tres puntos en representaciones arbitrarias del grupo

conforme.

Después de haber dado la motivacién intuitiva para casos concretos sobre por qué la funcién a dos
y tres puntos tiene una forma funcional completamente fijada por la simetria conforme. Repasamos
(brevemente) los resultados de [23] explotando las cosas a las que llegamos en los apartados anteriores.
Consideramos una CFT euclidea d dimensional. Partimos un operador O(z) primario con dimensiéon
conforme A (escribimos explicitamente todos los indices de la definicion (1.13)) que se transforma, bajo

z — 2'(x) = (gz), conforme, como
(T(9)0) (2) = Q(2)"D; (R*(x)) O (), (2.4)

donde RY(x) es la transformacion local ortogonal (como estamos en R?, asi que se tratara de un

elemento de O(d)) que le podemos asociar la transformacion conforme mediante

g 9 aril g g
R,u,oz(x) =2 (x)%’ Rua(x)Rua(x) = 6#'/

y el indice ¢ se denota la representacion de O(d). Entonces, dada una matriz de rotacion R, D;- (R)

es un elemento en esta representaciéon que actiia sobre los campos O*.

Funcién de correlacién a 2pt para operadores primarios arbitrarios.

Consideramos dos campos primarios Olf, (9%2 (de espin arbitrario: eso va codificado en la repre-
sentacion de SO(d) correspondiente a los indices i1,72). Queremos calcular la forma mas general de
(O (1), OF(x2)) y para ello utilizamos la invariancia bajo transformaciones conformes. De forma
analoga a lo que hicimos en el caso anterior se justifica que, con los puntos x1, x2 solo podemos construir
una cantidad que se transforme de la forma requerida: |212|72% donde A es la dimension conforme de

ambos operadores y x12 = 1 — x3. Se puede definir

P (115) .

(01 (@) 0% (22)) = —5
(2%2)
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Y la invariancia conforme obliga a que P%2(z) cumpla:
Dy, (R (21)) Dj, (R (w)) P12 (219) = PP (27,), P2 (Ax) = P1%2(x).
La ecuacion (1.11) nos dice como se transforma x%z, lo que lleva a proponer la siguiente solucion:
P (213) = DY, (I (212)) g%, (2.5)

donde ¢’1%2 es un tensor invariante para las representaciones D; and D en las que transforman los
operadores. Es decir, D%, (R)D;Qj (R)g71372 = g% para cualquier R € O(d). Con estos ingredientes se
puede demostrar que (2.5) es correcto!!. En caso de que sean distintas no se podria construir ningtin
g1 y la funcién a dos puntos se anulara.

El resultado final viene dado por

(0F ()0 (2)) = s Dl (1 (e 2:6)
T12

Utilizando las misma filosofia que cuando bautizamos a los £ como vectores de Killing conformes, po-
demos pensar que D (I (x12)) acttia sobre x1, z9 como un transporte paralelo para las transformaciones

conformes locales.

Funcién de correlaciéon a 3pt para operadores primarios arbitrarios.

De la misma forma que antes, cuando queremos calcular la funcién de correlacién a tres puntos
nos damos cuenta de que con 1, zo, 3 solo se puede construir un objeto que se transforma como debe
—para que las funciones de correlacion sigan las reglas derivadas de las de sus campos— bajo el grupo
conforme. Esto lo podemos pensar como que el grupo conforme nos permite llevar esos tres puntos a
otros cualesquiera de R?, es decir: no existe ninguna forma de construir una forma invariante conforme.

Sean tres campos (’)il, (9%2, (’)33 con representaciones de O(d) etiquetadas por i1, 72, i3 y dimensiones
conformes A;, i = 1,2,3. La ecuacion (2.6) puede servir de inspiracion para plantear que la funciéon

de correlacién a tres puntos tendra la forma de:

O1' (71) 07 (22) O3 (x3) ) = - = x DYV (I (213)) D5 (I (w23)) 7172 (X12)
< > (x%z)g ’ (95%3)523 (x§1)63

(2.7)

donde t"%2"3(X) es un tensor homogéneo en X que se porta bien respecto a las transformaciones de

"T0s detalles en [23]. (bueno, detalles...)
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D} (R)D (R) Dy (R)#19233 (X)) = £ (RX) VR € O(d), t123(\X) = X125 (X),

y definimos

2

x13 €23 2 D)
Xpp=—Xn=—5——5 Xih=—5"75"
T3 Tag L13%23

Las reglas de transformacion (2.4) hacen que, para que la funcién de correlacion a 3pt. se transforme

de la forma adecuada bajo dilataciones, se tenga que satisfacer:

Sio==z(m+m—m+q),

e

doz3==(m+n3—m1—q),

N

53125(?73-1-771—772—(1)

Se puede comprobar que, tras imponer todas estas cosas, la funciéon de (2.7) se comporta como
debe. Esta expresion parece que en principio no es simétrica bajo el intercambio de los indices 1,2,3
de los operadores pero se puede comprobar que en realidad si lo es ya que el tensor de inversiones,
que sobre el vector «relevante» de la ecuacion anterior actia como I, (x3) X12, = %X 12> cumple la

propiedades necesarias para que la expresion anterior sea simétrica bajo 1 — 20 2 — 3.

2.1.3. ;Y las funciones a un punto? Sobre por qué no hay VEV no nulos en las

CFTs (planas).

En una teorfa unitaria el operador D va a ser diagonalizable y su espectro va a estar acotado por
debajo, de tal forma que exista un estado con menor energia conforme. Esto hace, en particular, que
el tinico operador con dimensién conforme nula sea la identidad. De ello se deduce que las funciones
de correlacion a un punto (o los valores esperados en el vacio de los campos, si queremos verlo asi)
se anulen para cualquier operador que no sea la identidad. En primer lugar, al igual que en una QFT
cualquiera: los tinicos campos que pueden tener un VEV no nulo seran los escalares pues lo contrario
romperia la invariancia Lorentz. Ademas, la invariancia bajo traslaciones hace que tenga que tener un
valor constante. Por ultimo, las dilataciones fijan ese ntimero a cero. Esto se puede pensar también
como que un VEV no nulo de un campo estarfa introduciendo una escala de energia en la teoria, que
inmediatamente romperfa la invariancia conforme.

Sin embargo, cuando introducimos un defecto o ponemos nuestra CFT en una topologia no trivial

esto cambia y salen resultados muy interesantes, que contintian estudiandose y sirven ademas para
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modelar multitud de fenémenos fisicos relevantes. En el segundo caso, la escala caracteristica viene
de la topologia y podran construirse cantidades utilizandola. De esto nos encargaremos en el altimo

capitulo, en el que estudiamos CFTs a temperatura y densidad de cargas finitas.

2.2. Operator Product Expansion

Una pregunta logica que nos podemos hacer cuando nos dan un conjunto de operadores de una QFT
es: {qué pasa cuando los multiplico?. La respuesta para O(z)O(z’) nos la da, en el régimen perturbativo,
la formula LSZ y los diagramas de Feynman. Pero tenemos un problema cuando queremos hacer x — x’:
los propagadores tienen singularidades cuando van de un punto a él mismo. La idea es utilizar la OPE
para salvar este tipo de patologias. La existencia de esta propiedad es al final equivalente al hecho de
que los operadores formen una cierta algebra asociativa. La idea es hacer una especie de polinomio
de Taylor que tiene al final un nimero finito de términos singulares —que ademés contienen mucha

informacion relevante—

O'(x)01 (') =Y fi (z,2/,2")CH(a"),
k

donde en realidad deberiamos escribir ordenados normales si estamos en una teoria cuantica. Esto lo
podemos reescribir pensando esas constantes de estructura como unas ciertas funciones de los campos
y sus derivadas:

:0(z) - 02 = Z 1 O0s(2) : Dg(z — 2).

Donde Ds(x — ') es un operador diferencial en x — 2’. Lo importante es que esta expansion tendra un
radio de convergencia no nulo. En el caso de las CFTs motivaremos que el dominio de convergencia solo
tiene que ver con los puntos en los que estamos insertando los operadores. Quizé se pueda pensar toda
esta verborrea como que, en principio, parece razonable pensar que cuando dos operadores se insertan
muy cerca tiene que haber una manera de escribir eso como una serie de operadores insertados en el
punto medio (figura 2.3). Todo este lenguaje parece preparado entonces para utilizar la cuantizacion
radial.

Consideremos dos operadores O, O insertados en R? de tal forma que podemos preparar un estado

|¥) en una esfera que los rodee al origen y a z, como se ilustra en la figura 2.2'2. Como explicamos en

2Hemos puesto unos de ellos en el origen pero podriamos no haberlo hecho sencillamente haciendo cuantizacién radial
alrededor de otro punto.
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W)

Figura 2.2: Dos operadores insertados dentro de una esfera B que generan un estado |¢)) en su frontera
O0B. Figura 3.7 de [11].

la secciéon 1.5.2 tendremos una base de autoestados de D que permitira escribir
U) = " cnlEn),cn = cn(2).
n

La correspondencia entre operadores y estados en una CFT nos permite decir que para cada |E,)

tendremos un operador que serd un primario o un descendiente. De esto se sigue que
Oi(2)0;(0) = > Ciji(&,0,) la=0 Ox(0), (2.8)
k

donde debemos pensar que Cjji(z,0,) es un operador diferencial (una serie de potencias en 8,}3 que
codifica la informacion del operador primario O, y de todos sus descendientes, es decir, del k multiplete
conforme.

Esta formula, igual que su prima de QFT, se puede pensar como una ecuacién cierta en dentro de
su radio de convergencia. Desde el punto de vista de la path integral, la condicién de convergencia seréa
que todos los demas operadores estén insertados fuera de la esfera B (esta idea se muestra en la figura
2.2).

Hemos construido una herramienta muy poderosa: no es un resultado asintético para el limite en
el que los operadores estan insertados en el mismo puntos sino algo que funciona a una separacién
estrictamente finita. Ademas, podriamos haber hecho la OPE sobre un tercer punto y que estuviera
dentro de B y no habrfa ningtn problema: conceptualmente es exactamente lo mismo: hariamos la
cuantizaciéon radial alrededor de otro punto y buscariamos otra base de autoestados... Todo se sigue

de la misma forma hasta llegar a

Oi(2)0;(0) =Y~ Ciji(&, ) la=y Or(y)-
k

130, alternativamente, en P,,, como ya habiamos escrito en el capitulo anterior.
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s
= Z Ci}k *ﬁ'i
/7

Figura 2.3: Representacion grafica de la OPE. Necesitamos que todos los demés operadores estén
insertados fuera de B, o visto de otra forma: que exista un B en estas condiciones.

No hemos especificado los indices de SO(d) pero para los casos con espin se procede de forma
anéloga: podemos considerar que los dos operadores transforman en (distintas) representaciones dadas

por los indices a, b:

Of (z) 0%(0) =Y CH (2,0,) OF(0) .
k

Ahora queremos ver, igual que hicimos con las funciones a dos y tres puntos, qué restricciones
impone la simetria conforme en los coeficientes de la OPE. Para ello, vamos a contraer con un tercer
operador Oy, por la izquierda (asumimos que |z23| > |z12| para que la OPE sea valida y consideramos

operadores escalares) :

(Oi (1) O; (w2) O (23)) = Y _ Cijir (212, 0) (O (w2) O, (3))
o
Sabemos que el lado de la izquierda estd completamente fijado por la simetria conforme y, como ya
dijimos en el capitulo anterior, en una teoria unitaria se puede escoger una base ortonormal de los
operadores escalares de forma que (O (z2) O (x3)) = 5kk/:c2_32A’“. Esto hard que la suma tenga un
Gnico término
Jijk

A+ A=A Nj+AR—A; Ap+A;—A; Cijk (12, 02) T3
T12 Tog T31

Ag

Es decir, Cjj;, es proporcional a f;;x y a un operador diferencial que solo depende de las dimensiones
conformes. Para encontrar exactamente su expresion tendriamos que expandir a ambos lados cerca de
T = x2 e igualar término a término.

Esta idea se puede aplicar a un problema mas general: nos permite reducir una funcién de correla-
cion a n puntos a una combinacion de funciones a n — 1. Aplicando este principio de forma recursiva
terminariamos dejandolo todo en términos de funciones a 2 o 3 puntos [24] [21], que estan completa-
mente determinadas funcionalmente a causa de la simetria conforme.

Esto lo podemos ver como que con muy poca informacién podemos calcular todas las funciones
de correlacion y por tanto especificar por completo nuestra teoria. El conjunto minimo de informacion

con el que nos podremos quedar seré:
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W El espectro de operadores primarios con sus dimensiones conformes A y sus representaciones bajo
SO(d — 1). Cualquier otro operador puede encontrarse aplicando P, (es decir, derivando) un
numero finito de veces y haciendo operaciones con otros operadores. Ademas, la correspondencia
operador-estado nos asegura que estamos asi consiguiendo llegar a todos los estados posibles de

la teoria.

W Como la OPE nos permite reducir cualquier funciéon de correlaciéon a combinaciones de funciones
a dos puntos, completamente fijadas salvo constantes. Ademas, las constantes f;;, que salen en
la funcién a tres puntos —que no pueden ser calculadas utilizando cinematica, tienen informacién
sobre la teoria— son precisamente las mismas que salen en la OPE. Esto se puede ver al escri-
bir ¢1(2)$2(0)[0) = Y- A120[O(0)+ descendientes]'®. Estas constantes de estructura se llaman

también coeficientes de la OPE y son caracteristicas de cada teoria.

Estas dos cosas juntas se llaman OPFE data y nos permiten reescribir cualquier funcioén de correlacion
como una serie convergente —siempre que pueda conseguir separar los dos puntos sobre los que hago la
OPE en cada paso de todos los demas—. Una vez visto que una teoria viene completamente caracterizada
por su OPEFE data, tiene sentido hacernos la pregunta inversa: jqué condiciones tiene que cumplir un
conjunto de nimeros para definir una OPE data consistente, es decir, que defina una CFT? De esto

precisamente se encarga el conformal bootstrap, que explicamos en la seccién siguiente.

2.3. Conformal bootstrap

Si bien es cierto que la simetria conforme reduce mucho el problema de describir la teoria en
comparaciéon con lo que sucede en una QFT ordinaria, sigue siendo muy dificil calcular explicitamente
los operadores primarios con sus dimensiones conformes y todos los coeficientes de las funciones a
tres puntos entre ellos. La idea entonces es plantearse el camino contrario: intentar imponer unas
condiciones de consistencia que nos permitan clasificar todas las soluciones de forma que al final
podamos encontrar a cuél de ellas se refiere nuestra teoria'®. Asi se consiguio6 resolver en los afios 80 un
conjunto de CFTs 2 dimensionales que se llaman minimal models |17]. Este enfoque es muy importante
por ser completamente no perturbativo: a veces es la iinica «técnica» que podemos utilizar para intentar

entender una teoria en un régimen en que el resto de métodos (mayoritariamente perturbativos) fallan.

14Una version de 2.8 en la que escribimos el operador diferencial actuando en © y evaluado en = = 04 como una serie
en O y descendientes.

15y aparece aqui implicitamente la idea de universalidad critica de nuevo: no nos importa tanto la descripcién mi-
croscopica de nuestro sistema sino encontrar una teoria que lo describa.
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Figura 2.4: Representacion diagramatica de la funcién a 4pt utilizando la OPE y agrupando las inser-
ciones como (12)(34). Llamamos a esto [ 1] expansion en conformal partial waves(CPW).

Consideremos la funcién de correlacion a 4pt de cuatro operadores escalares primarios iguales.
Vimos en 2.3 que la simetria conforme restringe mucho su forma. A la vista del apartado anterior, tiene
sentido plantearnos utilizar la OPE para reducir primero esta funciéon a cuatro puntos a una suma de
funciones a tres puntos, cuya forma esta completamente determinada por la simetria conforme. Para
hacer esto decidimos en primer lugar agrupar los operadores como (12)(34), figura 2.4. El resultado

sera:

(¢ (x1) ¢ (22) ¢ (23) ¢ (24)) =
=" fasooo0 Ca (213, 02) Ci (w31, 01) (O (32) 0" () ) =

0,0’
Iab Tog
= f250Ca (12,02) C (234, 1) ng’) =
O 24
1 2
= a2 Joeo9s0to (i)
T2 T34 O

donde hemos utilizado que podemos considerar una «base ortonormal» de operadores primarios en el

sentido de que

(0" (@)0"(0)) = doo e

y hemos definido los conformal blocks ga ¢ (x;):

Ay A Jab (o
9a (x:) = 215 w3 Ca (212, 02) Cp (w34, 04) 33(%4;4)7

y aunque no es obvio por su definiciéon se puede probar que solo dependen de u, v.

Tenemos todo el derecho del mundo a repetir el proceso anterior agrupando los puntos de otra
forma no equivalente: (14)(23) y el resultado debe ser el mismo: la funciéon a 4 puntos. Esta idea se
muestra en la figura 2.5 y tiene que ver con que las «expansiones» como las de 2.4 no se deben pensar
como un diagrama de Feynman: uno solo de estos diagramas contiene toda la informacion de la funcion

a 4 puntos, no necesitaremos escribir los canales s,t,u que conocemos de QTF sino que impondremos

Donde 1%°(z) = I#1"#*17¥I (1) es una extensiéon del tensor de inversion que mostramos para el caso vectorial para
cuantos indices de SO(d) sean necesarios.
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Figura 2.5: Representacion diagramética de la crossing symmetry para las funciones a 4 puntos: los
dos canales representan formas no equivalentes de aplicar la OPE que deben ser iguales si la teoria es
consistente. Figura de [11].

que sean iguales. Esta condicion es lo ultimo que nos queda para definir una CFT y en la literatura se
llama OPE associativity, crossing symmetry o conformal bootstrap.

La funcién a cuatro puntos tiene estos dos «canales» e imponer que ambos resultados sean iguales
restringe los valores de los coeficientes de la OPE y las dimensiones conformes, que dijimos formaban
la CFT data. Anélogamente, para funciones de més puntos se tendran que ver todas las posibles
descomposiciones y sacar de ello un sistema de condiciones a imponer a los datos. En el mejor de
los casos las restricciones impuestas tanto por las simetrias del sistema como por estas relaciones de
consistencia nos permitirdn resolver completamente una teoria pero en otros casos nos permitiran al

menos restringir el posible espacio de teorias compatibles con ello.
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Capitulo 3

La dualidad holografica

La teoria cuantica de campos es la mejor herramienta que tenemos para describir el mundo de forma
microscopica, pero hay multitud de evidencias, tanto experimentales como teéricas, de que, al menos
hasta el punto en que la entendemos ahora, lo que sabemos de QFT no es suficiente para explicar la
naturaleza completamente. En particular, no tenemos aiin una teoria cuantica de la gravedad. Esto es
un problema porque al estudiar fenémenos que se dan a distancias del orden de [p, los efectos cudnticos
de la gravedad son relevantes.

En su curso de la escuela TASI en 2010, Joseph Polchinski contaba [25] que frente a quienes
proponian la identidad de Euler o las ecuaciones de Maxwell como la ecuacién mas importante de la

historia, él propondria la conjetura de Maldacena:
AdS = CFT, (3.1)

pues «contiene» los conceptos centrales de la fisica fundamental —el electromagnetismo y sus generali-
zaciones no abelianas, la mecénica cuéntica, la QFT y la relatividad general- y ademas podria ser, no
una mera coincidencia sino un ejemplo concreto de otro conjunto mayor de dualidades gauge/gravedad
que nos podrian permitir enfrentarnos a algunos de los problemas méas profundos a los que la fisica
tedrica lleva intentando dar respuesta en los tiltimos cien anos —o toda la historia—. En particular, estas
dualidades tienen que ver con algo que se cree cierto en la comunidad de la fisica tedrica: la gravedad
cuéntica funciona de forma holografica.

El principio hologréfico se refiere a la idea de que los grados de libertad cuanticos no escalan con
el volumen, como podriamos pensar por analogia a un gas clésico, sino con el area. Todo esto esti
basado en el trabajo de Bekenstein sobre la entropia de los agujeros negros |26], donde demostré que

si queremos que los agujeros negros respeten la segunda ley de la termodinamica es necesario que la
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entropia maxima de una region del espacio venga dada por su area (en unidades de Planck) y no por
su volumen. De aqui nace la idea de que «el mundo es un holograma» [27], de que en la frontera de un
espacio con gravedad hay una teoria de campos que la describe.

Hemos encontrado una nueva razén por la que merece la pena estudiar CFTs: puede ayudarnos a
entender como funciona la gravedad cuantica y, con ello, la estructura microscopica del espaciotiempo.

En este capitulo intentamos hacer una introduccion a la dualidad AdS/CFT, destacando el va-
lor que tiene lo que hemos aprendido en los anteriores capitulos y en céomo se traduce a través del
«diccionario» de la dualidad. En la primera seccién hacemos un repaso de los espacios AdS en relati-
vidad general, centrdndonos especialmente en la compactificacién de variedades de Einstein, pues en
la frontera del espacio va a ser donde «estard» nuestra teoria de campos. En la segunda motivamos
la dualidad AdS/CFT centrandonos en las simetrias y calculamos la funcion a 2 puntos utilizando
el dual holografico! y por ultimo revisamos de forma simplificada la dualidad original que descubri6

Maldacena.

3.1. Willem de Sitter

Estamos interesadas en entender la dualidad AdS/CFT vy, llegado este punto, sabemos algunas
cosas sobre teorias conformes pero nada sobre lo que significa AdS. De hecho, no hemos hablado en
ningtin momento de poner nuestras teorfas en un espaciotiempo dinamico. En esta secciéon hacemos un
repaso breve sobre qué son los espacios Anti de Sitter y en por qué la dualidad hologréfica se realiza
precisamente en ellos? En particular, veremos los dos hechos que van a motivar la parte «geométrica»
de la dualidad: las isometrias de AdSgi1 coinciden precisamente el grupo conforme Conf(d) y, a
diferencia del caso plano, la compactificacion de un espacio AdS es una variedad con borde, lo que nos

permitira definir una teoria en su frontera.

3.1.1. Una de las versiones mas sencillas (simétricas) de la relatividad general:

espacio AdS

AdSgy1 es la solucidon maximalmente simétrica de las ecuaciones de Einstein en el vacio con cons-

tante cosmolbgica negativa:

b [ e lglr - ),

- 167TGd+1
Guv A

'Que es lo que pretendemos hacer para un caso mas general en el capitulo siguiente.
2Al menos en sus versiones mas «sencillasy.
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Si tomamos la traza en la ecuacién de movimiento nos damos cuenta de que R = %A3 de forma que

4

el Ricci es proporcional a la métrica®, como podiamos saber por ser esta una solucién de las ecuaciones

de Einstein en el vacio. La condicién de ser maximalmente simétrico se traduce en

A
Ryuvop = m(guagup - g,upgua)-

En general, las geometrias maximalmente simétricas soluciéon de las ecuaciones de Einstein en el
vacio se pueden escribir como soluciones de ecuaciones cuadraticas en una dimensién més con una
ligadura que relaciona el «radio» del espacio L con la curvatura. Estas ecuaciones describen un embe-

bimiento de dichas geometrias en R*?. Para el caso de AdS esto es:

d+1

d(d—1
S XZ-XP4 Y XZ=1%, I __dd-1)
=2

. (3.2)

Esta condicion es particularmente iluminadora porque nos hace explicitas las isometrias de este espacio:
0(2,d) = Conf(1,d—1), jel grupo conforme de un espacio plano d dimensional! La dualidad holografica
explotara ampliamente que estos grupos sean en realidad el mismo pero no se contentara con ello’. En
lo que queda de capitulo resumimos el capitulo correspondiente a espacios AdS de [25], [20], [29] para

recoger las herramientas que necesitaremos para formular la dualidad AdS/CFT.

3.1.2. Estructura conforme del espacio plano: Einstein’s Static Universe

Lo que llevé a Einstein a introducir la constante cosmolégica fue precisamente proponerse aplicar
la relatividad general para modelizar un universo estatico. Podemos pensar que al querer estudiar la
estructura causal del espaciotiempo necesitamos llevarlo a algo parecido a un intervalo, compactifi-
carlo. Esta es la idea del universo estatico de Einstein —que podemos pensar como una extension
de «si a R™ le anadimos el infinito tenemos una S™»— que repasamos ahora.

Consideramos Minkowski d + 1 dimensional en coordenadas esféricos:
ds® = —dt* + dr® + r*dQj_,,

donde d4_; es el elemento de linea de una S%! unitaria. Si hacemos un par de cambios de coordenadas

3En realidad aqui se pueden seguir distintos convenios que cambian en factores 2 y reescriben esta accién de forma
ligeramente distinta. Utilizamos la de [20]. La cuestion es que la curvatura (escalar) es la constante cosmologica (salvo
por un prefactor) y que nuestro espacio AdS es una especie de hiperboloide con signatura de Minkowski.

4A veces a las geometrias que cumplen esto se las llama variedades de Einstein.

®Sobre la estructura/compactificacion conforme de estas soluciones/espaciotiempos se sabia mucho antes de la pro-
puesta de Maldacena, que va mucho maés alla.
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—=const

=COonst

Figura 3.1: Transformaciéon conforme del plano ¢ — r a una region triangular del plano 7 — 6. Figura
de [28].

sucesivos u4 =t 7, us = tanty y u4 = %(T + 0) llegamos a que:

1

ds?® = - -
4cos? iy cos?u_

(—dr* 4+ db® +sin® 0 dQ_,) ,
y después de un reescaleo de la métrica —una transformacion conforme— podemos escribir:
ds? = —dr* + db* 4 sin® 0 dQ3%_|.

Tal y como se ve en la figura 3.1, si fijamos las coordenadas de S?~!, el semiplano definido por las

coordenadas ¢, 7% se transforma en una regién triangular del plano 7,6, ya que:
T = arctan(t + r) + arctan(t — r), 6 = arctan(t + r) — arctan(t — r).

Tenemos todo el derecho del mundo a hacer una continuacién analitica y extender el dominio al espacio
més grande posible, en este caso a0 < 0 < 7, —0o < T < 00, de forma que hemos llegado a la geometria

de R x S —el famoso universo estéatico de Einstein—". La regla de la cadena nos dice que:

1 1
9 _ (1+ui)i+§(1+u2_

9 =3 s ) S

lo que se puede ver también como que el generador de las traslaciones temporales H en R x S es

H = %(Po + Koy) = Jop+2 donde Py y Ky son los generadores del momento y las transformaciones

5t € R,r € (0,00)
"0 =0y 0 = son el polo norte y sur de la S¢ respectivamente.



49

p=s0 p=co

Figura 3.2: AdSq,1 como un hiperboloide en R?9. Figura de [25].

especiales conformes en R, Precisamente esta combinacion lineal era la que escribfamos en (1.7)

cuando vefamos de qué forma el grupo conforme Conf(p, q) actuaba linealmente® en RPH1L.4+1,

3.1.3. Sobre que no hay unas coordenadas perfectas para describir AdS

En esta seccion vamos a dar distintas coordenadas para describir el espacio Anti de Sitter que
definimos antes. Hacemos especial énfasis en la compactificacion del espacio pues es alli donde vamos a
«aplicar» la dualidad. Partimos ahora del embebimiento de AdSgy1 en R*¢ que nos da la ecuacion (3.2).

Esta construccion hace explicitas las isometrias de AdSg41: SO(2, d). Para encontrar unas coordenadas

que «resuelvany (3.2) podemos plantear

xg = LcoshpcosT,
x1 = LcoshpsinT,

z;=LsinhpQ; i=1--,p+1, Y Q=1,
i
de forma que la métrica nos queda escrita como:
ds? = L? (- cosh? pdr? + dp? + sinh? deQ) ) (3.3)

donde las coordenadas p € R™,0 < 7 < 27 cubren el hiperboloide completamente, como se muestra en
la figura 3.2, lo que hace que se las llame coordenadas globales.

El problema viene cuando tomamos el limite p — 0: es facil ver que hay curvas cerradas de tipo

8En realidad se va a identificar el subgrupo SO(2) x SO(d + 1) de SO(2,d + 1) con las isometrias del espacio.
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tiempo en la direccion 7 porque la solucion la topologia de ST x R%. Y, si bien en otro contexto nos
pueden interesar las maquinas del tiempo, esto no representa una geometria causal con la que podamos
estudiar nuestro universo. Una solucién es desenrrollar el S y quedarnos con el recubrimiento universal
de AdSz.1°. Igual que en el apartado anterior, el subgrupo compacto maximal de las simetrias de
AdSgy1 sera SO(2) x SO(d): las traslaciones en la direccion 7 y las rotaciones de la S? (que no aparece
dibujada en la figura). Si ahora hacemos otro cambio de coordenadas r = Lsinhp y t = L 7 llegamos
a la expresion de la métrica de AdS que utilizaremos més habitualmente'” y a la que nos referiremos
cuando hablemos de AdS en coordenadas globales:

1 r2

ds? = —f(r)dt* + i) dr? +r2d0% |, f(r)=1+ 3 (3.4)

Sin embargo, estas no son las mejores coordenadas para entender la estructura causal de AdS, es
mejor hacer un cambio de variables que nos deje algo semejante al Finstein’s static universe, que si

sabemos como compactificar. Consideramos tan 6 = sinh p con 0 < 6 < 7/2. Entonces,

L2
ds? = — ; (—dr* + db* + sin® 9dQ?)
COS

que después de una transformacion conforme se escribe como:
ds? = —dr? + d6? + sin® 0dO>.

Hemos llegado a la misma expresion que en el caso plano: a la métrica del Einstein static universe. Sin
embargo, en esta ocasion tenemos que 0 < 6 < 7/2: jsolo cubrimos la mitad del espacio! De hecho, en
el ecuador (f = 7/2) tenemos una frontera que topolégicamente es un S¢~!. En fisica tenemos muy
claro que tener una frontera significa que vamos a tener que imponer sobre ella unas condiciones de
contorno. Esto nos va a suceder con el R x S~ que tenemos en § = 7/2, que resulta ser precisamente
la compactificacion conforme de un RM¥~1. Este punto va a ser vital al entender la «parte» geométrica
de la dualidad holografica. En general, de cualquier espacio cuya compactificaciéon conforme tenga la
pinta de la mitad del Einstein’s static universe se dice que es asintéticamente Anti de Sitter.
Por dltimo vamos a introducir las coordenadas de Poincaré, que se llaman asi porque nos

ensenaran que podremos ver AdS como una foliacién en la que las laminas son espacios de Minkowski

9De hecho, siempre que hablemos de AdS en holografia estaremos en realidad pensando en su recubrimiento universal.
0T,6 que vamos a utilizar de verdad es esta version después de hacer z = 1 /7, pues como veremos ahora mismo, la
frontera conforme de AdS se encuentra en r — oo y los célculos son mucho mas manejables en z — 0.
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de una dimensién menos'!. Para ello, tomamos

xgzi(1+u2(L2+fQ—t2)),

x1=Lut
o' =Luz' (i=2---,d)

1
d+1 _ Ca2(72 22 42
x —2u(1 uw? (L =2 +t%)),

donde u € RT, de forma que la métrica queda:

2 o ((du? 2 2 =2
ds*=L" | — +u (—dt +dx )
U
Mas adelante utilizaremos esta métrica pero con un cambio de variable z = 1/u pues serd mas util

localizar la frontera en z = 0. Ademas, al radio de AdS lo denotaremos R en lugar de L:
R\ 2
ds® = nyy dz™ da = <> (dz2 + My dzt da”) 12 (3.5)
z

De esta forma se hace natural ver que la frontera conforme esté donde el factor de escala R/z diverge.
Ademas, con esta elecciéon de coordenadas se hace explicito que el grupo de Poincaré d dimensional es
un subgrupo de las isometrias de AdSyy1, al igual que las rotaciones SO(1, 1) que identificaremos con

las dilataciones en la teorfa del borde al hacer AdS/CFT!3.

3.2. La dualidad AdS/CFT

La version «original» de esta dualidad, propuesta por Maldacena en 1997 [6] es supergravedad
de tipo IIB en AdSs x S°'* dual a una teoria version con N' = 4 supersimetrias de Yang-Mills 4
dimensional. En la siguiente seccién intentaremos explicar esta realizacién concreta mientras que ahora
nos centraremos en motivar por qué, al fijarnos en las cosas adecuadas, podemos «leer» la relacién
natural entre teorias de gravedad en espacios AdSiy; y CFTs d dimensionales. El contenido de esta

esta basado en [20], [28] v [29].

" Aunque estas coordenadas solo cubriran la mitad del hiperboloide.

12En la siguiente seccion reservaremos los indices griegos para los indices d dimensionales.

13Esto no puede sorprendernos pues ya hablamos de las realizaciones lineales de las simetrias conformes y nos indicaban
precisamente esto.

1Vista como el limite a bajas energias de una teoria de cuerdas de tipo IIB en AdSs x S°.
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3.2.1. La correspondencia con palabras

Por lo que hemos estudiado hasta ahora, lo «tinico» que nos parece bien la ecuacion (3.1) es que las
simetrias concuerdan: hay un O(2,d) a cada lado del igual. Como las dos teorias que vamos a plantear,
una teoria gravitatoria en AdS;11 y una teoria de campos —sin gravedad— en d dimensiones, viven en
espacios distintos es muy dificil plantearnos como vamos a conseguir encontrar una descripcion que las
haga equivalentes. El objetivo entonces es, ademas de encontrar una manera de asignar los observables
de un lado a los del otro, proponer una forma en la que comparar las cantidades fisicas y las funciones
de correlacién'® de ambas teorias.

Llamaremos a los campos/operadores de la CFT campos del borde y asumiremos que tenemos
un lagrangiano Loy que describe esta teorfa d dimensional'®. Como estudiamos en los capitulos ante-
riores, una CFT viene completamente determinada por los operadores primarios con sus dimensiones
conformes y los coeficientes de la OPE!7. Aunque en realidad, los observables del lado de la teoria de
campos seran operadores compuestos pues la invariancia gauge te exige que tus observables sean
singletes y, salvo para el caso abeliano, esto nos exigird tomar trazas.

La idea de la dualidad es asociar un campo h de la teoria gravitatoria a un operador de la CFT
que tenga sus mismos nimeros cudnticos y cuyo valor en la frontera de AdS sea precisamente el que
acttia como fuente para darnos dicho operador de la teoria conforme. Esto, si lo pensamos a la path

integral, quiere decir que a un operador O de la CFT le asociamos una fuente h'®:
Lorr + / dah(z) O(2)

Entonces, las funciones de correlacion a n puntos del operador O, utilizando (A.11), vienen dadas por:

" Z1h)
dh(z1) ... 00 2n) |,_

(O(z1) ... O(zn)) = (3.6)

donde Z[h] es el funcional generador'?. Entonces, la idea de la dualidad AdS/CFT es que la fuente
h(z) puede pensarse como el valor en la frontera de un campo d + 1 dimensional ﬂ(m,xdﬂ) que es

soluciéon de —las ecuaciones de movimiento de— una teorfa gravitatoria descrita por una accion Szqg 2°.

5Que, como motivamos en el apéndice A, representaran amplitudes de probabilidad de un cierto proceso fisico en
esas teorias.

6Esto no es necesario, de hecho la dualidad AdS /CFT se utiliza en teorias que no pueden describirse en términos de
un lagrangiano.

170, dicho de otra manera, una CFT data consistente.

¥Por ahora una fuente/campo de fondo respecto al que derivaremos para encontrar las funciones de correlacion.

19 Alternativamente lo podiamos haber hecho con la versién conexa de esto, mas adelante lo utilizaremos de esa forma.

20Este problema de Cauchy no esté del todo bien definido: las ecuaciones de movimiento de un campo escalar son de
segundo orden y solo estamos imponiendo una condicién de contorno. Esto se arregla imponiendo otra condicién sobre el
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h(z) boundary

Figura 3.3: Relacion entre las fuentes de los operadores de la CFT y los campos en AdS. Figura de |20]

En el lado gravitatorio tendremos una teoria efectiva interactuante cuyo vacio se corresponde con

un AdSg411, descrita por una accién

Saas(Guw, Ap, &, ...)

donde a los campos de los que depende los llamaremos campos del interior (bulk fields). Hemos
incluido campos gauge, la métrica y escalares pero en la mayoria de las aplicaciones de esta dualidad,
que suelen tener supersimetria, habré también fermiones y otras estructuras tensoriales. Al escribir el
lagrangiano necesitaremos que el potencial de los campos escalares sea de tal forma que la constante
cosmologica sea negativa y asi en el vacio tengamos verdaderamente un espacio AdS.

La correspondencia esta ofreciéndonos un diccionario h(z) <= h(z,z4.1). Es ademés, puramente
cuéntica y se puede pensar como una relaciéon entre las funciones de particién, que sabemos contiene
toda la informacién sobre las correspondientes teorias, y se representa como

2] — < efh(9> — eSAds(il)_
QFT
Es muy importante insistir en que en el lado de la izquierda tenemos que las configuraciones d dimen-
sionales de los campos estan off-shell mientras que en el lado de la derecha lo que evaluamos es la
accion on-shell a la que le hemos impuesto ademés como condiciones de contorno que h se vaya a h en
la frontera. Esto se muestra en la figura 3.3.

Al igual que nos pasoé en los capitulos anteriores, las cuentas son considerablemente més sencillas en
el euclideo asi que haremos una rotacién de Wick y trabajaremos alli. Después deberiamos justificar en
cada caso cuédndo y de qué forma tiene sentido hacer una continuacién analitica de nuestros resultados

para poder encontrar los resultados para el caso con signatura Lorentz pero no tendremos espacio para

horizonte de AdS (escrito en coordenadas globales). Lo discutiremos mas adelante. Ni siquiera esto tltimo es cierto del
todo: las métricas que hemos escrito en (3.3), (3.5) divergen en la frontera asi que en realidad tendremos que imponer
ciertas condiciones de regularidad y tunear las funciones un poco para poder explicar exactamente como la dindmica del
borde se traduce en gravedad —o viceversa—.
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poder dedicarnos a esto.

Antes de concretar como funciona la dualidad «técnicamente» es interesante pensar un poco en
como va a ser la asignaciéon de campos y operadores. Esta claro que los detalles dependeran de las
teorias concretas pero lo que sabemos sobre el grupo conforme y sobre AdS, es decir, que sus simetrias
coinciden, nos da ya algunas pistas. En primer lugar, h y O se transformaran en la misma representacion
bajo O(2,d). El ejemplo sencillo en el que podemos pensar es el las corrientes conservadas: consideremos

un campo gauge de fondo A, en la teoria de campos :

Lorr + / d2\/g (9" T + AP T+ OF o, + ),

podemos entonces, fijaAndonos en los acoplos, hacernos la siguiente cabala: el gravitén ira con el tensor
energia momento y el campo gauge de AdS sera una corriente en la CFT?!,

Ademas, vemos por vez primera uno de los puntos clave de la dualidad: las simetrias globales
en la teoria de campos se corresponden con simetrias gauge de la teoria con gravedad. La
invariancia gauge —aqui en el lenguaje de la path integral se vera en el Z[.J]- se traduce en ecuaciones
de conservacion para las corrientes y el TEM. En realidad esto no es absolutamente cierto pero si lo
més comun en 4 dimensiones donde los U(1), el electromagnetismo, son libres en el IR. En principio
un A, campo gauge d + 1 dimensional podria acoplarse tanto a una corriente global .J,, en la frontera
como tener una parte dinamica (sucede cuando d = 3) a,. La pregunta inversa: ;puede existir una
simetria global en el lado de la gravedad? es algo en lo que se trabaja ahora mismo y parece que la

respuesta es no si queremos tener teorfas cuanticas de la gravedad consistentes.

3.2.2. El campo escalar en AdS quiere portarse como un operador conforme en su

frontera

Ahora vamos a estudiar el caso méas sencillo posible: un campo escalar masivo en AdS, dual a un
operador O de CFT que va a vivir en su frontera. Consideramos la accién del campo escalar libre con

la métrica de AdSg41 dada por (3.5):

1

S = -5 / ™z /=g (0m M ¢ + m?¢?) | (3.7)

2'Hemos escrito también el término Yang-Mills puro que tienen todas las teorfas gauge pues casi todos nuestros
ejemplos tendran que ver con esto y su pariente en cuerdas —la fuente ¢— sera el dilaton.
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cuyas ecuaciones de movimiento son

d—1 m?R?
06 = ——0:0+ 0" 9,0,6 = —5—¢ =0. (3:8)

La invariancia de Poincaré explicita en estas coordenadas nos deja una ecuaciéon diferencial perfecta

para hacer una transformada de Fourier en esas d componentes:

dk , d—1 m2R2
¢z, k) = / () Pr(2) € = ¢ - 7¢/K — K x — = =0
En lugar de aplicar directamente?? la condicion on-shell*® de M? = —k? vamos a empezar por estudiar

el modo fundamental k& = 0 que nos da mucha informacién muy facilmente. Se puede resolver utilizando

el ansatz ¢g(z) = 2* y al resolver la ecuacion anterior encontramos una relaciéon entre el exponente de

d [d? d
A = SEVT T m2R? = o F v, (3.9)

La solucion general para este modo sera de la forma ¢g = apz*~ + bpz™*, lo que nos aporta

la solucién y la masa del campo:

informacioén sobre el comportamiento asintético de todos los demés, como vamos a ver ahora.
La solucion general (escribimos dependencia en M para que sean variables reales en lugar de

imaginarias) se escribe de forma sencilla utilizando funciones de Bessel:
dar = ang 2Y2Y, (M 2) + by 2920, (M>2). (3.10)

Y podemos estudiar su comportamiento asintotico en z — 0:

b o <2—V MY (bFAgyialA; cot(m) |, (z)> o (_ 2 ay ]\i‘”l‘(u) o (Z)> |

Esto hace que sea razonable exigir que cerca de la frontera nuestros campos se comporten como
bz, 2) ~ a(z) 2 + b(z) 2,

lo que ya empieza a tener la pinta que buscamos: estamos consiguiendo «separar» la dependencia de las

22 Aunque esto es lo que hacen en [28]: la ecuacién diferencial se resuelve utilizando hipergeométricas y es equivalente
a lo que vamos a plantear.

Z3Esta M no es la misma m del campo escalar sino la energia de cada modo.

24 Atin no lo sabemos pero acabamos de encontrar la primera relacién entre cantidades fisicas a un lado y otro de la
dualidad: la masa y la dimensién conforme.
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coordenadas d dimensionales y de la z radial de AdS jen un segundo comprobaremos que a(x),b(z) se
comportan como operadores primarios de una CFT! A la vista de este spoiler, tiene sentido preguntarnos

% 2 = cz, ot — czt. El

como cambian los coeficientes a(x),b(x) cuando hacemos una dilatacion
campo d + 1 dimensional ¢ es un escalar asi que no puede cambiar bajo ninguna isometria del espacio:
¢'(2,72) = ¢(x,z) y si imponemos esto a primer orden en z — 0, al aproximarnos a la frontera

conforme, llegamos a que

d(cx) = a(x), b(cx)=c > b(z),

tal y como hacen dos operadores primarios de dimensiéon conforme A_ = A_ y AL = A} en una CFT
d dimensional.

Hasta ahora no nos hemos preocupado de como de buenas eran las soluciones de (3.10) pero
ahora que queremos asociar los coeficientes en la frontera (las condiciones de contorno) a operadores

conformes?

6 esta cuestién nos preocupa un poco méas. La idea es descubrir cuales de los modos que
hemos ido construyendo pueden utilizarse para construir un espacio de Hilbert y cuales no. La ecuacién
para los modos ¢, se puede reescribir con la forma de un problema de Sturm-Liouville con

R m*R? 2 12
p(z) = g q(z) = T A= M*R*y peso w(z) = 1

Esto significa que nuestros modos ¢, eran autofunciones de un operador diferencial y, en particular,

que tendremos un producto escalar con un espacio de Hilbert (1-dimensional, en la direccion z):

(a1, barr) = /0 " dzw(z) $ia(2) b (2).

La primera pregunta es si esta integral estd bien definida. La respuesta rapida es que no, pero no
nos sirve: las funciones que hagan que este producto escalar esté bien definido seran precisamente
las que consideremos admisibles. Pero solo estamos interesadas en saber como funcionan las cosas en
z — 0 pues en realidad lo que buscamos es definir operadores en la frontera conforme, asi que podemos
utilizar las expresiones asintoticas para ¢p;, que no dependen del modo: el integrando va a ir con
2L g que si queremos evitar tanto divergencias logaritmicas como potenciales necesitaremos que
quev+v+1>-1ylyl =]

Cuando v,v/ > 0 -las soluciones de tipo z*+, las que van con b(x)- tenemos la convergencia

asegurada pero si v,/ < 0 —las soluciones de tipo 2z, las que van con a(x)—, necesitamos que |v| < 1,

#La isometria del SO(1,1) de AdS que identificamos con la inversién en las d dimensiones.
268eguimos exactamente la idea que presentamos antes: queremos ver las fuentes de los operadores conformes como
los valores que toman campos d + 1 dimensionales en la frontera conforme del espacio.
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. 2 .
que se traduce en una condicién sobre la masa m del campo escalar: m?>R? < 1 — (%) . En particular,

2 < 0 siempre y cuando se satisfaga la condicién

esto significa que podemos tener estados con m
anterior: la cota de Breitenlohner-Freedman [30] [31]. Esto tiene que ver con que nuestro espacio
no es plano, esos estados no son taquidnicos: la contribucién a la energia sera positiva al final.

Toda esta discusiéon ha sido para justificar que nos vamos a quedar con las soluciones de la forma
dar(z) = by 24%J,(M?2), (3.11)

que formaran una base ortonormal respecto al producto escalar que definimos antes. Por tltimo, que-
darnos con esta solucién significa que podemos escribir explicitamente a partir de (3.9) la relacion entre

la dimension conforme del operador dual A y la masa del campo escalar de la teoria gravitatoria:
m?R? = A(A —d) (3.12)

3.2.3. El calculo holografico de la funcién de correlacién a 2 pt de un operador

primario escalar

Estamos viendo que la idea de AdS/CFT es partir de una accion efectiva Saqg de una teoria
gravitatoria d + 1 dimensional para construir una CFT d dimensional dual a ella. Por otra parte, en
los capitulos de CFTs hicimos especial énfasis en que para conocer una CFT basta con conocer sus
funciones de correlacion a dos y tres puntos asi que lo que mas nos va a interesar es tratar de calcularlas
con «técnicas» holograficas.

Esto es especialmente bonito y til porque vamos a calcular funciones de correlacion de CFTs, algo
que es intrinsecamente no perturbativo y fuertemente acoplado, haciendo cuentas en una teoria de la
gravedad, en el régimen perturbativo. Nosotras vamos a hacer, como siempre, el caso més sencillo de
todos, que ya es por si mismo enormemente instructivo: funcién a dos puntos de un operador escalar
primario.

Para calcular las funciones de correlacion utilizaremos (3.6): la idea es que el funcional generador de
la CFT se encuentra evaluando la accién on-shell del lado gravitatorio con las condiciones de contorno
dadas por el campo que actiia como fuente su operador dual de la teoria de campos. Como vamos a
hacer tantas derivadas funcionales como campos metamos en la funcién de correlacion, para el caso
a dos puntos solo necesitamos llegar hasta términos cuadraticos, asi que no nos preocupamos por los
términos interactuantes que se pueden (y deben) escribir en casos més complejos.

La ecuaciéon (3.8) la podemos pensar como una ecuacion para el propagador: si j(x) es la fuente
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del operador O dual al campo ¢ se tiene que cumplir que

_ d / /' . / 2_d_1 uv _m2R2 /' _
d(x,2) = [ d% K(z,2";2) j(2'), donde (07 — ¢+ n'"0,0, = K(z,2';2z) =0.

(3.13)

Diremos que K (x, 2'; z) es el bulk-to-boundary propagator. Todo lo que sabemos sobre la solucion general
de la eom del campo escalar en AdS nos sirve ahora: el propagador querria comportarse como una
delta de Dirac, asi como el del campo libre d dimensional, pero va a tener una dependencia de tipo

potencia en z (al menos en el limite z — 0 que es el que nos interesa). Si introducimos el ansatz

K(x,2';2) = 2 f((x — 2')? + 2%),

en (3.13) llegamos a’7

4MN2 ) AN+ D)2+ ()\()\ —d) — m2R2) 272 =0.

Y si escogemos que A = A, la dimensiéon conforme del operador O dual al campo ¢, nos damos cuenta

de que aparece la condicion (3.9) de forma que la ecuacion en f se simplifica mucho:

Z+2°) "+ (A+1)f =0

2 —A

Si denotamos u? = x? + 22, las tnicas soluciones posibles son f(u) constante y f(u) = u™2, asi que

como queremos una solucién no trivial, nos quedamos con la segunda:

LA

K(z,2';2) = .
($,.’E7Z> CA,d((x_x,)Q_i_ZQ)A

Entonces, el campo escalar en el interior se podra calcular a partir de la fuente j(x) del operador O

CO1mMo:
ZA

((x —2')2 + 22

oz, z) = /dd:v' Cad B g(z"). (3.14)

Para calcular Cp 4 utilizamos que el valor del campo al acercarnos a la frontera z — 0 tiene que
ser precisamente la fuente j(x) —salvo por una dependencia en z que tiene que ver con la dimension

conforme de O que calculamos en el apartado anterior— ¢: ¢(z,2) ~ j(z) 292, Las cuentas en el

2 .
"Las derivadas respecto a z se denotan con ’.



59

euclideo son més sencillas asi que hacemos una rotaciéon de Wick:

PAN

_ d ./
Pz, 2) = /d €T CA,d((x — /)2 4 22

d-na [ a J@+zu) d—A a  J@)
:CAde /Cl Umzjm CA@Z </d Um‘i‘@(Z) .

)A ](x/) =

De aqui sacamos la forma completa del bulk-to-boundary propagator:

r'A) z8
T2 (A — d/2) ((x — a)2 + 22)A"

K(z,2';2) = (3.15)

Ahora que ya tenemos la forma del campo en el interior asociado a un operador de la teoria
conforme solo necesitamos encontrar la accién on-shell para imponer la condicién de contorno dada
por la fuente j(z) y poder calcular las funciones de correlacion. Para hacer esto utilizamos el siguiente
truco: integramos por partes la accion de (3.7) de forma que al evaluar en las ecuaciones de movimiento

lo que nos quede sea un término de frontera:

Som—shell ~ / JGoMé + / V56 (—0M o +m?) 6.
0AdS

En nuestro caso,

Son—shell ~ /ddm \/ggzngaqu |z=€ .

La frontera conforme de AdS se encuentra en z = 0 cuando utilizamos las coordenadas de Poincaré
(la métrica de (3.5)) pero si intentaramos evaluar la accion on-shell alli nos saldrian términos con
divergencias. La idea es trabajar explicitamente con un cut-off que terminaremos mandando al infinito;
en este caso poner un muro en z = ¢ en la direccién radial de AdS y terminar por hacer explicitamente
e —0.

El resultado final (finito) es [32]

i(z)5(z
Son—shell X /ddxddxlm. (3.16)

Lo que nos dice que, como podiamos esperar, las funciones a un punto se anulan siempre. Pero si

miramos la ecuacion (3.14) en z — 0 nos damos cuenta de que v(z), la «parte» de ¢ que va con 22, es

precisamente algo proporcional a j(z):

A
1
K /. ~ < A d ./ 1%
(i’, . ,Z) r#£r2—0 (:L’ - a:’)zA’ (25(.%', Z) z—0 & /d . CA’d (JZ — :L")QAJ(% )
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por lo que, como esperdbamos para un operador de una CFT: las funciones a un punto son idénticamente

nulas. De forma anéloga podemos buscar la funcién a 2pt:

825, _ SO@ | o
= @) | 0 |, AT DR

10v(x) 1

(©@)0@) e AR T

(3.17)

~—

que coincide con el resultado de (2.1). Estudiando el campo escalar en un sistema gravitatorio cldsico
d + 1 dimensional llegamos a un resultado (no perturbativo) de CFTs d dimensionales. Esta sera la
estrategia de aqui en adelante: resolver los problemas en el lado de la dualidad en que sean mas sencillos

y utilizarla para explorar cosas que atn no entendemos como funcionan.

3.3. Teoria de cuerdas de tipo IIB en AdSs x S° vs N' =4 SYM en 4

dimensiones.

En la seccion anterior hemos hablado de la dualidad AdS/CFT desde el punto de vista de las
simetrias/isometrias. Ahora queremos dar un ejemplo concreto de esto: una teoria de gravedad completa
en el UV a la que aplicar todo lo anterior. Lo hizo Maldacena [(] con una teoria de cuerdas de tipo
IIB y ahora nosotras pretendemos explicar de forma cualitativa algunas de las ideas més importantes
de su razonamiento. Ademas de todos los avances que se estaban haciendo en teoria de cuerdas, otro
punto de partida para el «descubrimiento» de la dualidad AdS/CFT fue el limite de ’t Hooft: en
[33] ’t Hooft proponia que una teoria de Yang-Mills con grupo gauge SU(N) se simplificaba mucho
en el limite N > 1, donde se puede organizar la expansiéon de los diagramas de Feynman por el genus
de la superficie en que se pueden dibujar. El limite N — oo se corresponde con quedarse tan solo
con los diagramas planares y es por eso que la teorfa se simplifica tanto. Esto es muy parecido a las
expansiones diagramaticas de teoria de cuerdas, donde gg ~ 1/N. De aqui sale la idea de que cualquier
teoria gauge con N > 1 va a poder verse como el limite de una teoria de cuerdas libre.

En el lado de la gravedad tenemos una teoria de cuerdas de tipo IIB en un espacio AdSs x S° donde
el flujo a través de la S® de la 5-forma autodual Fy est4 cuantizado por N € N y los radios de AdSs y
S5 vienen dados por

R* = 4ng,Na'?,

donde g5 es la constante de acoplo de la cuerda. En el lado de la CFT tenemos una teoria de Yang-Mills
con grupo gauge SU(N) maximalmente supersimétrica (N = 4, 16 supercargas) en 4 dimensiones, que
es conforme, con g% M= Us-

Por cuestiones de extensién, en este trabajo no vamos a poder «hacer» nada de teoria de cuerdas,
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supergravedad, supersimetria o siquiera teorias gauge no abelianas, asi que todo este capitulo es una
introduccién rapida a algo que merece la pena exponer en muchisimas paginas. Para ello, nos basamos
en [25], [29], [20] y [34].

Empezamos con una teorfa de cuerdas de tipo IIB en 10 dimensiones?® que a bajas energias va a
ser de forma efectiva supergravedad de tipo IIB cuya accién y contenido de materia vienen completa-
mente fijados por la supersimetria. Los campos bosonicos son la métrica g, el dilatén ¢, un tensor

antisimétrico B, y tres 0—,2—,4— potenciales Cp, Ca, Cy4. La accion se escribe como?’

1 _ 1
S = @) / dz'0\/ge ¢ <R +4(9¢)* — 12H5W> (3.18)
2 2
_ VY (F)* + TR (3.19)
1 .
- §6M1“‘MIOCMI"‘M4HM5"‘M7FH8'“HIO + fermiones . (3.20)

donde Hy,r es la curvatura del By, Fy,. u,+1 las de los potenciales C), y Fm-~~up+1 = Fuy.ppt1 —
BiipnFus.. 1) Esta es la accion efectiva de una teorfa de cuerdas de tipo IIB a bajas energfas, lo
que significa que es la acciéon de ST a dos derivadas y quedandonos solo con los modos sin masa. Nos
interesa relacionar los pardmetros que aparecen en (3.18) con los que nos hablan de la fisica de la
cuerda: en primer lugar 2ma’ = 1/M?2 donde Mj es la masa de la cuerda® y ademas g, = (e?) donde

gs es la constante de acoplo de la cuerda®! que por ahora es arbitraria pues ¢ no tiene término de

potencial.

Objetos extensos: branas en teorias de cuerdas con dimensiones extra

La idea de esta dualidad es que vamos a tener un objeto 4 dimensional en el lado de la gravedad
en el que vamos a «ponery» nuestra teoria de campos: esto son las branas, objetos donde podran y
empezar las cuerdas abiertas de nuestra teoria. En las teorias de cuerdas de tipo IIB tenemos unos
objetos cargados, las p-branas, que son extensos en p-dimensiones espaciales y son fuentes de los C'

de (3.18), de forma que podemos asignarles una accion

S p-brana :T/dxp+1\/§+q/dxp+lAp+1, (3.21)

28En 10 dimensiones hay dos teorias de cuerdas maximalmente supersimétricas: tipo IIB y tipo ITA.

29En realidad la supersimetria exige que Cy sea autodual asi que no se puede dar la teoria mediante una accion. Sin
embargo, si a esto le anadimos la ecuaciéon anterior tenemos las ecuaciones de movimiento de SUGRA IIB asi que la
damos por buena.

39De forma que los modos de la cuerda tendran masas m? ~ 1/a/.

31Que controla las interacciones, las correcciones cuanticas de la teoria.
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donde las integrales son en el worldvolume de la brana.

Para pensar el porqué de esta acciéon podemos acudir al caso 1 dimensional: sabemos que la accién
de la particula libre relativista se puede pensar como [ ds: integramos sobre la worldline de la particula
—una geodésica—. De forma analoga, cuando los objetos fundamentales son cuerdas se plantea la accién
de Nambu-Goto como una integral sobre la worldsheet, la superficie que describe la cuerda al moverse
por el espaciotiempo. El primer término es una generalizaciéon de esto para un objeto que se extiende
en mas dimensiones: la idea es que es un objeto masivo y su relacién con la gravedad tendra que
ver con minimizar el volumen que recorre. El segundo tiene que ver con que el objeto esta cargado:
necesitamos acoplarlo a una forma Ap+132 y la intensidad con la que lo hace viene dada por la carga de
la brana ¢. De la misma forma que en el electromagnetismo clésico, lo que vamos a hacer es «medir»

el flujo a través de las direcciones espaciales transversas:

/ *Fp+2 =N
S8-p

donde N esta cuantizado por razones a la condicién de cuantizacion de Dirac en el electromagnetismo.

Buscamos entonces una soluciéon de Sirp + Sp—prana que preserve todas las simetrias que nece-
sitamos. Por construccién, no tendremos ningin problema con las isometrias del espacio, y al pedir
conservar toda la supersimetria encontraremos una relacion entre la carga y la energia de la configu-
racién®3. Estas son las extremal p-branes. La métrica de una p-brana de este tipo que se extiende en

las primeras p + 1 direcciones es

ds? = H'2(r)da? + HY?(r)dif?

Ag..p = H(r)

e = g H(r)B-P)/4 (3:22)

cgs N (O/)(Pp)/?
r7—p

H(r)y=1+

)

donde ¢ es una constante e y; son las direcciones transversas a la brana (con r la distancia radial a
esta) y la H sera funciéon armonica en R?7P34, Se puede generalizar esto para que en lugar de tener una

brana de carga N en i = 0 tengamos N branas de carga 1 situadas en ¢, esto se llama multi-center

328 nos sirve el argumento geométrico: no podia ser otra cosa si queremos integrarlo en p 4 1 dimensiones.

33Podemos pensar esto como una generalizacion de lo que pasa con los agujeros negros cargados: para asegurarnos
de que no hay singularidades desnudas necesitamos que haya un horizonte de sucesos y eso relaciona los parametros de
masa y carga mediante una desigualdad, los valores para los que se cumpla la igualdad se corresponden con soluciones
con aln mas simetrias.

34Hemos puesto la brana en el origen, lo que se traduce en una delta en la ecuacién diferencial en el punto en que
esta colocada la brana.
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Figura 3.4: Representacion cualitativa del sistema brana-gravedad en AdS que estamos estudiando.
Figura de [20]

solution. El hecho de que la energia y las cargas de las branas estén relacionadas —por ser la solucién
extremal— hace que podamos mover nuestro sistema en las 8 — p dimensiones con coste cero de energia.

La siguiente pregunta es: jcdémo son los objetos que pueden vivir en estas branas? Si escribimos la
accién de Nambu-Goto para la p-brana situada en ¢P12, ... ¢'" y estudiamos las pequefias oscilaciones
alrededor de este punto terminamos llegando a una accion efectiva para los campos gauge que viven en
ella, que podemos adivinar gracias a las restricciones que impone la supersimetria que respeta nuestra
p-brana como solucién. La idea de lo que estamos haciendo se representa en la figura 3.4: tenemos
una teoria gravitatoria consistente en una brana colocada en un vacio de AdS y sus excitaciones se
comportan como campos gauge sobre ella. Al final del dia ¢ y Cy seran pardmetros relacionados con

la constante de acoplo y el d4ngulo 8 de la teoria de Yang-Mills al otro lado de la dualidad.

Construir una teoria gauge a partir de N D-branas

Con los argumentos que acabamos de dar, la solucion de (3.22) se puede interpretar como N branas
con carga uno superpuestas en ¢ = 0 y la teoria de cuerdas nos ha dicho ya que vamos a poder pensar
los campos gauge —del supermultiplete que corresponda— sobre ella como el resultado de cuantizar

cuerdas abiertas que empiezan/terminan en dicha brana:

W Las cuerdas abiertas que empiezan y acaban en la misma D-brana seran multipletes vectoriales

sin masa. Estos llevaran una simetria U(1).

W Las cuerdas abiertas que empiecen en una D-brana distinta a en la que terminen tendran asociada
una masa relacionada con la tension de la cuerda, ya que ahora su longitud sera no nula. De hecho,

como la tension ird con 1/’ y las branas las colocamos en ¢; tendremos que m ~ |1 — 2|/’

Desde este punto de vista, separar las D-branas es romper una simetria (mecanismo de Higgs) mientras

que juntarlas equivale a aumentar la simetria (mecanismo de Higgs inverso) y esto es algo que podemos
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hacer solo porque mover las branas tiene coste de energia cero, por ser estas branas extremales (estados
BPS). La idea entonces es construir una teoria gauge en las p + 1 dimensiones de la brana mediante
reduccion dimensional desde las 10d de la teorfa gravitatoria. Lo hacemos con una teoria conocida:
la versién no abeliana del electromagnetismo que ademés tenga el mayor ntimero de supersimetrias
posible en las dimensiones en las que estemos (32 ahora que estamos en 10d).

La parte bosonica de la accion solo tiene el término cinético del campo gauge®
/ d Tr F?

y la reduccién dimensional se hace separando el campo gauge 10 dimensional en otro vector A, u =
0,...,p+1y9—pescalares ¢' = A;, i = p+2,...,10. La accién de los campos escalares, cuyo espectro

querremos estudiar para entender las fluctuaciones de la brana, viene dada por

10 10
S0 Tr (0 +i[An )+ Y Tr[¢ ]
i=pt2 i.j=p+2

Esta forma tan sencilla tiene que ver con que hemos cogido un sistema especialmente simétrico. De
hecho, la configuraciéon de minima energia vendra dada por [(;Si, @ } = 0. Sabemos que los bosones gauge
transforman en la adjunta del grupo asi que si consideramos una teoria U(N), los ¢’ seran matrices
hermiticas que podremos diagonalizar simultaneamente al ser conmutantes si satisfacen la condicién
de minima energia. El vacio cuantico de la teoria vendra dado entonces por ¢ = diag(¢t, ... ,qb}v)
precisamente las posiciones de las N branas, asi que tener estos autovalores distintos se puede pensar
como una ruptura espontanea de la simetria: U(N) — U(1)V. La simetria que queda tiene que ver
con las cuerdas que abiertas que comienzan y terminan en cada brana: si pensamos las Aﬁq% 10
dimensionales como matrices hermiticas N x N tendremos que las componentes diagonales se anulan

y no tienen término de masa mientras que los términos no diagonales seran de la forma:

10
2 ; P12
pq (2 7
‘Au ‘ E : “bp %‘ ’
i=p+2
que, como ya habiamos predicho, representan masas proporcionales a la separaciéon entre las branas.

Entonces, hemos podido relacionar los estados de las cuerdas con los de una teoria de campos sobre

el worldvolume de la brana. Ahora vamos a ser mas concretas con estas relaciones con el caso que nos

3Donde F,, = 0,A, — 0, A, +i[A,, A
361, es un indice espaciotemporal y p, ¢ son indices de la representaciéon adjunta del U(N), que se puede pensar como
fundamental x antifundamental.
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ocupa: la teorfa de campos 4 dimensional.

Mirar de cerca a N D3-branas sera una teoria N'=4 SYM con grupo gauge U(N)

Escribimos la accién de esta teoria de campos, que es conforme a todos los érdenes en teoria de

perturbaciones®”:
1 1 :Ta i) 2 a i i 1512
S=7 dat Tx (—QFiu — i) Dy, — (Du¢')” + Cf*%a [¢', 03] + [0, ] ) : (3.23)
Y M

cuyo contenido de materia viene dado por el multiplete vectorial de N = 4: AZ campos gauge, seis
campos escalares ¢ que parametrizan la posicién de la D3-brana en las direcciones transversas y cuatro
espinores de Weyl 1,8, La teorfa tiene cuatro supercargas Q% y por ello una simetria SU(4)g que
corresponde con rotarlas entre si. Los fermiones estan en la representacion 4 y los escalares en la 6. Asi,
C# son los coeficientes de Clebsch-Gordan de la descomposicién 4 x 4 — 6. En el lagrangiano anterior
se ve explicitamente tanto la simetria SU(4)r como la invariancia Lorentz y esto se corresponde
precisamente con las simetrias globales de la D3-brana en 10 dimensiones: SO(1,3) x SO(6). Los

parametros a ambos lados de la dualidad se relacionan como

2 . .
0 gs= o 27T+9%M 27T+gs (3.24)

La dualidad original en la forma en que la plante6 Maldacena se puede motivar a través del limite
o/ — 0 en las dos teorias que hemos expuesto hasta ahora: la teorfa de campos en la D3-brana y esta
tltima como sistema gravitatorio que interacciona con campos 10 dimensionales en un vacio de AdS.
Vamos a buscar en primer lugar la teoria de campos. Para ello utilizamos las relaciones entre los
parametros de U(N) y los de la cuerda. La acciéon del sistema formado por los campos que viven en
la brana, ella misma, vista como objeto en un espacio curvo —con gravedad—, y la interaccién entre

ambos, puede escribirse con una expansion en potencias de 1/a/3:

1 1
0 / d4ZL‘FEV + P /dlom\/ﬁRe_Qd’ +--
S

Entonces, al hacer o/ — 0 la teoria de la brana se desacopla de la gravedad y encontramos el N' = 4

SYM que buscabamos. Cualitativamente esto se puede pensar como que estamos mirando a las branas

37Sus funciones beta son idénticamente nulas.

38En realidad podemos llegar a una expresion mas sencilla si escribimos el multiplete vectorial de N/ = 4 como
multipletes de N' = 1: tres quirales y uno vectorial.

39Equivalente a la expansién en derivadas superiores de la teorfa de gravedad: o/ = 12 es una constante dimensional
asi que para que la accion efectiva siga siendo escalar (estamos en dimensiéon 10) hace falta meter mas derivadas.
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de tan cerca que solo vemos esas interacciones y no la gravedad. Pero esto hay que hacerlo con un poco
de cuidado: gs, N, ¢" = r'/a’ se mantienen constantes mientras hacemos o/ — o.
Por otra parte, si nos centramos ver qué pasa en el limite o/ — 0 en el lado gravitatorio nos

encontramos que la métrica de (3.22) —una 3-brana cargada bajo Cy— queda de la forma

R2 (d¢)2 al¢2 R2
ds® ~ o (o/ e + ﬁ(dac)2 + O/Q5> ., R?’= o'\ g3 N,

el producto AdSs x S° donde ambos espacios tienen el mismo radio —el tinico parametro dimensional,

que podemos gracias a la dualidad escribir en términos de las constantes del lado de campos—. Esto es
sorprendente porque la métrica de la brana era asintéticamente plana y tomando un cierto limite fisico
razonable para nuestra teoria hemos llegado a un espacio curvo. Lo equivalente al mirar a la brana de
cerca en el lado de la teoria de campos al hacer 7 — 0 es que ahora el 1 del H(r) en la métrica (3.22)
es despreciable y la parte asintoticamente plana se desacopla del resto de la métrica. Esto se llama
tomar el near brane/near horizon limit.

Ahora podemos comprobar que las simetrias a ambos lados de la dualidad son las mismas y, aunque
es cierto que se trata de una condicién necesaria pero no suficiente, es interesante explicar por fin por
qué si es natural que estos grupos, en principio no relacionados, terminen por ser el mismo. Empezamos
por la obvia identificacion del grupo conforme 4 dimensional Conf(1,3) con las isometrias de AdSs:
0(2,4). La supersimetria de ambas teorias hace que en realidad tengamos un SU (2, 2/4), en el lado de la
gravedad porque pariamos de una teoria de cuerdas con 32 supercargas (maximalmente supersimétrica)
y en la teoria de campos a las 16 supercargas del N' = 4 SYM hay que anadirle las supersimetrias
que se necesitan para que el algebra superconforme sea cerrada. Por otra parte, la R-symmetry de la
teoria de campos tiene que ver con las isometrias de las dimensiones extra respecto a las que nuestras
configuraciones de branas son invariantes: SU(4)g frente a las isometrias de S°: SO(6) = SU(4)"°.

Por ltimo, un aspecto relevante de la dualidad AdS/CFT es que cuando a un lado tenemos una
teoria fuertemente acoplada, en el otro el acoplo es débil y nos sirven las expansiones perturbativas y
viceversa. Esto se ve si le echamos un vistazo a los parametros de las dos teorias: en la gravitatoria
tenemos el radio del espacio R? = o’y ;s donde )\% M= g% ulN 4L La descripcion efectiva de la teoria
de cuerdas a bajas energias, supergravedad, se corresponde con gs — 0y o/ /R? — 0*2 que es a su vez

el large N limit fuertemente acoplado Ay ;s — oo de la teoria de campos.

49De hecho, esto nos asegura que la simetria no sea anémala.
. A2 2 P
410 equivalentemente 4mg, = 2 % = Ay m en términos de las constantes de la cuerda.
*2Cuando no consideramos loops/ correcciones cuanticas en las expansiones en diagramas de Witten ni términos en

derivadas superiores ni modos masivos de la cuerda.
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3.4. La aproximacion geodésica

Nuestro objetivo en el tltimo capitulo va a ser calcular las funciones de correlacion a 2pt de
operadores escalares primarios con A > 1 en una CFT con temperatura y densidad de carga finitas
utilizando su dual holografico: la black brane cargada de la seccién 4.3. Al final del dia esto se va a
reducir a calcular la accién on-shell para la propagacion del campo desde los dos puntos de la frontera
en los que insertamos los operadores. Esto es algo dificil de calcular en general, que se simplifica mucho
en el limite A > 1 porque nos permite aplicar una «versiéon gravitatoria» de la aproximacion WKB,
que explicamos en el apéndice B en el caso clasico de la mecanica cuéntica y también para calcular
una aproximacion del propagador de una particula en el euclideo, que es una cuenta bastante parecida
a la que vamos a explicar ahora: la aproximacién geodésica.

Estas ideas se aplicaron por ejemplo en [35] [36], donde obtuvieron el propagador de la teoria de
campos (de la frontera) a partir de las geodésicas en una solucion de supergravedad con agujeros negros.
Para calcularlo utilizaron saddle point approzrimation, como vamos a hacer al final de esta seccion.

Partimos de una métrica

2
ds® = % (—f(z)dt2 +

dz?

e + d:ﬁ?ll) , (3.25)

que nos va a servir tanto para describir un AdSg;1 en coordenadas globales cuando f = 1 como para
estudiar agujeros negros asintoticamente AdS para ciertas f(r).

Estamos interesadas en estudiar campos escalares duales a operadores conformes escalares prima-
rios, que sabemos satisfacen m?R? = A(A — d). En particular, vamos a trabajar en el limite A >> 1,

donde mR = A*. Partimos de la accién:
1
S = 3 / V3 (06* + m?¢?)

para un campo escalar libre masivo en una geometria descrita por (3.25). Sus ecuaciones de movimiento
vienen dadas por

27026 4 2252 + 240, (z—d+1 f&qu) ~ A% =0.

F

Ahora, inspiradas por la aproximacion WKB planteamos ¢ = e —con el objetivo de hacer una expan-

sion de F' en potencias de 1/A— de forma que la ecuaciéon anterior se convierte en

—22 7 (OPF 4 0,F?) 4 22 (52F n 5F2) 401y, (z_d‘H f) O, F + 22fOPF + 22f0,F* — A* =0

43Egscribiremos m = A o mR = A de forma indistinta.
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Como estamos en el limite A > 1, podemos escribir F' ~ AFy + F} de lo que se derivan las siguientes

ecuaciones**:

— 2fTOFE 4+ 2IFE + 2 f0.FE =1

— [T'O?Fy — 2f 0, F00, Fy + 9 Fy + 20F, - 9F, + 29710, (zl—d f) 0.Fy + fOPFy + 2f0,F10.Fy = 0
(3.26)
45

Ahora podemos proponer Fy = +i (pit + p, - & — H)* como ansatz para Fy, de forma que la primera

ecuacion de (3.26) se convierte en
2fpE = 2R - 22 f0.H? =1,

que se puede resolver formalmente como

H = /Z dZI \/—f (Z/) + pI%ZIZ B p%f (Z/) 22 ) (327)

[z

La segunda ecuacion de (3.26) queda como
J PR 20f 0Py — B 2, OF F 02770, (27 ) O.H F i fO2H F 2if0.F10.H = 0

al introducir las soluciones anteriores. Anélogamente, podemos proponer F} = :i:% (pet + P - )+ § de

forma que la ecuacién anterior se reduce a
241, (z_d+1 f) O.H + fO*H + 2£8,50.H = 0,

que se puede integrar para darnos

ol

z

V(1) + 02 - 721 (2)2?)

F=log| C

Entonces, ya estamos en condiciones de escribir nuestra solucién aproximada ¢ ~ eAFo+F1.

e,

b Cy z o EIA(pet+Py-T—H) (3.28)

V(£ + 9222 - 2 £ (2)2)

donde H viene dado por la ecuacion (3.27) y hemos hecho A ~ A+1/2 para despreciar una contribucién

4De igualar a cero el orden A° y Al respectivamente.
45Que ya vemos que tiene pinta de transformada de Legendre asi que querremos darle una interpretaciéon mas adelante.
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en el exponente que venia de Fj. El objetivo ahora es tunear la ecuacién anterior lo suficiente como
para que el nombre aprorimacion geodésica tenga sentido. Empezamos por escribir P, = Ap;, y

t = [ dzt, de forma que (3.28) se transforma en

vl

z

(—AQf(z) + P?22 — F_’;%f(z)z?)i

¢ =Cy oEil” dz' (Prit Pri—H(2'))

)

donde en H hacemos los mismos cambios de variables:

_ VN () + PP - R ()27

H (Z/) f(zl) 2 ’

lo que permite que la constante multiplicativa de (3.28) se pueda reescribir en términos de f y H:

b= Cs z 2 oEi* dz/(Ptt‘Jrﬁz-mt%(z/))_

Si ahora interpretamos H como un hamiltoniano reconocemos en el exponente de la ecuacién anterior
a la accién correspondiente a H en el formalismo hamiltoniano. En realidad nos interesa més pasar
al formalismo lagrangiano, que se lleva mucho mejor con nuestra forma de entender las cosas con la
integral de camino, asi que hacemos transformadas inversas de Legendre y cambiamos los P, ; que
ahora tienen ya rol de momentos canonicos conjugados?® por sus correspondientes velocidades hasta

encontrar
1
d . . i .
b= Cpzt (ft2 e ffz) 1 HiS,

donde la S es en realidad la accién on-shell de una particula masiva moviéndose en un espaciotiempo

dado por la métrica (3.25):

S— m/ dz’g\/f (82— f ()t = f ()32

O, dicho de otra manera, de una particula masiva que se mueve a lo largo de una geodésica de la

geometria dada por la métrica (3.25).

40Es decir, el ansatz de Fy = Fi(pst + Py - £ — H) era de verdad un lagrangiano.
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Figura 3.5: Pensamos en el boundary-to-boundary correlator como la yuxtaposicién de dos geodésicas
que se unen en un punto del interior(py en la ecuacion (3.29)).

3.4.1. Otra nueva-vieja version de la funciéon a 2pt de operadores escalares prima-

rios utilizando la aproximaciéon geodésica

En esta seccion vamos a derivar los resultados que ya vimos en en capitulo 2 de la funcion de
correlaciéon a 2pt para operadores escalares primarios de dimension conforme A en el limite A > 1.
Utilizaremos la aproximacion geodésica y dejaremos los célculos hechos de forma que todo se traduzca
facilmente al caso con temperatura y carga finitas.

La idea es calcular de nuevo la funcién de correlacion a 2 pt de un escalar de una CFT d dimensio-
nal utilizando la aproximacion geodésica a través del diccionario de la dualidad AdS/CFT. Es decir,
traducimos este problema a uno escrito en términos de su campo escalar dual en AdS. En principio, la
receta que aprendimos en el capitulo anterior consistiria en: plantear la accién de un campo escalar libre
masivo en AdS?*", resolver sus ecuaciones de movimiento y evaluar en la accién con unas condiciones
de contorno para el campo del interior sean tales que, salvo por un factor dependiente de z que escale
tal y como sea necesario para mantener las simetrias, nos encontremos a la fuente correspondiente a
una insercion del operador O en la path integral de la CFT.

%

En lugar de hacerlo asi, vamos a plantear que el correlador (O (—#1) O (z1)) se puede calcular a

través del diagrama de Witten (figura 3.5) dado por

OCE)0@) = [ a6 (-71,5,) G (@1.py). (3.20)
AdSg41

donde G(Z1, py) es el boundary-to-bulk propagator desde el punto de la frontera Z; en el que hacemos la
insercién del operador hasta el punto p, sobre el que integramos en AdSg;1. Ademas, hemos anadido
un cut-off € sobre la frontera que nos haré falta mas adelante.

Aqui llega el punto donde utilizamos la aproximacion geodésica: utilizamos A > 1 para aproximar

G (71,pg) ~ e % donde S es la accion on-shell de una particula de masa A que se propaga desde

4"En principio con m?R? = A(A — d) pero como vamos a utilizar el limite A > 1 podemos pensarlo como campo
escalar con masa A. La razén por la que se trata de un campo escalar porque tiene los mismos niimeros cuanticos bajo
SO(2,d) que su correspondiente operador dual.
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hasta pg48. Estar en el limite A > 1 nos va a permitir calcular
O (=)0 @) = [ty e iS TS @), (3.30)
AdSqi1

utilizando saddle point approzimation, que va a facilitar mucho las cuentas.
Podemos utilizar la invariancia SO(d) del euclideo para considerar que la particula se mueve en la

direccion x en AdS4y; de forma que la accién se convierta en
1
S = iA/dz’,\/l + @2,
z

donde los puntos son derivadas en z. Como el lagrangiano no depende explicitamente de x, su momento
canoénico conjugado ip, estd conservado, de donde sacamos una ecuaciéon de primer orden que se puede

resolver facilmente:

B(z) = i ¥ () = i

Cada una de ellas representa la geodésica con velocidad positiva y negativa respectivamente; es decir,
la que va o viene del turning point. Por otra parte, en estas expresiones se ve que la derivada se hace
infinita en el punto dado por A% + p22% = 0, que va a definir precisamente el turning point, que por
razones de simetria se va a encontrar en (0, z*) si hacemos inserciones simétricas en ;.

Si imponemos z(0) = 1 como condicién de contorno se trata de un problema con solucién tnica:

A A2
T =x1+i— — iy — + 2% (3.31)
x x

lo que nos permite reescribir tanto el momento p, como su correspondiente velocidad & para encontrar

la accion on-shell*® que buscabamos:
(x — 1)

pe = HA—L TV
’ (2 —1)* + 22

Sos = —iAlog <(ﬂf€) . (3.32)

De la misma forma podemos resolver la otra geodésica, escogiendo la derivada con signo positivo e

imponiendo como condicién de contorno x(0) = —x, como se muestra en la figura 3.6.

480, visto de otra forma, la longitud de la geodésica que una esos dos puntos multiplicada por la dimensién conforme
A.
49Recuperamos la dependencia en & genérica.
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0.5-— _ 2
L A . iy
I — =+ -x
F Py Py

Figura 3.6: Representacion de las geodésicas: (3.31) se corresponde con el brazo naranja. Hemos escogido
A = p, = 1 para representarlo.

Entonces, el problema de (3.29) se ve reducido a calcular la siguiente integral:

(O (=71) O (&) = C2e*2 / e e )
AdSg41
donde (Z,z) = py es el punto sobre el que estamos integrando en AdS. Como el argumento de los
logaritmos es siempre més pequeno que uno y estamos utilizando el limite A > 1 podemos aproximar
la integral por el valor de la exponencial en un extremo del exponente. En este caso la simetria del
problema nos da ya las coordenadas d dimensionales de este punto, que es aquel en el que S diverge,
Z =0y el valor de z se encuentra mirando a la acciéon en (3.32): z = |Z1|. Entonces, recuperando toda

la dependencia d dimensional llegamos a

Hemos obtenido la misma férmula de (2.1), a la que habiamos llegado con métodos holograficos en
(3.17). Es logico preguntarnos como puede ser que recuperemos el resultado exacto® para cualquier
A si explicitamente hemos utilizado el limite A > 1. Esto no sera asi en el caso que estudiamos en el
siguiente capitulo, donde poner temperatura finita complica las cosas. En ejemplos concretos como el
de N =4 SYM [38], estos operadores de masa grande (recordemos que cuando A >> 1 se tiene que

A ~ mR) estan protegidos por la supersimetria, no es asi en general en T' # 0.

50Galvo por el coeficiente, en el que tendriamos que introducir correcciones cuanticas. Viene explicado en el apéndice
A de [37].
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Capitulo 4

CFT con temperatura y carga finitas

En este capitulo vamos a estudiar CF'Ts a temperatura y densidad de carga finita utilizando herra-
mientas que hemos ido desarrollando a lo largo de todo el trabajo, con el objetivo de presentar algunos
resultados nuevos sobre las funciones de correlacion a dos puntos en estas teorias.

Estudiar CFTs temperatura finita es interesante, en primer lugar, porque el mundo real nunca esta
en el cero absoluto. Esto significa que para poder comparar los datos experimentales con los observables
calculados tedricamente en las CF'Ts —aqui puntos fijos del grupo de renormalizacién— que representen
dichos fenémenos criticos, necesitamos incluir la temperatura. Ademas, nos interesa estudiar QFTs en
variedades distintas a R y S1 x R?~! es la geometria mas sencilla no conformemente relacionada con
R? que podemos estudiar'. Ademés, aunque las CFTs en espacios planos son enormemente interesantes
y se contintian estudiando, poner la teoria en una geometria no trivial hace que la estructura de las
funciones de correlacién sea mucho mas rica.

Podemos pensar que poner el sistema a temperatura finita —y después también anadir densidad de
carga finita— es «molestarlo»? para ver como se comporta en el espacio de teorias. Desde el punto de
vista de AdS/CFT esto se entiende muy bien pensando que en lugar de estudiar algo cuyo dual holo-
grafico sea AdS vamos a considerar métricas mas generales, que atun sigan conservando la invariancia

Poincaré d dimensional, como

ds? = ¢2A(2) (dz2 + dwudx“)

y que asintoéticamente se comporten como AdS®. Entonces tendremos una teorfa con un punto critico

que representa un vacio de AdS —dual a una cierta CFT— de forma que al expandir los campos alrededor

'En el apéndice A explicamos que compactificar el tiempo en un circulo de longitud /8 era equivalente a estudiar la
version a temperatura 7= 1/8 de una teoria.

Lo podemos pensar como introducir una métrica g,, de fondo que perturba la teorfa.

3Es decir, que su frontera se corresponda con la mitad de un universo estético de Einstein.
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de ese vacio podremos encontrar otras soluciones para los campos que se correspondan en el dual
holografico con perturbaciones de la CFT con operadores tales que haya una trayectoria en el grupo de
renormalizacién hasta otro punto fijo —que seré otra CF'T—. Por el camino habremos roto la invariancia
conforme y otras tantas simetrias pero al final llegaremos a otro punto critico de la teoria gravitatoria,
en el que los campos son distintos a los del vacio de AdS.

Como vamos a ver més adelante, el dual holografico de estas CFTs es un agujero negro cargado.
Como ya hemos dicho, un uso sorprendente, a través de la holografia, de las CFTs es la posibilidad
de estudiar algunos aspectos de la gravedad cuantica. Hace poco tiempo, Grinberg y Maldacena [37]
mostraban que las funciones de correlaciéon a un punto de CFTs a temperatura finita tenfan informaciéon
sobre el interior del agujero negro —el tiempo propio desde la singularidad hasta el horizonte—. En [39]
[10], poco después de ser propuesta la dualidad AdS/CFT, ya se planteaban de qué forma iban a
traducirse las singularidades de algunas soluciones de relatividad general a la teoria de campos dual.
Estas preguntas son muy interesantes y, aunque no lo hacemos en este capitulo, serfa interesante
estudiar qué modificaciones de nuestro célculo podrian aspirar a contener informacién sobre el interior
del agujero negro.

El objetivo principal de este capitulo es mostrar unos resultados nuevos sobre la funcién de correla-
cion a 2pt en CFTs con temperatura y densidad de carga finita calculados utilizando holografia. Para
ello, en primer lugar revisamos réapidamente el famoso paper de Witten en que estudia la dualidad
AdS/CFT a temperatura finita [7] y algunos resultados muy relevantes sobre CFTs a temperatura
finita [3]. En el caso que estamos estudiando el dual gravitatorio ha de ser un agujero negro cargado,
cuya métrica explicamos en (4.3). Por tltimo, utilizando la aproximacion geodésica y repitiendo los
célculos de la seccion (3.4.1), calculamos de forma perturbativa las funciones de correlacion a 2pt de

escalares en una CFT con temperatura y carga finitas.

4.1. La dualidad AdS/CFT a temperatura finita.

En esta seccién vamos a explicar algunos resultados de uno de los articulos méas importantes del
nacimiento de la dualidad AdS/CFT: Anti de Sitter Space, Thermal Phase Transition and Confinement
in Gauge Theories |7]. En él, Witten argumenta que fenomenos puramente cuanticos de las teorias de
Yang-Mills como la ruptura espontanea de simetria, el confinamiento o el mass gap pueden explicarse
a través de la geometria de la teoria gravitatoria dual —que ademaés en el régimen de acoplo fuerte de
la teoria de campos seré clasica—. En particular, muestra que la transicién de fase de Hawking-Page

para los agujeros negros y la entropia de Bekenstein-Hawking se pueden entender naturalmente desde
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la dualidad AdS/CFT. Nos vamos a centrar en explicar las métricas de las dos soluciones posibles a la
pregunta ;qué puedo tener en el dual de una CFT a temperatura finita? y en explicar a que regimenes
de temperatura se corresponden en en el lado de la CFT sin entrar a discutir cosas concretas de las
teorias gauge a temperatura finita o de N'=4 SYM pues no hay espacio para hacerlo en este trabajo
y el objetivo es motivar lo que haremos en las secciones siguientes.

En general, vamos a pensar que nuestra teorfa esté puesta sobre un S° o un R3%. Para estudiar la
CFT® a temperatura finita lo que hacemos es calcular su funciéon de particién con el tiempo euclideo
compactificado en un circulo. Entonces, el punto de partida en general serd una geometria Sé x 83,
donde lo tinico que importara, gracias a la invariancia conforme, es la relacién 3/3S. Ahora toca
aplicar la receta que nos da la dualidad AdS/CFT: para estudiar una CFT d dimensional sobre una
variedad M tenemos que considerar todas las teorias de gravedad d + 1 dimensionales que tengan a
M por frontera. Lo primero que hay que hacer entonces es identificar estas geometrias. Para el caso
que estamos estudiando’ hay dos opciones y la forma en que se pasa de una a otra es la transicion de

fase de Hawking-Page [11].

Thermal AdS

Esta geometria, que vamos a denotar con X1, se puede ver como el espacio cociente de AdSy por

Z visto como subgrupo de SO(1,d + 1). Podemos escribir su métrica como

Lor 2,02 r?
F(r) dr’ +rodQ_q,  f(r)=1+ 53 (4.1)

ds® = —f(r)dt* + 77

donde R es el radio de AdS y dQ?i—l el diferencial de volumen de una S¢ ! de radio unidad. Esta
solucién es una variedad de Einstein, ya que las ecuaciones de movimiento de la accién de Einstein-

Hilbert para esta métrica son:

d

R = — Rz Y-

La coordenada t serd periodica pero con periodo 3y arbitrario, a diferencia de lo que pasara en el
siguiente caso. Como buscabamos, la frontera de X7 es S x S9! ya que topologicamente es B4~1 x §18

después de haber compactificado por un punto al afladir r = oo para incluir la frontera.

4Donde el caso de volumen infinito se encuentra como limite de S°.

5En realidad una QFT, como ya sabemos.

5Lo que vamos a estudiar en las préximas secciones va a ser una teoria en R® a temperatura finita, que es hacer
8 —0.

"En general, para S"! x S*

8Donde B™ es la bola cerrada n dimensional.
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Agujero negro asintoticamente AdS

Esta geometria, que vamos a denotar por Xs, es el resultado de haber puesto un agujero negro de

Schwarzschild en un vacio de AdS. Su métrica es:

1 2 wgM

ds? = —f(r)dt®> + 7 (r)dﬂ +r2d02 , f(r) =1+ — (4.2)

R2 T‘d_2 K

donde
167TGd+1

(d — 1) Vol (S&-1)

Wq =

con (G411 la constante de Newton d + 1 dimensional. Esta solucién tiene una singularidad protegida
por un horizonte que se encuentra en la mayor de las soluciones de la ecuacion f(rgy) = 0, donde se
cumple ademés que hay un cambio de signo en f. Vamos a estar interesadas en el near horizon limit

de esta métrica. Nos interesa entonces

1

2 frg)r —rp)dr? 4 ———
ds —f(H)( H)d +f/(TH)(7’_TH)

dr? + r3di>.
Ahora podemos escribir la parte de las coordenadas 7,7 como dp? + p?df?,un plano en coordenadas

polares, donde
o Ar—ru)

f'(ru)
Entonces, para que no haya una singularidad cénica en p = 0 —i.e. en el horizonte— necesitamos que 6

sea un angulo: una variable con periodo 2m. Esto se traduce en una condiciéon 7 ~ 7 + 8 donde

Para la métrica de (4.2) esto se traduce en 7 ~ 7 + [y

- AT R%*ry 5 A R?
Cdrd 4+ (d—2)b? M1 0 d(wdRQ)l/dMl/d'

Bo

La topologia de X5 es B% x S una vez compactificamos para incluir la frontera en r = co.

A pesar de que en principio deberiamos considerar ambas geometrias, nosotras estamos interesadas
en estudiar S' x R como la frontera de (4.1) o (4.2): es decir, queremos ver como se comporta el
limite r — oo cuando hacemos que /8" tome unos valores u otros. Los radios de los circulos seran,

aproximadamente, para un 7 fijo:

T Bl
B B



7

de forma que 3/8 = fy. Entonces, para encontrar la geometria que estamos buscando S! x R?~!
necesitamos hacer Sy — 0: el limite de temperaturas altas.

En [32] Witten comprobé cuantitativamente que N’ =4 SYM con grupo gauge SU(N) a tempera-
tura finita’, que al tomar el limite 3 — 0 del radio de la S' se convierte en una teoria de Yang-Mills

10

3 dimensional «pura»'”, se puede estudiar como el régimen débilmente acoplado de N D3 branas en

una teoria de supergravedad sobre una geometria con topologia R3 x S' en el near horizon limit.

4.2. CFTs a temperatura finita

En esta secciéon vamos a resumir algunos resultados de 8] y [12] sobre las funciones de correlacion y
la OPE en CFTs a temperatura finita. Esto es muy ttil porque una forma de comprobar que nuestros
resultados con carga y temperatura finita van por el buen camino seré recuperar estos comportamientos
en los limites adecuados cuando pongamos @ = 0.

En la seccion (2.1.3) justificamos que las funciones de correlacién a un punto —o visto de otra forma
los VEV de los correspondientes operadores— podian ser no nulos para operadores que no fueran la
identidad, a diferencia de lo que pasa con las CFTs en R”. Esto hace, en primer lugar, que tenga més
sentido que antes plantearnos aplicar la OPE de forma recursiva hasta sumar solamente sobre funciones

a un punto:

(O1++-0p) =Y Chop, (O, O3+ O)

k1
=> > Ciok, Crusky - gy Oy ) -
k1 En_1
Pero la realidad es que esta formula solo es vélida en general cuando consideramos que la CFT esta
en R?. Cuando estudiamos otra variedad M%, aunque sea conformemente plana, tendremos que tener
més cuidado con los puntos en los que estamos insertando los operadores. Lo que habiamos aprendido
es que el radio de convergencia de la OPE venia dado por la distancia a la que podemos rodear con un
circulo (plano) cada par de operadores sin incluir en su interior ninguna otra insercion. Esto siempre

es un namero cuando M? = R? pero la geometria puede hacer que sea imposible construir ese circulo,

es decir, que el radio de convergencia sea 0. Nosotras estamos interesadas en M? = Sé x R41 donde

9Que se hace compactificando el tiempo euclideo e imponiendo condiciones de contorno antiperiédicas y por tanto
rompiendo la supersimetria de forma que los fermiones adquieren masas (y después los escalares porque tienen loops de
fermiones a primer orden).

10Fs decir, sin mas contenido de materia. Esto es porque llevamos la constante de acoplo 4 dimensional de YM a 0
a la vez que 8 — 0 de forma que g%, queda fija: los escalares y los fermiones se desacoplan y nos queda el YM (no
supersimétrico y no conforme).
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Figura 4.1: Representacion de la regiéon de convergencia de la OPE en una CFT a temperatura finita
(S* x R en este caso). Figura de [3].

esta condicion se traduce para un operador insertado en el origen y otro en x = (7, %) en que
lz| = V712 +x2 < 6,

ya que la mayor esfera conformemente plana que podemos construir en esa geometria tendra diametro
B dando una vuelta completa alrededor de la S', como se muestra en la figura 4.1.

Consideramos en primer lugar el problema de las funciones a un punto. Ahora nuestra teoria tiene
naturalmente en su definicién una cantidad dimensional que podremos utilizar para re-escalear de
la forma deseada: la longitud del S'. En particular, la invariancia bajo traslaciones obliga a que los

operadores descendientes no puedan tener VEV no nulo, ya que
(P*O(x)) = 0"(O(x)) = 9"{0(0)) = 0.

Sin embargo, no sucede lo mismo con los primarios. Podemos pensar que ahora tenemos un factor =2
que puede arreglar la transformacion del campo bajo dilataciones. Es decir, para un escalar tendriamos
que (O) o< TA. Por cuestiones de simetria se argumenta que solo los tensores simétricos sin traza (STT)
con espin par pueden tener funciones a un punto no nulas. Lo que necesitamos es que la representacion
de SO(d), que es claramamente un subgrupo del grupo conforme de S x R?~!  contenga al singlete.

En ese caso,

(O @)y = 55 (e ). (44

Estos coeficientes bp van a formar parte de la CFT data. Para entender hasta qué punto cambiar la
geometria cambia la estructura de las funciones de correlacién de una CFT vamos a mostrar la forma

de la funcién a 2 puntos de un operador cualquiera ¢'!:

9(7,x) = (¢(2)9(0)) 5. (4.5)

HRecordemos que en el caso plano esta estaba completamente fijada por la invariancia conforme y era no nula solo
para operadores idénticos. Esto no tiene por qué ser asi en una geometria no trivial pero escogemos este caso por sencillez.
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Si |z| < B podemos utilizar la OPE para escribir:

o) = 3 O s ate ey om0, (4.6)

Ocpxo co

Ademas, las funciones de correlacién a 2 puntos en general para campos con espin arbitrario se escribiran

como nos permite la simetria:

(w1 gmg)
B pg - ut vJ H = ot
o o 0 I( 1 ) — trazas s 5 20, at r
< (x) Vl"'VJ( )) =co xQAO ’ 1/(‘7:) - v 1‘2 ( . )

Donde Cp es el coeficiente de la funcion a dos puntos de O y fys0 el de la funcién a tres puntos:

M. BT — trazas at xh
<¢ (xl) ¢($2) O'ul B ($3)> - f¢¢ 2A¢7AO Ao Ao y M = 1:753 — '1;733 (48)
L1 L2313 13 23

Al introducir (4.4) en (4.6) obtenemos los polinomios de Gegenbauer, que vamos a pensar como los

conformal blocks a temperatura finita:

ol () (7 — traces ) = 772 C ), (19)
donde v = %, (a), = F(lfl(j;)n ) yn= ﬁ‘ Utilizando todo esto podemos escribir de forma cerrada la

funcién a dos puntos de dos operadores idénticos:

f¢¢@ bo J!
ap = —F———

o Py (4.10)

ao v _
grnx) = @Cﬁ)(n)léle 28,
Oepxop

4.3. El lado gravitatorio del asunto

La teoria de gravedad en esta version de la dualidad que estamos estudiando va a consistir en una
generalizacion del agujero negro de Reissner—Nordstrom adecuada para el contexto en el que estamos
trabajando. Se trata entonces de una teoria efectiva: supergravedad en 5 dimensiones con una simetria
gauge que entendemos como un pariente del electromagnetismo para esta teorfa supersimétrica. En
esta seccidn resumimos los aspectos més importantes de esta solucién para nuestros calculos posteriores
basandonos en [13] pero sin entrar a discutir nada sobre la estabilidad de esta solucion.

La parte bosonica de la accion de esta teoria viene dada por [11]:

1 1 . 1 . . 1 S
S = / d°x/—g P i g°V— 1 G P B = 5 G0, X0 X msﬂ”f)"Asiij;UFggAﬁ. (4.11)
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Donde los indices p,v,... = 0,...,4 y la métrica tiene signatura diag(—1,1,...,1). R es el escalar
de Ricci, F] ﬁl, son los tensores del campo electromagnético y hay tres campos escalares X' reales que

satisfacen H?Zl X* = 1. El potencial al que estos se ven sometidos es

1
s
Un ansatz para la métrica es
ds? = — (HyHaHz3) "%/ fdt? + (HyHyH3)'? (f7dr? + r2da,dat) (4.12)
donde
M5, o % .
f__ﬁ +g9°r H,H>H3, Hz—l"i_riza t= (17273) (413)

El radio de AdS5 (R = 1/g) y la constante cosmoldgica estan relacionadas por: A = —6g% = R—g. De
aqui en adelante fijamos R = 1 y lo recuperamos por anélisis dimensional cuando sea necesario. El

contenido de materia bosonica son los campos escalares y los campos gauge AL, de la forma:
X' = H ' (H HyH3)"?, Al= -2 i=123.
G

Donde se fija la constante de Newton 5 dimensional G's = 7 para que la parametrizacion de las cargas
fisicas, no las ¢; que entran en la métrica sino las «mediblesy @Q; al calcular el flujo

Qp —2(D—3) _

Qi = 167G, q;

queden simplificadas en d = 5. Esto serd importante en un momento pues querremos relacionar los
pardmetros de la métrica con las cantidades fisicas que caracterizan esta solucién.

Algunos de los calculos que vamos a presentar después estan hechos para el caso general q; # ¢g #
g3 # 0 pero hay otros para los que escogemos versiones simplificadas (menos generales).

De aqui en adelante llamaremos a esta métrica de forma indistinta agujero negro o brana negra pero
es importante tener en cuenta que el horizonte de esta geometria es plano: en 4 dimensiones solamente
podiamos tener soluciones puntuales (con horizontes esféricos) pero en 5 dimensiones tenemos estos
objetos cuyo horizonte es un R3. En realidad se puede escribir una solucién como la de (4.12) pero
donde el dz"dx, sea la métrica de una S* modificando la funciéon f(r). No es el caso en el que vamos

a estar interesadas.
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4.3.1. El caso isétropo

Nos centramos en el caso isétropo: g1 = g2 = g3 = q. Al imponer esta condicion en la métrica (4.12)

queda con una forma mucho mas simplificada, perfecta para hacer el cambio de variables 72 = r? 4 ¢

di? M Q
=1-—=+= 4.14
’sz’ f f4 + 72’6’ ( )

ds® =72 (— fdt* + di?) +

donde hemos hecho también un cambio en los parametros: M = u, Q = puq y dz? representa la métrica
plana en las d — 2 coordenadas restantes. Con esta métrica es mucho mas facil aceptar que esto es un
agujero negro asintéticamente AdS: tenemos una funciéon f(r)'? con ceros que va multiplicando a la
coordenada temporal y dividiendo a la radial y un factor 7 que multiplica/divide a los sumandos dando
cuenta de que el espacio tiene curvatura no nula. Ademés, la métrica tendra horizontes en aquellos

puntos en los que f(r) se anule. Si llamamos rg al mayor de estos valores sabemos que se cumple
., @
M = TH + 5 -
"o

La forma de esta métrica es como la de (4.2) si en lugar de escribir f(r) escribimos f(r) = r2f(r)

asi que podemos utilizar directamente (4.3) para deducir

47 2777“?{
2 fi(ry)  2Mr?, — 3Q
THf (""H) T Q

8=

si ahora introducimos el valor del horizonte en funciéon de M, Q) llegamos a la siguiente expresion de la

temperatura:

w8 ((JR1Q7 1208 - 9Q) (21/3 (Vaigz =12 - 0q) " 34/3M> - 54Q (V/1Q7 ~ 12077 - 9Q)
= 3
. (21/3 (,/81@2 1203 — 9Q> g 31/3M>

T

9

que nos puede resultar un poco rara porque las @, M no tienen las mismas unidades que en (4.13).

4.3.2. @1 #0, 2=q3=0

Igualmente, podemos plantearnos cuél es la temperatura cuando solo una de las tres cargas es

no nula. Esta va a ser la solucion que utilicemos en el ultimo apartado. La métrica (4.12) se puede

2Renombramos 7 = 7.
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reescribir como

ds® = g(r) (ﬂ <d:z'2 + f%dﬂ) — {LE:;M) , (4.15)

donde
q1

1/3
) = =it a0t b = a+r? gr) = (14 %)

Esta métrica tiene un horizonte en la solucion mayor de la ecuacion f(r) = 0:

1
7‘%122(\/4#—1'61%—611)

y podemos razonar de la misma forma que antes para encontrar la temperatura del agujero negro;
escribimos el near horizon limit de la ecuacion (4.15)

ds® = g(ru) (r%; <d£2 AT ! (IT — dr2> _ S —ra) I(”Z)(E;; rH)dt2> .

Ahora estamos interesadas, después de hacer una rotacién de Wick 7 = it, en que las coordenadas 7, r

describan un plano dp? + p?d6?:
2 _ A4(r —rm)g(ra)ry

f'(rm)

Para evitar que haya una singularidad conica en p = 0 (en el horizonte, r = rp) tenemos que imponer

una periodicidad 7 ~ 7 + 8 donde

T  q+2r3 dp+ q?

/ 2
1 27 qQ+ 1y /4 2
5:——7r\/2“+ql+(h_ (4.16)

4.4. Temperatura y densidad de carga finitas

En esta seccién calculamos la funcién de correlacion a 2 puntos de operadores escalares primarios
con A > 1 en una CFT 4d a temperatura y densidad de carga finitas utilizando holografia. Su dual
gravitatorio es un agujero negro cargado asintoticamente AdS como el que hemos presentado en (4.3).
La idea entonces es repetir los célculos que hemos hecho para el caso del vacio de AdS(seccion (3.4.1))
con la métrica de (4.12)'3. En este caso las ecuaciones no se podran resolver analiticamente asi que

plantearemos una expansion perturbativa en la masa y la carga del agujero negro'

13 Trabajamos con el cambio de coordenadas z = 1/r para que la frontera esté en z — 0.
14En realidad no son directamente la masa. y la carga sino las constantes que entran directamente en la métrica (4.12).
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Empezamos con la métrica de la black brane cargada:

f() 2 h(z)l/g 2 h(z)1/3
RepAtt i S

ds® = — dz?, (4.17)

donde h(z) = Hi(z)Ha(2)Hs(2z) vy f(z) son las funciones de (4.13). En este caso no tenemos tanta
simetria como en el AdS «puro» pero podemos utilizar la invariancia SO(d — 1) de la métrica para
considerar que la particula describe una trayectoria parametrizada por t = t(z),z1 = = = z(z) y

x; = 0 Vi # 1. Entonces, la accién que vamos a considerar es la de la particula libre:

ZA/dz 2)' \/fo -7 z)i(z)Q + z(2)%. (4.18)

Como el lagrangiano no tiene dependencia explicita en = ni en ¢, sus momentos candnicos conju-

gados P, ; estaran conservados. Si hacemos P, ; = A p,; podemos despejar el sistema de ecuaciones y

encontrar las ecuaciones de movimiento como ecuaciones de primer orden para z,t°:
lpth( )
b
2
2f(2)/£(2) (h(z)/% + p222) — ph(2)

#(z) = P

VFE) (R + p222) — ph(z)

t(z) =

(4.19)

Si ahora introducimos esto en (4.18) encontramos la accién on-shell, que serda lo que precisamente

necesitaremos para calcular el correlador:

1/3
Sos = ZA/dz h(z) .
22,/ £(2) (h(2)1/% + p222) — pPh(2)

(4.20)

Utilizando los mismos argumentos que en la seccion (3.4.1), la contribucion relevante de la integral

(3.30) vendra dada en el limite A > 1 por el punto en que S,s diverja, en la soluciéon de:
£ (B2 4 p2(=)7) = pRh(=") = 0. (4.21)

Si miramos a las ecuaciones (4.19) nos damos cuenta de que este punto z* se corresponde con los
puntos en que las velocidades correspondientes a t,x divergen: precisamente el punto del interior en
el que se unen las dos geodésicas que parten de la frontera. Como estas trayectorias tendran que ser

continuas, diferenciables etc. serd una geodésica en forma de U y en el punto en el que se cambia la

5Que en este caso no se resuelven tan facilmente como en (3.31)
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trayectoria estas derivadas se haran infinitas. Cualitativamente podemos imaginarnos que la solucién
(proyectada a los planos (z,z) y (t,z) por separado) va a ser como la que pintamos en la figura 3.6.
El valor de z* cambia por haber introducido un agujero negro cargado: dependerd de una forma no
trivial de su masa y su carga.

En el caso con temperatura y carga finitas, las ecuaciones (4.19) no pueden resolverse de forma

analitica por lo que nos planteamos trabajar de forma perturbativa. Para ello haremos
M =06, q¢=>06pii=1,23. (4.22)

y estudiaremos el limite 6 — 0. Si nos fijamos en la métrica (4.17) nos damos cuenta de que eso
es considerar un agujero negro con «cargay y «masa» pequenas o, equivalentemente, a considerar
geodésicas que no penetran mucho en el interior de la geometria (se quedan muy cerca de z ~ 0).

La razon por la que escogemos precisamente esta forma de reescalear los pardmetros de la métrica
es la ecuacion (4.16). En general, cuando tenemos tres cargas distintas la posicion del horizonte viene
descrita por un polinomio de grado seis cuyas raices no podemos obtener pero se cumple que en la
expresion de la temperatura aparecen términos de la forma ap + bqiz. Esto nos hace pensar que (4.22)
sirve para estudiar un régimen en que la temperatura del agujero negro es pequena, donde ademas p
y q intervienen «en las mismas condiciones». En general, seria interesante plantear distintos limites
(especialmente los que no involucren 7" — 0 pero que sean controlables) para ver si recuperamos el

resto de soluciones.

4.4.1. Dependencia temporal

Incluso considerando el limite anterior las ecuaciones de (4.19) son dificiles de resolver computacio-
nalmente asi que en primer lugar vamos a restringirnos al caso en que = es constante. Entonces, p, = 0

y solo tenemos una ecuaciéon de movimiento:

ipth(z)

“e) = 22 f(2)\/f(2)h(2)13 — p7h(z)

(4.23)

Queremos calcular (O(—t1),O(t1)) donde hemos escogido insertar los operadores en (—t1,0,0,0) y
(t1,0,0,0) para explotar al maximo la simetria SO(2) de la teoria y * = 0'6. Esto se traduce en
unas condiciones de contorno simétricas en el dual hologréfico, lo que hace que las coordenadas 4

dimensionales del turning point sean nulas. Entonces, lo que necesitamos hacer es calcular el z* soluciéon

164 es constante asi que podemos fijarlo donde queramos.
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de (4.21) y p; en funcion de t; para poder encontrar una expresion de la funcion de correlacion que
solo dependa de los parametros fisicos (u, p; y la dimension conforme del operador A) y los puntos en
los que hemos insertado el operador. La idea es plantear una expansion perturbativa en

Pt = ag + a16 + axd® + a3d® + agdt + O(6%),
(4.24)

2" = o+ 10 + 6% 4 ¢36° + ¢40% + O(5%).

Al introducir esto en (4.21) encontraremos cuatro ecuaciones que vienen de igualar a cero orden a orden
en ¢. Igualmente, podemos resolver la ecuacion diferencial (4.23) imponiendo #(0) = ¢; como condicién
de contorno —es decir, en la geodésica de la derecha— y al evaluar en z* ya hemos argumentado por
razones de simetria que ¢(2*) = 0. Asi encontraremos ocho ecuaciones con las que despejar los ocho

coeficientes que tenemos. Mostramos solo el resultado final porque los calculos son muy largos:

2

166477 ) 3 , 1 3 .
Pr= Teggr | 89U+ 432 | D 0P =) pinj | +16 E;Pi—Qmej

i=1 itj i= i#j
86370 3
— 1 4 4(2p) — py — —9 —9 4.25
o83 35#2,01 +4(2p1 — p2 — p3)(p1 — 2p2 + p3)(p1 + p2 — 2p3) (4.25)
4 3 1 1
+ﬁ5273 27p+2 ZP?—§ZMPJ' -7
i=1 itj
y
5477 2 : 2 4
= 2T (97070442 + 21614(2153 > p2 — 2089 pipi) + 15545
2= poezaa0 1 + 2167 ;pz ;pzm) + pi+

+ 1756407 (pa + p3) + 6p2 (2872903 + 12438paps3 + 28729p3) + 4p1(p2 + p3)(4391p2 + 14266p2p3 + 4391p2)+

+ 1554508 4 17564p5p3 + 172374p2p3 + 17564203 + 155450%)+
3

(—29161 ) p; + 145p% + 227103 (p2 + p3)
=1

5377
45360

+3p1(757p3 + 38paps + T5Tp3) + (p2 + p3) (14503 + 2126p2p3 + 145p3))+

5275(324u + 49p2 + 86 + p3) + 4902 + 86 + 492 1 3
n (324p P1 p1(p2 + p3) P2 P23 p3) I Z pi+ T,
1080 6

(4.26)

donde hemos introducido el tiempo euclideo 7 = it;. Por simetria esta claro que la contribucion de

ambas geodésicas va a ser igual por lo que la funcién de correlacion va a ser (O(—7),O(7)) = e’
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donde F' = 25,4 lo vamos a calcular también perturbativamente en ¢§. El resultado final es:

2AT4 S, 1 )
F=2Alog(t) — —— | 27pu+2 Zpi—iz,oipj 0“4

135 =1 i£]
8ATS 5 S, 3« o .
+ S0 1350y pi+4 |2 pf - izpi,oj +12p1p2p3 | | 3+ (4.27)
i=1 i=1 i#]
3 3 2
4078 2 2 1 2 1 4 5
~ Teogs | 891 + 432 Z;p —Q;pmj +16 Z;p —Q;pmj 0"+ 0(8°)
= 1£] = 1£]

Podemos comprobar que si fijamos p; = 0 y/o p = 0 recuperamos ademas los resultados perturbativos
para el caso con temperatura finita y el caso AdS puro respectivamente. Por ejemplo, para el caso de

temperatura finita pero sin densidad de carga podemos ver que

2 4
F = —2Alog(7) + 55%,”4 + %5%,%8 +0(8°). (4.28)

Si ahora utilizaramos que en el caso ¢; = 0 la temperatura se relaciona facilmente con las constantes
de la métrica: M* = g llegariamos a la ecuacion 3.22'7 de [47]. Igualmente, si hiciéramos T' = 0
encontrariamos el resultado que ya hemos derivado un montén de veces: F' = —2iAlog() o, dicho de

otra forma, (O(—7), O(1)) = |27~ 2.

4.4.2. Dependencia espacial

De forma analoga podemos estudiar el caso en que ¢ es constante (y entonces p; = 0), donde solo

tenemos una ecuacién diferencial de primer grado para x:

i(z) = P . (4.29)
V1) ()3 + p222)

Nos interesa entonces calcular (O(—z), O(x)): consideramos que ¢,x; = 0Vi # 1 y que las inserciones
se hacen simétricas de forma que, de nuevo, las coordenadas 4d del turning point sean idénticamente

nulas. Ahora escribimos
Pr = bo + b18 + b26? + b38° + byd* + O(8°),
(4.30)
2" =g+ 10 4 6% + c30° + 40t + O(8°).

"En realidad hay unas potencias de 2 distintas que vienen de calcular (O(—7),O(7)) o (O(-7),0(0)) =

(0(=7/2),0(7/2)).
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Hacemos exactamente lo mismo que en el caso en que estudiamos solo la dependencia temporal del
correlador: desarrollar perturbativamente #(z) y resolver la eom con condiciones de contorno z(0) = .
Entonces, con la ecuacion (4.21) y con z(z*) = 0 enocontramos las suficientes ecuaciones como para
determinar todos los coeficientes. Utilizamos la misma notacion que antes: (O(—z), O(x)) = " donde
F =25, lo vamos a calcular también perturbativamente en 4. De nuevo, los cédlculos intermedios son

muy largos asi que solo mostramos los resultados:

x 135 2 oy
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—= |2 ; — 4 -2 -9 -9 3
* 9835 < 7’“‘;” (p1+ P2 = 2p3)(p2+ p3 — 2p1) (p1 + p3 P2)> 5+

2

1627 ) °L \ i

+ Torrs | 105367 =504 | >} ZW’J +56 ZPZ -5 szpj 5+ 0(8%),
= ”’éﬂ @#J

(4.31)
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o* ‘T 1

i=1 i

7 3 3
3 2 3
+m —2592u;pi+145i§1p,-+2271§‘¢;pip].+114p1p2p3 5
— - o

9 3 3
z 2 2 278 4 N
+ Sa6rgz0 | 6639520° =576 | 575 pf — == pip; | +15545 ) pi + 17564y  pjp;+

i=1 i#] i=1 i£]
172374
5 P p; + TA628(pTpaps + prpsps + prp2ps) | 61+ O(8°).
i#j
(4.32)
y
2Az? 3
F =2Alog(z) + 135 Ou — 22:,012 + Z,inj 524
i=1 it
8Az5
~ <505 | 27H Z pi —8 sz +12) " pip? — 48p1paps | 67+
i=1 1#£]
2
4A5L'8 2 3 2 4 5
— Tooer | 105347 — 1008y > ol - szp] +112 Zpl Zpipj 5t 4+ 0(8°).
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(4.33)
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4.4.3. Dependencia espacial y temporal

Ahora nos planteamos resolver el caso general, en que permitimos que la geodésica tenga coordena-
das tanto en & como en t. El sistema de ecuaciones que tenemos que resolver es (4.19) y la ecuacion que
define donde se encuentra el turning point de la geodésica es (4.21). Las inserciones las vamos a hacer
simétricas respecto al origen para que las contribuciones de cada brazo de la geodésica sean iguales y
podamos decir (O(—z, —t,0,0), O(x,t,0,0)) = " donde F' = 2S,. Las ecuaciones son especialmente
largas al considerar esto asi que lo mostramos para el caso en que g = g3 = 0. Entonces, siguiendo
(4.22) planteamos:

pr = ag + a16 + agd? + az6® + O(5%),
P = bo + b16 + bad? + b3d® 4+ O(6), (4.34)
2* = o+ 16 + 6% 4 30° + O(0%).

Ahora desarrollamos perturbativamente las ecuaciones de movimiento de @(z) y £(z). Al imponer
como condicion de contorno x(0) = x ¢(0) = ¢ encontramos las ecuaciones que describen uno de los
brazos de la geodésica. De nuevo, la simetria en las condiciones de contorno nos dice que el turning point
va a tener todas sus coordenadas 4 dimensionales nulas. Entonces, al sustituir z(z*), ¢(z*) sacaremos
seis ecuaciones '8 y las tres que nos faltan para poder determinar los nueve coeficientes de (4.34) vendran
de imponer (4.21). Al igual que cuando estudiamos solamente la dependencia temporal, hacemos una
rotacion de Wick y escribimos 7 = it. Entonces estaremos calculando (O(—z, —7,0,0), O(z,7,0,0)) =

e’ Los resultados son:

. 4
o= s g5 (7 2T+ 200) + 7a® (9 + 201)) 67+
| S (7 a?) (7 (1350 4 89) + 0% (Tu+ 88)) o1y

2835

T 4

Pe= g3 e (70 O+ 201) + 22 (201 - 9p)) %+
8p1z (72 4 2?) (72 (81 + 8pF) + 22 (8pF — 271))

+ 2835

53+ O(5Y),

=2+ 22+ %pl (7? + :1:2)3/2 5+ 1;% (7> + x2)3/2 (72 (324p + 49p7) + 2” (4907 — 2881)) 6%+
1

s (7 22)%? (72 (14502 — 2916p) + a® (145p3 — 259241) ) 6° + O(5%)

8De igualar orden a orden a cero.

_l’_
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F=—Alog (7 + 1) + —= A (72 + 2%) (72 (275 + 202) — 2 (9 — 262)) 6%+

135
- 88?0p51 (72 +2%)” (72 (1350 + 8p3) + 22 (8pF — 271)) 6° + O (5

Este tltimo resultado, el logaritmo del propagador, se puede escribir, recuperando la dependencia

en x = (7,%) con

utilizando polinomios de Gegenbauer:

- _ 2 62 My
— —Alog (|2) + 135A|x\ (~9uCf? o) - 20%C <n>)
8Ap1, 89 (2TH (1) (1) 3 4
~ S 11772 (55 (G () + 3GV () + 8piC 3+ 0 (6%
A 2MA
= —Alog (Jo?) — SR el (6301 + (27M + 166D O (n) — 23S el (7 + 200 P)CS ().

Aprovechandonos de la invariancia conforme (el resultado solo depende de la distancia entre las

inserciones) podemos escribir:

log(O(z,7), 0(0)) = —iAlog (|x|2)

1070 (—9MC§1)(17) - 205051)(77)) 5%+

(4.35)
AP e (27“<0< )+ 308 () + 82200 >) 5+ 0 (5

"63040 2
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Conclusiones

Uno de los mayores logros de la fisica del siglo XX fue «descubrir» la QFT y conseguir resolver
con ella muchos de los problemas a los que se enfrentaba, por ejemplo, la fisica de altas energias
o de la materia condensada. Esto se hizo mayoritariamente a través de métodos perturbativos, que
permitieron estudiar los regimenes débilmente acoplados de muchos sistemas distintos. El problema es
que no siempre se pueden utilizar estas estrategias'® y, ademas, queremos comprender con méas detalle
como funcionan las QFTs. Bootstrap y holografia, las técnicas de las que hablamos en este trabajo, son
dos de los enfoques que se utilizan para intentar enfrentarse a este problema. En particular, aprender
CFTs es importante porque son un tipo especial de QFTs que tienen muchas simetrias. Son por tanto
més sencillas y, ademaés, nos sirven como puntos de referencia (puntos fijos del grupo de renormalizacion)
que nos guian dentro de todo el espacio de las teorias posibles.

En los dos primeros capitulos del trabajo hemos estudiado las restricciones que impone la simetria
conforme a las funciones de correlaciéon de una CFT d > 3 dimensional. En particular, tras estudiar el
grupo Conf(d), vimos como la forma de las funciones a 2 y 3 puntos esta completamente determinada
por la simetria y, utilizando la OPE, justificamos que habia un conjunto muy pequeiio de nimeros, al
que llamamos CFT data, que cumplia unas ciertas condiciones de consistencia —la crossing symmetry—
y caracterizaba totalmente una CFT. Para el resto del trabajo introdujimos otra de las herramientas
fundamentales de la fisica tedrica de este siglo: la dualidad holografica. Aqui hemos pretendido entender
la dualidad AdS/CFT para estudiar el lado de la derecha, las CFTs, pero es muy interesante plantearse
el camino contrario. Aplicar los conocimientos que tenemos sobre teorias conformes para aprender
gravedad cuantica®’, otro de los retos de la fisica de este siglo. En el tercer capitulo recuperamos
algunos de los resultados exactos a los que habiamos llegado en los anteriores a través de calculos
perturbativos en teorias gravitatorias. En particular, introdujimos la aproximaciéon geodésica, que nos

permiti6é calcular, de una forma que utilizariamos después, funciones de correlacién a dos puntos en el

9Por ello atin no sabemos entender cosas como la dinamica del proton.
20Como esta dualidad relaciona el régimen fuertemente acoplado de la teoria de campos con el perturbativo en el lado
de la gravedad (y viceversa) podremos traducir todo lo que aprendamos de CFTs al lado gravitatorio.
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limite de dimensién conforme grande.

El objetivo principal de este trabajo era estudiar distintos aspectos relevantes de las teorias confor-
mes, centrandonos especialmente en las herramientas que nos da la dualidad hologréfica para entender
las CFTs con temperatura y carga finita. En el tltimo capitulo nos encargamos de estudiar la dualidad
—asi como lo que hay a cada lado— en estas condiciones. Ademas, en la seccién 4.4 hemos calculado
la funcién de correlacién a dos puntos para un operador con dimension conforme A >>> 1 en el limite
en que la temperatura del agujero negro cargado es pequena. Al considerar la geometria de un aguje-
ro negro cargado las ecuaciones que describen las geodésicas se vuelven muy engorrosas, lo que hizo
que tuviéramos que tomar este limite de baja temperatura, para poder resolver el problema de forma
perturbativa en los parametros ¢;, 4 de la métrica.

Comprobamos que al fijar la carga a cero se recuperaban los resultados de T finita de la literatura.
En ese caso, los desarrollos perturbativos del correlador iban con potencias (64)" y el haber modificado
la métrica parecia indicar que ya no se tendria que respetar esa estructura. Si bien la intuicién era en
parte cierta, porque ahora nos aparece un término en 63, es sorprendente que no aparece nunca el orden
1: todos los resultados saltan del orden cero al cuadratico. Seria interesante estudiar qué significa esto
en el lado de la teoria de campos. Ademas, si se pudiera ir a mayor orden seria muy positivo identificar
los términos de la expansiéon que provienen del tensor energia momento, que van a tener relacién con
la termodinamica del agujero negro, para ver si los resultados son de acuerdo a lo esperado [13]. Para
esto es util reescribir todo con polinomios de Gegenbauer, con el objetivo de recuperar la estructura
de los conformal blocks como en [15] para el caso de temperatura finita.

Por otra parte, el limite que hemos escogido no es precisamente el mas interesante: equivale a
tener las inserciones muy cerca y por tanto a que la geodésica no «entre» mucho dentro del agujero
negro. Serfa interesante repetir estos célculos con inserciones méas separadas en la frontera, de forma
que quizd podamos aspirar a tener informacion del otro lado del horizonte, como se hizo en [37].
En ese caso Grinberg y Maldacena probaban que informacion geométrica del lado de la gravedad (el
tiempo propio desde el horizonte hasta la singularidad) viene dada por las funciones a 1 punto de
una CFT a temperatura finita. En general, estudiar como la informaciéon de dentro del agujero negro
aparece codificada en su dual holografico es una cuestiéon en la que se trabaja desde el nacimiento de
la holografia. Por ello, merece la pena preguntarse qué sucede con las funciones a mas puntos, para las
que tendriamos que introducir términos de interaccién con los que construir los vértices en el interior.

Hay atn muchos aspectos de las CFTs por explorar y, esta pregunta, la de ;qué sucede al intro-
ducir una geometria no trivial? es muy importante. Debemos preguntarnos, como se hizo en [3] o [3]

para la temperatura finita, como cambian las restricciones que impone la simetria conforme cuando



introducimos una geometria no plana.
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Apéndice A

Algunas cosas de teoria cuantica de

campos

Podemos decir que el lenguaje de la naturaleza, o al menos el lenguaje més cercano al de la
naturaleza que es conocido, es la teoria cuéntica de campos. Entender las particulas y las interacciones
desde este punto de vista: como excitaciones de los campos de una cierta teoria, nos ha llevado a
algunos de los mas espectaculares descubrimientos de la historia de la fisica'. En esta breve —y parcial-
introducciéon a QFT pretendemos explicar la mayor parte de herramientas y conceptos que utilizaremos
en el trabajo, que trata de teorias conformes de campos; si se quiere, unas QFT particulares.

Como no se estudia QFT durante el grado, la finalidad de este apéndice es tender un puente entre
los contenidos de asignaturas como Teoria cldsica de campos o mecdnica cudntica y el punto de partida
del resto del trabajo. Por razones de extension solo se pueden tratar algunos temas y ademés de forma

superficial pero pretendemos:

W Mostrar como a partir de un modelo tan sencillo como el oscilador armoénico se vuelve imprescin-
dible la idea del campo cuantico cuando queremos estudiar una teoria de muchas particulas.
Explicar a partir de ello la cuantizacidén canoénica del campo escalar e introducir también la

cuantizacion en el formalismo lagrangiano, con la path integral.

W Definir las funciones de correlacion de una teorfa, motivando su interés por su relaciéon con las
amplitudes de dispersién pero viéndolas como objetos fundamentales que caracterizan una teoria.
También se introducen los diagramas de Feynman y se encuentran asi las primeras divergencias

en los céalculos de QFT.

'El descubrimiento del bosén de Higgs en 2012, cuyo mecanismo se postulé en los afios 60.
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% Explicar el concepto de renormalizacion, haciendo especial énfasis en el punto de vista wilsoniano
as{ como en el concepto de teorfa efectiva. Se definen las trayectorias del grupo de renormalizacion

y las funciones beta, asi como sus puntos fijos, que son teorfas conformes.

Todo lo anterior se hace utilizando como ejemplo la teoria A¢?, el lagrangiano no trivial mas sencillo
que podemos proponer, que, como se ve durante el resto del trabajo, representa sistemas fisicos muy
importantes. El objetivo sera llegar al punto fijo de Wilson-Fisher|16], que es un ejemplo de por qué

las teorias conformes son algo que merece mucho la pena estudiar.

The oscillator model is to the real hadron

what the tunning fork is to the violin string.

Leonard Susskind [17]

A.1. Descubriendo QFT

En esta seccion nos proponemos justificar que la teoria cuantica de campos aparece de forma
natural al plantearse como solucionar algunos problemas de la forma mas sencilla posible. Podriamos
decir que el E = mc? de la relatividad especial nos dice que se pueden crear particulas del vacio,
traduciendo energia en masa . Veremos que esto nos lleva irremediablemente a formular una QFT y
nos habremos encontrado entonces con un fenémeno que sucede —y que detectamos— continuamente
que no se puede explicar con la mecénica cuantica que aprendimos en la carrera.

Comenzamos con un modelo de juguete que nos muestra como una «buenay descripcion de la na-
turaleza —sin hablar siquiera de relatividad especial— necesita del concepto de campo cuando queremos

modelizar sistemas con un namero indeterminado de particulas.

A.1.1. (Los) osciladores armoénicos clasicos

Consideramos un sistema unidimensional de N particulas de masa m sometidas a un potencial

V = V(|z; — z;|)?. Entonces, si {z;} son las posiciones de las particulas® el lagrangiano sera una cosa

tal que
iy}
.92
L= Z§m$1 - ZV(L’L’Z —zj]).
i=1 i<j
2Esto quiere decir V = V (Jx; — z;]) = V({|x: —zj| : 4,5 = 1,..., N}). Parece razonable considerar un potencial que

respete las simetrias del sistema. En mas dimensiones esto asegura invariancia bajo rotaciones y traslaciones.
3Y, tenemos derecho a escogerlas como coordenadas generalizadas, en la jerga de mecanica clasica.
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Las ecuaciones de movimiento son mi; = —V’ i = 1,...,N.%. Entonces, las soluciones de minima
energia —de equilibrio estable, en las que el sistema querré encontrarse— vendran dadas por las posiciones
x; = X; en las que se satisfaga V| z,=x, = 0. Nos interesa entender c6mo reacciona nuestro sistema
cuando sufre una pequena perturbacion. Para ello, hacemos x; = X; + x; y expandimos en serie hasta

orden O(X%) el lagrangiano y sacamos las nuevas ecuaciones de movimiento:

N
L= gmi? =3 kG —xp)? donde k= V7|, v mis = —k(xs — 25+ xi1)”
i=1 i<j
Las coordenadas estdn mezcladas unas con otras, cosa que no es muy deseable a la hora de resolver
el problema. Ahora podemos aplicar el procedimiento estandar de Mecdnica y ondas para encontrar
unas coordenadas normales que desacoplen este sistema®, de forma que el lagrangiano sea diagonal.
Por simplicidad, vamos a considerar que nuestra dimensién espacial es finita. Esto lo podemos hacer
imponiendo condiciones de contorno periodicas: ¢ = 0,...,N — 1 y N = 0. Asi, si introducimos el

jTm . 4
Ansatz x, = Eme’ N, el lagrangiano en coordenadas normales seré:

N 1 k nmw
_ > 242 2 _ . 2 7
L= E men - §mwn§n, wi = 4% sin (W) (A1)
n=1
Entonces, hemos conseguido describir nuestro problema de una forma mucho més sencilla: tenemos
ahora IV osciladores armoénicos desacoplados. Para volver a las coordenadas del principio, que repre-
sentaban las posiciones de las particulas, bastard con multiplicar con las correspondientes matrices de
cambio de base formadas por los autovectores como en un problema cualquiera de diagonalizacion. De

aqui en adelante podemos pensar que nuestra teorfa viene descrita por un lagrangiano como el de A.1.

A.1.2. (Los) osciladores armoénicos cuanticos (cuanticos)

Tenemos todas las evidencias del mundo de que la naturaleza, a nivel fundamental, es cuéntica,

asi que necesitamos estudiar la versiéon cuantica de lo anterior. Nuestro problema es sencillo porque

4Donde ’ es una derivada respecto a x;.

5Esto nos puede recordar, por ejemplo, a una cadena de N electrones interaccionando a primeros vecinos con el
modelo tight binding. Son muchos los problemas que se pueden aproximar utilizando estos osciladores armdnicos (ya se
sabe que es lo tnico que sabemos hacer las fisicas).

5Si volvemos a mirar la forma de las ecuaciones de movimiento nos damos cuenta de que no queremos méas que
encontrar las autofunciones de —una version discretizada del-operador 92. Si escribiéramos el problema de forma matricial
nos darfamos cuenta de que la matriz no es mas que la permutaciéon de un vector de longitud N ciclicamente N veces
—esto se llama matriz circulante y tiene unos autovalores especialmente sencillos—.

"Por aqui hay una pequeia sutileza: tenemos un modo cero que proviene de que al sistema no le cuesta energia
girar sobre si mismo. Esto nos puede dar algunos problemas en el siguiente apartado: sabemos que el oscilador armoénico
cuantico tiene una energia minima no nula —podemos pensar que viene de que X y P ya no conmutan— Lo ignoramos
porque no es relevante para nuestra discusion.
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conocemos perfectamente, por la asignatura de Mecdnica cudntica, la cuantizacion del oscilador armo-
nico simple. Vamos a hacer una cosa que se llama cuantizacién canénica®: cambiar la estructura
simpléctica de la mecéanica cléasica al verla desde el formalismo hamiltoniano por un algebra de opera-
dores. Desde el punto de vista técnico consiste en hacer {4, B} — %[fl, B]?. Como nosotras estamos
utilizando unidades naturales, no escribiremos las A salvo cuando tengamos un interés especial en ver
dénde estan esos factores'®. Sea p,, el momento canénico conjugado a &, en A.1. Entonces, haciendo
una transformada de Legendre llegamos a que

gl 1
— 2 2

Para cuantizar esto, introducimos un par de operadores escalera para cada oscilador!!:

R 1 n N
£ = —— (an + a;) L P = iy (an _ a;) . (A.3)
2muwy, 2

Son elementos de un algebra de connmutadores: [&L, dm] = 0p,m- Esto hace que el hamiltoniano se

convierta en la superposicién de N osciladores armoénicos cuanticos:
R a1
H= En:wi a;a; + 5 (A.4)

Por analogia a la logica que conocemos de mecénica cuéntica y fisica estadistica (sabemos que al aplicar
de forma sucesiva sobre el vacio el operador creaciéon de un oscilador armonico se van creando estados
con energia mayor), podemos etiquetar los estados del sistema a partir de cuantas veces hemos aplicado
el cada oscilador al vacio |0). Entonces, los estados y sus energias seran:

noyma, ) = ———— ()" (a])" -0, E=Yw (n + ;) . (A.5)

no!n1! s

8 A veces, a lo que vamos a hacer con campos se le llama segunda cuantizacién frente a la «primera cuantizacion»
que se hace en mecénica cuantica con operadores. Esto puede oscurecer lo que en realidad estamos haciendo que es
cuantizar una y solo una vez el sistema.

9Bsto lo introdujo Dirac en [18], el mismo libro en el que hablé de su famosa delta e intenté construir la electrodinamica
cuantica.

0FEn particular, ya hemos visto en muchas asignaturas que un sistema cuantico puede aproximarse por su version
clasica cuando puedo hacer A ~ 0, de hecho, hemos hecho esa cuenta muchas veces: pasar de la ecuacién de Schrodinger
a la de Hamilton-Jacobi o del teorema de Ehrenfest a las ecuaciones de Newton. A tomar & — 0 se lo llama considerar
elléimite semicldsico. Ya veremos quién hace aqui las veces de fi. (Secretamente estamos acercandonos al concepto de
teoria efectiva, vital en la formulacion moderna de la fisica y en este trabajo).

"Denotamos por én a la version cuantizada de &, (solo mantendremos esta notacién en esta secciéon, para enfatizar
cudles son los operadores cuanticos). Es decir, los gorros se refieren a operadores cuénticos —que acttian en estados de un
cierto espacio de Hilbert que no vamos a discutir—.
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Si volvemos a las coordenadas x del apartado anterior, nos damos cuenta de que aplicar un operador
creaciéon de un cierto oscilador &; tiene que ver con considerar una onda plana ¢ N * con una frecuencia
(momento) determinada. Es muy ilustrativo escribir la version cuantica de x; en términos de nuestros

operadores escalera:

N-1
N 1 27-rn‘7 —|— .I. —EMJIQ
Xi = —Qpe' N E 1€
J e v/ 2muwy, \/ MWn,

Esto ya empieza a tener pinta de transformada de Fourier —discreta— y, si recordamos que en el mundo
clasico cada j se referia a una particula asociada en un punto de aquel espacio 1-dimensional, ya todo
empieza a indicar que por aqui tenemos escondido un campo. Si consideramos que el circulo en que
pusimos la teoria tiene longitud L y que en equilibrio las particulas estaban equiespaciadas con una

distancia entre ellas a3

, estd claro que z; = aj serad la posicién de la particula j en el equilibrio y
podremos escribir 222 5J = knzj. Antes de tomar el limite continuo N — oo, que parece natural ya solo
por tratar de imitar la cuerda clésica, merece la pena escribir explicitamente como actiia X; sobre el

vacio. Si denotamos como aj, [0) = |1,,):

N—

1
. 1 s
Xi10) = > ——=—=e"""7|1,)
o vV 2mwn,

Esto tiene una forma muy familiar: la de la relacién entre estados de posicién y momento en mecanica
cuantica: |z) = [dp(p | z)|p) = f *"px\p) Precisamente, esto hace natural pensar que el campo y
actta sobre el vacio creando excitaciones colectivas que se comportan (como justificaremos ahora en el
limite semiclasico) como particulas. Acabamos de cuantizar canénicamente el campo escalar'?
A estas excitaciones colectivas descritas por los modos normales las llamamos fonones en materia
condensada. Podemos pensar entonces que el teorema de Bloch nos estaba contando precisamente
esto: los s6lidos no se pueden describir bien en términos de las posiciones de sus particulas pero si

como combinacién de modos con momento fijo'®

12Hemos sumado el conjugado porque la posicion de las particulas tiene que ser real. De hecho, en A.1 hicimos trampas
al escribir la exponencial, al final tendriamos que habernos quedado con la parte real pero es que todo esto se ve mejor
con exponenciales que con cosenos.

138j se quiere, constante de red de nuestro sélido 1d: aN = L.

¥a veremos por qué escalar y qué significa esto respecto a las simetrias del problema. En algtn sitio aparecieron las
simetrias del espaciotiempo aka. la relatividad especial en el futuro, pero no lo sabemos atn.

15Esto no es mas que el principio de incertidumbre en accién cuando queremos acercarnos a una descripciéon funda-
mental de una red.
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A.1.3. El limite continuo: cambiar sumatorios por integrales

En realidad, en las tltimas ecuaciones, z es una variable discreta, esta en una lattice si queremos
pensarlo asi. El limite sensato es a — 0, N — oo manteniendo L fijo. Entonces, z; deja de estar
discretizado para ser una variable continua que, por estética, podemos rebautizar con una x. Entonces,
podemos agrupar todos los x; en una funcion x(z) = £,e7% Como el limite que hemos tomado es
equivalente a que n < N, podremos aproximar en la relaciéon de dispersion el seno por su angulo,
de forma que w? ~ (2%)2 %nQ = (2%)2 %nQ = c?k216. En realidad hemos encontrado w? = p?c?, la
relacion de dispersion de una particula sin masa. Esto se ve claramente al escribir la ecuacion diferencial

que satisface x(z,t)!7 (la versién continua de las ecuaciones de movimiento de A.2):

1
<028t2 —3§> x=0

La conclusion es que x; se ha convertido en un campo que satisface la ecuacién de Klein-Gordon.
Ahora tenemos un campo clasico ya que nos hemos ido a unas energias lo suficientemente pequenas
como para que la cuantica no sea relevante. Lo que hemos hecho es considerar que la separacién entre
los 4tomos de la cadena es despreciable —irnos a bajas energias es lo mismo que distancias grandes—
de forma que la longitud de onda de las excitaciones es mucho mayor que a. La versiéon continua del
apartado clasico es trivial desde este punto de vista: las autofunciones de 92 son las exponenciales: la

transformada de Fourier precisamente se encarga de diagonalizar este problema.

A.1.4. Breve repaso de qué hemos aprendido

Este modelo de juguete nos muestra muchas de las cosas que necesitamos aprender. En primer
lugar, hemos confirmado algo que ya deciamos, por ejemplo, en Fisica estadistica: cuando el nimero de
particulas no es fijo, la mecénica cuantica o la mecénica clasica tal y como las conocemos no nos van a
dar buenos resultados'®. El concepto de niimero de ocupacion tiene que ver con los campos cuanticos
—cuando entendemos que las particulas son cosas que aparecen al hacerlos actuar sobre el vacio—.

También hemos visto que tomar unos limites u otros va a tener sentido y significado fisico dependiendo

Donde m/a = p tiene dimensiones de densidad lineal y ak = T de tensién. Estan fijas en el limite que tomamos y
son cantidades caracteristicas del sistema. Asi, ¢ = T'/p es una velocidad de propagacion.

"Merece la pena comentar que implicitamente hemos estado trabajando en la imagen de Schrodinger, lo que hizo que
los operadores no dependieran (explicitamente) del tiempo. Podriamos haber hecho todo en la imagen de Heisenberg y
entonces los operadores escalera diferirian de los nuestros en una fase e

18E] calor especifico de Debye, los condensados de Bose-Einstein, los gases de Fermi o el magnetismo son algunos

ejemplos de esto.
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de las cantidades fisicas —dimensionales— propias de la teoria'®. Asi, en nuestro caso, las cosas cuanticas
aparecian cuando mirabamos distancias cercanas a a: cuando éramos capaces de distinguir los 4&tomos y
darnos cuenta de que el solido era estrictamente discreto (cuantizado, si preferimos) era precisamente a
energias muy altas. Sin embargo, a grandes distancias el sistema puede ser descrito por su aproximaciéon
clasica®®. La pregunta logica ahora es: jqué pasa a distancias mucho mas pequefias que a?, es decir,
,qué pasa cuando los atomos son «muy grandes» en comparacién con lo que estamos mirando? La
respuesta «facil» es que no se sabe o que la pregunta no tiene sentido?!. Esto tiene que ver con que
todas nuestras teorfas cuanticas de campos hay que pensarlas como teorias efectivas, que funcionan
hasta que llegamos a una energia (distancia) maxima (minima) a partir de las que ya no son validas.
A esa escala de energias la llamamos cut-off, que en nuestro caso es de forma natural la distancia entre
atomos a. Por aqui vendran los infinitos y la renormalizacién, pero un poco més adelante.

Podiamos haber titulado lo anterior como cuantizacién canénica del campo escalar real. El
apellido «escalar» tiene que ver, cuando definimos las QFT como unas teorias de campos en las que
el espaciotiempo sobre el que estos viven es el espacio de Minkowski, con que los campos —y respec-
tivamente las particulas— que podemos tener son representaciones (unitarias) de las simetrias
espaciotemporales: SO(1,3). En el caso de la QFT, estas vendran etiquetadas por los casimires que
al final seran la masa y el espin. Por algunas casualidades que se dan en dimensién 4, tenemos unas
relaciones entre las algebras de Lie so(1,3) = su(2) x su(2), lo que permitiré etiquetar los campos con,
ademés de la masa m, que viene del P, P*, dos niimeros cuéanticos (j1,j2) que son las representaciones
de su(2)?2. Escalar significara entonces la representacion trivial (0,0): espin 0. Para lo que vamos a
hacer nos bastara con campos escalares, pero sabemos que la naturaleza tiene otros tipos de particulas

y aparecen de forma absolutamente natural al hacer QFT 23.

9Esto tiene bastante gracia porque nuestras teorias, las CFTs, seran las que precisamente no tengan dichas cantidades
dimensionales: teorias que son iguales las mires a muy altas o bajas energias.

20Esto no es del todo cierto: sabemos que hay fenémenos macroscopicos de nuestro dia a dia que la mecénica clésica
no puede explicar. Precisamente, al final de esta introduccion a QFT nos daremos cuenta de que la renormalizacién va a
dar cuenta de esto: explicara como la teoria cuantica (a altas energias) se codifica en una teoria efectiva a bajas energias
que captura los efectos de esos grados de libertad.

21En realidad nosotras sabemos que los 4tomos no son particulas elementales sino que estan descritas como un sistema
complejo con otros componentes. Pero esta claro que esta pregunta se puede repetir tantas veces como sea necesario para
llegar a la misma paradoja: ;qué hay por debajo de las particulas elementales?. Hemos llegado a una cuestion profunda en
QFT fisica y filosofia y la manera de formularla ya estuvo sesgada, al asumir que lo fundamental va a ser una particula:
;qué signfica que una particula sea puntual, qué es algo 0-dimensional? Ahora podriamos hablar de cuerdas y otras
propuestas pero no tenemos paginas.

22 Ademas, conocemos perfectamente por mecanica cuantica como descomponer con los coeficientes de Clebsch-Gordan
(j1,j2) en suma de representaciones irreducibles.

2De hecho, el postulado que habla de la relacion entre el espin (entero o semientero) y la estadistica (conjuntos de
particulas idénticas simétricos o antisimétricos bajo permutaciones) viene en QFT de estos operadores escalera que nos
han aparecido. Mientras que los bosonicos hacen [&n, d%] = 0nm y por tanto se corresponden con funciones de onda

simétricas, los operadores escalera asociados a campos fermionicos seran anticonmutantes: {by, bjn} = Onm. Esto hara
que (bf,)? = 0: hemos recuperado el principio de exclusién de Pauli.
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A.2. Campo escalar real libre v2

En la seccién anterior justificamos la apariciéon de los campos cuénticos a partir de mecénica cléasica y
cuantica basicas. De aqui en adelante consideraremos teorias de campos relativistas. De forma préctica
esto significa que los indices p, v . . . son ahora indices de objetos —tensores— en R324 que se combinaran
para que las cantidades con significado fisico sean invariantes Lorentz.

Partimos de la ecuaciéon de Klein-Gordon —la ecuacién de movimiento de un campo escalar masivo—:
(0,0" + m?) ¢(x) = 0.

Esto, al hacer una transformada de Fourier se convierte en (—p2 + m2) gg(p) = 0. En el espacio de
momentos se resuelve facilmente: la solucion mas general es (Z)(p) = f(p)é (p2 — m2), donde f(p) es
una funcién arbitraria. Es decir, solo se le pide a la solucién que satisfaga p?> = m?. A satisfacer esta
condicion lo llamaremos estar on-shell?. Inspiradas en esto y en nuestros conocimientos en materia de

osciladores armoénicos nos permiten plantear la solucion?%:

4 ' ‘
¢(z) = / (dp4<27f>5 (v = m?) 0 (5°) a(p)e™" + alp)!e?”|

2m)
By 1 4 L . L
= [ o, @ s aipye
p

Donde hemos escrito 8 (p0)27 para enfatizar que solo consideramos soluciones de energia positiva —si el
campo ¢(x) fuera complejo tendriamos soluciones de energia negativa, nuestras primeras antiparticu-
las—28. Se puede calcular el momento canénico conjugado y de exigir [¢(t, %), 7 (t, )] = i6 (¥ — )%
obtendremos las relaciones de conmutacion habituales para los operadores escalera a(p), a(p)!. Volve-

mos a tener la interpretacién de antes: el campo ¢ crea particulas con momento p’ al actuar sobre el

vacio |0).

24En realidad, todo lo podriamos discutir en d dimensiones, y lo haremos en algin caso.

Z5No cumplirlo, estar off-shell es lo que en fisica de particulas llamamos ser una particula virtual.

%6 Todos los a(p),a(p)’ son operadores escalera cuanticos. No escribimos @ porque de aqui en adelante todo seran
operadores cuanticos. Si en algin punto hay alguna cosa diferente lo especificaremos. ¢ seré igualmente un campo
cuéntico.

2"Donde 6(z) es la funcién escalon.

28 Ademas, hacer p = (Ep, P) muestra que lo que hicimos en el apartado anterior, que terminaba siendo integrar en §
no era covariante Lorentz (la palabra técnica es Lorentz invariant phase space).

29T,a version explicitamente Lorentz covariante de esto, algo como [¢(x), 7(x)] no es inmediata. Tiene que ver con cosas
profundas aka. que las teorias con las que trabajamos son locales/microcausales. No hay propagacion de informacion a
velocidad infinita. Esta seria otra forma de ver que la QFT es la descripcion correcta de la naturaleza: si intentas hacer
la QM relativista llegas aqui para conservar la causalidad —i.e. el futuro no puede influir en el pasado—.
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A.2.1. Vienen para quedarse. Nuestros primeros infinitos

Tiene sentido preguntarnos ahora cual es la energia de este sistema, para ello tendriamos que
calcular explicitamente la expresion del momento 7(z) y hacer una transformada de Legendre. El

resultado final es:

A 3_’ 3 2
=3 [ S8 [t )+ P B0 = [ 3Bl )+ [ a0

La primera integral viene de considerar el nimero de particulas creadas por el campo a(p) a(p) mul-
tiplicadas por la energia de cada una E,. La segunda es divergente y representa el valor esperado del
Hamiltoniano en el estado fundamental: (0| H|0) —es decir, la energia del vacio—. La divergencia tiene
en realidad dos origenes. El primero, el sencillo, es que el espacio sobre el que integramos (R3) es no
compacto. Lo podemos arreglar considerando que nuestro sistema esti en una caja de volumen finito
V30, Pero tenemos una segunda fuente de divergencias que no desaparece al hacer eso y proviene de
que estamos integrando para todos los momentos posibles p € (0,00). En d dimensiones esta densidad

de energia seria

.1 1.1 >~ 1
/dd 1p2Ep=/dd VIR m? :Qd—2/ dps/p? +m?,

0

que es terriblemente divergente. Una solucién es poner un cut-off en momentos: 0 < p < A, de tal
forma que la integral anterior irfa como ~ %Qd_gAd. En general vamos a ignorar esta energia del vacio
y trabajar con el ordenado normal: : H := H — (0|H|0)>'.

En general, se define el ordenado normal de un operador como el resultado de, al escribirlo como
producto de operadores escalera, poner los operadores creacién a la derecha y los aniquilacién a la
izquierda. Tendremos por definicién entonces, que al contraer por ambos lados con el vacio un término

ordenado normal nos dara cero. Esto serd importante cuando lleguemos al teorema de Wick, que

nos ayudara a pintar nuestros primeros diagramas de Feynman.

390 que es equivalente a discretizar el momento y por tanto tendriamos sumatorios y no integrales, como en el modelo
de juguete de la cadena.

31Pero esto hay veces que no se puede hacer tan alegremente. Por ejemplo, en el caso de la gravedad tendriamos que
ese término tiene que ver con la constante cosmologica. Por analisis dimensional necesitariamos que A ~ 1/, y esto
no tiene nada que ver con lo que medimos actualmente. Tenemos entonces otro ejemplo més de que la QFT es algo
efectivo que no sirve a todas las energias —desde luego que no lo hace en la escala de Planck, donde la gravedad se vuelve
cuantica—.
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A.3. Campo escalar real libre v3. Richard Feynman al habla: la inte-

gral de camino

La cuantizacion canénica es muy poderosa: lo que hicimos con el campo escalar se puede repetir
para cualquier otro campo clasico —en el sentido de la relatividad especial: cualquier representacién
del grupo de Lorentz— para entender como pasa a ser un operador cuéntico (campo) que acttia sobre
el vacfo. Sin embargo, el precio que pagamos por pasar al formalismo hamiltoniano es perder —al
menos aparentemente— la covariancia explicita de nuestras ecuaciones: el tiempo y el espacio juegan,
en principio, papeles absolutamente distintos®2. Entonces, es 16gico preguntarnos, dado un lagrangiano
L(¢,0,¢) clasico, como podemos hacer para cuantizar su correspondiente teoria directamente en el
formalismo lagrangiano. Este fue el problema al que se enfrenté Richard Feynman en su tesis doctoral
[19], que aplico a la electrodindmica cuantica y para lo que introdujo la famosa integral de camino
asi como los diagramas que llevan su nombre. Para ilustrar la idea de la integral de camino vamos a

comentar primero el caso no relativista.

A.3.1. La integral de camino en mecanica cuantica no relativista

En cualquier asignatura de mecanica cuantica aprendimos que el «pasar» al mundo cuantico tiene
como contrapartida perder la certidumbre y tener que conformarse con las probabilidades. Entonces,
una pregunta de examen podria ser: dados un estado final |f) y un estado inicial |i), jcuél es la
probabilidad de transicién de uno a otro? Sabemos que la respuesta a esto tiene que ver con el operador
de evolucién temporal. Podemos estudiar el ejemplo sencillo de la propagaciéon de una particula —
equivalente ademaés a que nos den un lagrangiano con una tnica coordenada generalizada L(z, )— desde
#;(t;) hasta Z¢(ty). En principio, como el lagrangiano (y por tanto el hamiltoniano) puede depender

explicitamente del tiempo, no podemos dar mas que la solucién formal

(& (4)] & (4)) ™ = @ U (4, 0|, Utp,t) =T (—z' | dtH(t)) . (A.6)

Dentro del ordenado temporal de la ecuacién anterior las cosas conmutan. Podemos entonces dis-

32De aqui en adelante «sea un lagrangiano» y «sea una teoria» significardn lo mismo para nosotras: se trata de un
escalar de Lorentz que contiene toda la informacion sobre el sistema que estamos estudiando. En realidad habra un punto
en que queramos tener teorias sin necesidad de escribir un lagrangiano pero esto ya vendra mas adelante.

33Esto lo podemos pensar entonces como el propagador de nuestra particula/campo. La relacién de este enfoque con
las funciones de Green es natural y serd muy util cuando pensemos en las funciones de correlacién en general, en las
funciones a varios puntos y en los diagramas de Feynman.



108
cretizar el intervalo temporal (¢;,t7) y convertir la integral en una suma de forma que
Ut t) = e—i&tH(tf)efiétH(tn_l) | o iOtH(t2) ,~i8tH (t1)

Si utilizamos que {|Z)} es una base completa de autoestados podemos llegar, insertando la identidad

en cada punto del interior del discretizado temporal, a que

e*ilstH(tl)

(Zy(tp) | Ti(t:)) = /di;’l ... /dfn <ff ‘efiétH(tn)

P2

Si asumimos que el Hamiltoniano tiene un término cinético canénico: H = 4 + V/(z,t) cada elemento

de matriz se va a poder escribir como

d
s —_3 X - m 2 4 22 ot
T e 1H(t,)§t‘ .SC> _ ( > ezL(xj,zJ,t)
< i ‘ 7 2midt
Donde lo que hemos hecho es pasar al espacio de momentos —trabajamos en d dimensiones porque seré
atil mas adelante— y conseguir escribir la integral de forma gaussiana 3* haciendo varios cambios de
variable y trucos al integrar (ecuaciones 9.9-9.13 de [50]).

Entonces, podremos reescribir A.6 como

ol

(:Z"f(tf)]f)i(ti)):/\/'/Da?eifdtL, V= (o)™ (A7)

Donde [DZ =], [ dZ;. Lo estamos dejando todo preparado para tomar el limite n — oo (6t — 0),
que esta bien definido. Entonces, lo que nos dice A.7 es que la probabilidad cudntica de pasar de un
estado a otro se calcula sumando sobre todas las posibles configuraciones que satisfacen Z; en t; y 'y
en ty, cada uno con una contribucién que tiene que ver con la accion de esa configuraciéon —en unidades

de %, aunque no lo hayamos puesto2°. Esto se llama integral de camino.

A.3.2. La integral de camino en teoria cuantica de campos

Si bien es cierto que la integral de camino hace que el limite clésico de la mecanica cuantica se

recupere con méas naturalidad que en la cuantizacién canoénica, tampoco ofrece muchas més ventajas.

34Ya veremos que estas integrales son las tinicas que sabemos hacer, lo que viene a ser que solo sabemos calcular las
teorias libres.

3%Esto es relevante porque el limite (semi)-clasico selecciona precisamente los puntos en que la accion se hace es-
tacionaria —podriamos discutir si minima o maxima y céomo es la transicion entre ellos: se llaman instantones y dan
para muchas paginas— Entonces, recuperamos el principio clasico de minima acciéon a partir de esta formulacién de la
mecénica cuantica.
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En QFT esta historia es distinta: este enfoque nos permite pensar en un campo ¢(t, £) como un objeto
que en cada ¥ describe un sistema cuantico con un grado de libertad (el de la t). El procedimiento
anterior se puede repetir para (¢(ty)|¢(;)) arbitrario, es decir, para encontrar el correlador de un
campo. Un primer caso relevante serd t = +00, que podremos utilizar para normalizar lo anterior si lo

interpretamos como la amplitud de transicién vacio-vacio —que més vale que sea 1—:

1

200 =N = {05

Hay multiples razones, y algunas nos iran saliendo, por las que las funciones de correlacién son
objetos centrales en QFT. Ahora nos limitaremos a decir que tiene sentido pensar en generalizar lo

anterior para el caso en el que metemos muchos méas campos:

(T (6 (1) & (2n))) = ZE] / Do (21) - 6 (an) € (A.8)

La operacion T'(.. .) se llama ordenacion temporal y lo que hace es colocar los operadores de izquierda
a derecha en orden temporal ascendiente. Plantear esto asi tiene que ver con pensar en foliaciones
del espaciotiempo R“¥~1 en hipersuperficies de igual tiempo que van a ser espacios de Hilbert en
los que viven los estados de nuestra teoria. Asi, el operador evolucién temporal nos pasard de una
hipersuperficie a otra3®.

La ecuacién A.8 es exacta para cualquier teorfa y ahi reside una de las mayores ventajas de utilizar
el formalismo de la path integral. En realidad, hemos hecho un poco de trampas porque no es inmediato
que Z[0], ni otros muchos célculos, converjan. Tiene que ver con un ie que hay que meter en algunos
sitiosn para poder calcular ciertas integrales complejas. Es el mismo que en el propagador de Feynman
de una particula masiva 1/(p* — m? +i¢), al final todos conspiran para que, una vez elegido el camino
de integraciéon adecuado, todo converja. Esto es algo muy profundo y en relaciéon con la funcién de

particion (estadistica) tiene que ver con cémo se modelizan a temperatura finita en QFT37.

A.3.3. Lo que nos ensena la path integral sobre QFT a temperatura finita

Merece la pena mencionar también que la relacién entre mecanica estadistica, QFT y fendémenos
criticos, especialmente en este trabajo pues son cosas profundamente relacionadas con las CFTs. Asi,

muchas aplicaciones de QFT en materia condensada tienen que ver con explicar cambios de fase,

36Explicaremos esto en mas profundidad en la seccion 1.5.1 pues en las CFTs sera inteligente explotar de otra forma
las simetrias de la teoria.

3"Las palabras clave serian rotacion de Wick y accion euclidea. Aparecen en muchos otros sitios sin aparente relaciéon
—regularizaciéon dimensional, instantones...- pero son cosas muy relevantes.
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donde las teorias conformes juegan un papel central®®. Se puede demostrar que una QFT euclidea d-
dimensional es equivalente a un sistema clasico de mecéanica estadistica d+ 1-dimensional a temperatura
T = h. Es decir, la QFT nos recupera el colectivo canénico. Se puede de hecho, si pensamos en la traza
de la funcién de particion como una forma de imponer que el estado al principio y al final sean el
3

mismo3? esto se puede reformular de forma mucho méas potente: una QFT euclidea en S x R? donde el

circulo tiene longitud 3 es equivalente a un sistema cuéntico estadistico d+1-dimensional a temperatura
T=1/p.

Vamos a hacer esto pero empezando con un modelo de juguete de mecanica cuantica en una
dimension [51]. Nuestro objetivo va a ser escribir la funcién de particion del colectivo canénico
(un sistema de muchas particulas a temperatura fija) de una forma compatible con (A.7). Utilizamos

unidades naturales asi que 8 = 1/T y la funcién de particién —en el colectivo canénico— se define como
ZIT) =T () = 3 e h5
i

donde H es el hamiltoniano del sistema. La segunda igualdad es la que estudiamos en mecanica
estadistica cuando discretizamos los estados de energia pero ambas cosas son equivalentes: se trata de
sumar sobre todas las energias del sistema pesandolas con el factor 5 relacionado con la temperatura.
Podemos utilizar una base de autoestados de posiciéon para el hamiltoniano H para calcular la traza
como una integral. Ademas, inspirdndonos en la integral de camino tiene sentido «romper» el factor
—BH

en N trozos, definiendo € = %:

Z[T) =Tx [e‘BH} :/dx <x‘6_5ﬁ‘x> :/d:c<x‘e_8§-~e_sg :c>

el
Para calcular esto introducimos a la izquierda (derecha) de cada factor e™ & la relacion de completitud

e

de la base de autoestados de posicion (momento) con indices ¢ = 1,..., N (que avancen de derecha a

izquierda), de forma que tengamos que considerar elementos de matriz de la forma

)

PiTi41 _e o 2
Ai = (w1 | i) <pz' l‘z> =e <pz‘ ‘6 i B2 +0(<?)

2 L
= exp (—8 [p;n - ipiy +V (z;) + O(a)])

Entonces, a la derecha del todo nos queda un (z1|z) = d(x — x1) de forma que podemos hacer la

integral en dx y que nos queden N integrales en dx;, dp;. Igualmente, a la izquierda del todo tenemos

38Todo esto sera mucho mas natural a la luz de la renormalizaciéon wilsoniana.
39Ver la propiedad ciclica de la traza como una especie de condicién de contorno periodica.
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que (z| = (xn+1]. Si ademas mandamos N — oo el término O(g) es despreciable y llegamos a

Nda:‘dp- 1 p? Tiyl — T;
Z[T] = lim [H 227rh l] exp —ﬁZes [2;” —iij +V (z;)
i=1 j=1

€

rNt1=x1,e=Bh/N

que se puede expresar con la path integral como haciamos en las secciones anteriores:

2[1] = / i PP (32 ) e (-ili /0 " {p;;f —ip(r)é(r) + V(x(T))]) .

Reconocemos ya una transformada de Legendre. En primer lugar, las integrales en p; son gaussianas
asi que podemos hacerlas facilmente. En realidad, esto es un poco tramposo porque la medida diverge
cuando N — oo pero no importa mucho porque es independiente de todo lo demas, lo que nos permite

hacer las cuentas con un poco de cuidado y llegar a que

2(T) L o PR {_;11 /O " i [7; (d”;‘l(:>)2 + V(x(T))] } (A.9)

donde el factor de proporcionalidad tiene que ver con la termodinamica del sistema. Ahora vamos a

ver que esto lo podemos escribir como una integral de camino como la de (A.7), que podemos reescribir

(recuperando los A correspondientes) como

Z[0] :N/Dfei/hfdtL; I = ﬁ —V(z)= % (M)Q —V(x). (A.10)

2m
Entonces, para llegar a (A.9) solo hay que seguir la siguiente receta:
1. Hacemos una rotacion de Wick 7 = it de forma que dr? = —dt?.

2. Llamamos al lagrangiano de después de la rotacién Lg y nos damos cuenta de que Lp =

— (%)2 — V(z). Entonces la integral de camino (a temperatura 0) es exp(—1/h [drLg).

3. Compactificamos el tiempo 7 en un circulo de longitud .
4. Imponemos condiciones de contorno periddicas en esta coordenada: x(7) = z(7 + 3)

Esto se puede hacer de forma absolutamente analoga en QFT4 cambiando el tltimo paso en caso

de que ademas de bosones tengamos fermiones. En ese caso habra que decidir si imponerles condiciones

de contorno periédicas o antiperiodicas®!.

49De hecho, las cuentas que hemos hecho son las del campo escalar.
41Esto es interesante cuando tenemos teorias supersimétricas.



112

La leccion es que una QFT euclidea en Sg x R? describe una teoria d+ 1-dimensional a temperatura
T = 1/5. De estudiar esto se encarga la thermal field theory y es algo muy importante porque sin duda

nuestro mundo existe a temperatura finita.

A.3.4. El funcional generador

Podemos jugar con las integrales funcionales de A.8 y reescribir esa ecuacién como

1 o

(@ @) o)) = 0 7557y 57 @) 2

7 Z[J} — /D¢6is+ifd4xJ(x)¢($)42-
(A.11)

J=0

Decimos que Z[J] es el funcional generador y nos dirige hacia la forma perturbativa de entender
todo esto. A pesar de que A.8 y A.11 son féormulas exactas para cualquier acciéon S, la realidad es que
solo se pueden calcular cuando la teorfa que tenemos es libre. Esto es un problema porque si queremos
describir el mundo necesitamos entender sistemas interactuantes. Es razonable plantear S = S, 4 Sjn*3

y operar asi hasta:

(T (s@) o (@)e V)
(v,

donde el subindice 0 significa que el correlador esta calculado en la teoria libre. La ecuacién A.12 es

(T(¢(21) - ¢ (xn))) = 2, (A.12)

la formula de Dyson. Se puede encontrar también haciendo cuantizacién candnica, pasando antes
por el teorema de Wick (que nombraremos més adelante) y por una expansion perturbativa, menos
sistematica en general.

El hecho de que A.8 y A.11 sean formulas exactas es importante no solo porque nos permitan
formular QFTs de forma consistente sino porque el mundo esta lleno de fenémenos no perturbativos
que no podriamos estudiar si lo Gnico que tuviéramos a nuestro alcance fueran cosas como A.12 que
solo podriamos utilizar haciendo expansiones de Taylor. Por ejemplo, los instantones en las teorias de
Yang-Mills o cualquier término topoldgico —que puede tener una contribucién no trivial a la fisica del
sistema— se podrén definir utilizando este enfoque. Esto es crucial a la hora de entender teorias como
QCD, cuyo régimen no perturbativo es responsable de cosas que nos afectan tanto en el dia a dia como

el confinamiento.

428¢ puede comprobar que el Z[0] de antes es efectivamente Z[0].
43Es decir, pensamos desde la imagen de interaccién de mecénica cuantica. Concretamente, Sin; = — JV.
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A.4. Una forma —no tan— heuristica de convencernos de la importan-

cia de las funciones de correlacion

Lo que hemos hecho hasta ahora estd muy bien pero la realidad es que la fisica es una ciencia
experimental: esto va de medir cosas, de observar el mundo. Igual que las leyes de Kepler se ponen a
prueba midiendo los periodos de las érbitas de los planetas, la relatividad especial con relojes atémicos
que sufren dilatacion temporal o la mecanica cuantica con la difraccion de un haz de electrones,
necesitamos encontrar en nuestra forma de escribir estas teorias cantidades que puedan ser contrastadas
con experimentos reales**. En realidad hay muchos ejemplos —ya hemos dicho que la QFT es el lenguaje
de la naturaleza— pero vamos a quedarnos con el tipico scattering de altas energias. Supongamos que
dos particulas con momentos p; y p2 chocan y que al final se llega a un estado con n — 2 particulas de

momentos k;. La seccion eficaz diferencial®® de este proceso viene dada por:

—2
1 2 4 7 @5 1
do = My dllps,  dllpps = (2 5( ) i -
7= @E B ) e s des =02 n) 1 o
El elemento de matriz My; = (f|M]i) contiene entonces toda la informacién sobre lo que sucede

cuando las particulas chocan: lo demés es cinemética relativista.

A.4.1. La féormula LSZ. De como la teoria libre conspira para explicarnos (algunas
cosas) de las interacciones

Una interpretacién natural de My; = |(f|S]i)|* en la imagen de Schrodinger es la siguiente:

estamos calculando la probabilidad de transicion de un estado |i) en ¢ = —oo a otro |f) en t = oo.

Entonces, S es algo asi como la evoluciéon temporal y, si asumimos que los estados inicial y final estdn

suficientemente separados como para estar en la (misma) teoria libre, lo que aprendimos en el apartado

anterior nos permite escribir:

i) = \/2wp, \/2wp, @, (—00)al, (—00)|),
If) = /2wp, - - \/2wpna;3(oo) e a;n(oo)\(2>.

4 Reproducibles o no con la tecnologia que tenemos ahora mismo, recordemos que, por ejemplo, las ondas gravitacio-
nales se detectaron experimentalmente un siglo después de haber sido propuestas.

451,0s detalles no son relevantes, es la formula estandar de un scattering que estudiamos en Fisica nuclear y de
particulas elementales.
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Donde |Q2) es el vacio en la imagen de Heisenberg (para que el estado sea independiente del tiempo).

El considerar que tenemos la teoria libre en ¢ = 00 nos permite decir que

i/d4xeipx (07 +m?) ¢p(z) = /2wy [ap(c0) — ay(—o0)] .

Es razonable que el elemento de matriz que vamos a calcular esté ordenado temporalmente. Consi-
derando esto y algunos pasos mas que no vamos a hacer pero que se encuentran en todos los libros,

llegamos a la formula LSZ:
s1si) =11 [ [t (o2 4 mﬂ QT (& (1) -+ 6 ()| Q) (A13)
j=1

Esta formula es muy importante porque relaciona los observables naturales de la teoria —las secciones
eficaces que se miden en los aceleradores de particulas — con las funciones de correlaciéon orde-
nadas temporalmente?, que caracterizan completamente una teorfa fisica. Es iluminante escribir la

formula anterior en el espacio de momentos, donde se hace ain méas evidente que hay algo raro en

G(z1,. . 2n) = (QT (¢ (21) - ¢ (7)) Q):
(f18]) = (F = m?) ... (ph — mp)G (w1, ..., @)

Esperamos que los estados inciales y finales sean fisicos asi que las particulas estaran on-shell. j Significa
esto que todos los elementos de matriz son nulos? Esta claro que no, ni es lo que medimos ni tendria
sentido. Entonces, lo que pasa es que G(x1,...,2,) tiene polos en las masas fisicas de las particulas?’.
Precisamente, la formula LSZ lo que hace es decirnos que las probabilidades de transicién seran los

residuos en esos polos.

A.5. Diagramas de Feynman

Los diagramas de Feynman nos han aparecido ya en algunas asignaturas, aunque no supiéramos
QFT. Por ejemplo, en Teoria cldsica de campos velamos que era tutil representar graficamente las solu-
ciones perturbativas a ecuaciones de movimiento de campos que no se podian resolver analiticamente.

Podemos pensar en aquello, donde las lineas eran propagadores —las funciones de green de los campos

46No lo vamos a derivar pero el teorema de Wick nos explica como relacionar ordenacién temporal y ordenacién
normal para el caso libre.

4TEsto cuadra perfectamente con el propagador de una particula, que en el espacio de momentos no es mas que un
polo en la masa. (No hablaremos aqui del ie aunque sea muy relevante).
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)

pe—im,

Figura A.1: Reglas de Feynman de A\¢*. Figura modificada de [50)].

en el sentido més abstracto— y metiamos también fuentes para, por ejemplo, el campo elétrico, como
diagramas de Feynman clasicos®®. Igualmente, en Fisica nuclear y de particulas elementales dibujamos
un montén de diagramas de Feynman para describir distintos procesos que se estudian en aceleradores
de particulas.

El objetivo en esta seccién es motivar la representacion diagramatica de estas expansiones pertur-
bativas con las que vamos a trabajar en las secciones que faltan, que trataran de dar sentido a las
divergencias con las que nos encontraremos ahora. No tenemos espacio para repetir las cuentas que,
aunque tediosas y eternas, (me) resultaron mucho mas que instructivas. Se pueden encontrar en [50],
[52],[53] o [53]. Nuestro enfoque, centrado en el ejemplo de A¢* estd basado en [50].

Hemos llegado a la conclusién de que, bien motivadas por la férmula LSZ para calcular scatterings
de particulas o sencillamente porque si, calcular funciones de correlacion es algo deseable. El caso de la
teoria libre se explica gracias al teorema de Wick, que podemos decir relaciona el ordenado temporal
de un operador compuesto con una expresion en funcién de ordenados normales de los operadores.

Escribimos en primer lugar algunos ejemplos para la teoria escalar libre:

T($(21)d(22)) = : $a)dlxa) : +(x1)d(a2) =, : d(z1)d(w2) : +Co(e1,x2)
T((21)$(2) b)) = : D(w1)6(w2)(3) = +6(a1) B2 B(3) + Bl ) b2 b )

1

+ d(z1)p(x2)p(73) = : d(21)P(22)P(73) : +G (71, 22)P(23)
+ Gr(x1, z3)p(r2) + Gp(z2, T3)P(21).

(1) B(2)b(3)(24)) = : (1) () bl) : +(w1)b(w2) B(w3) + B1)(w2)b(3)

L

+ ¢(x1)d(x2)P(23) =

48Clasicos porque no habia loops, no se permitia la creacion de particulas del vacio.
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En general, esto se escribe para la funcion de correlacién a n puntos como:
T(p(x1) - d(xn)) =: ¢(z1) - - - p(xy) : + todas las contracciones posibles. (A.14)

Donde con todas las contracciones nos referimos a: sumar primero todas las posibilidades distintas con
una contracciéon (como en los ejemplos a 2pt y 3pt), después todas las opciones con dos contracciones
(esto empieza a suceder a partir de la funcién a 4pt) y asi sucesivamente®?.

Entonces, cuando contraemos con el vacio —i.e. calculamos la amplitud de dispersién de un cierto
proceso— tiene sentido representar cada propagador Gg(x1,x2) como una linea que va entre los puntos
x1 y xo2. El caso de la teoria libre es trivial. Estamos interesadas en ver como funciona esto cuando
hay interacciones. Para ello utilizaremos la formula A.12, que tiene el problema de no poder calcu-
larse explicitamente salvo que tanto el numerador como el denominador sean integrales Gaussianas®.
Entonces, si la interaccion fuera «pequena» y la pudiéramos pensar como una perturbaciéon sobre el
vacio libre podriamos intentar un procedimiento anélogo a lo que haciamos en mecénica cuantica para
calcular probabilidades de transicién en problemas como el de las correcciones cuénticas del &tomo de
Hidrégeno, como el término de espin-orbita. Para hacer esto necesitaremos que la teoria este débil-
mente acoplada, es decir, que la constante de acoplo sea pequefia®’. El primer ejemplo no libre que
podemos estudiar es el modelo A\¢*, es decir, un sistema formado por un tnico campo escalar masivo
con un término de autointeraccion. Para estudiar esto es interesante partir de A.12 escrita en la imagen

de interaccion:

(0|7 (61 (21) 61 (w2) -+ 1 (wa) =T #"V1) | 0)
OFGT=)

donde ¢ = Ug ¢sUpy se comporta precisamente como un campo libre por verse como un cierto campo

QT (¢ (z1) ¢ (2) - ¢ (20))| Q) =

(A.15)

que evoluciona con el hamiltoniano Hy. Entonces, en 4 dimensiones el parametro A es adimensional y
podemos hacer expansiones en él mismo. Haremos el caso de la funcién a dos y cuatro puntos, que se

pueden pensar respectivamente como un propagador de una particula y un choque dos a dos.

49Esto demuestra descomponiendo el campo libre en la parte que va como un operador de creacion y la de aniquilacion:
¢ = ¢t + ¢~ y desarrollando con la definicién del ordenado temporal. Esta hecha en 4.3 en [50]. También se puede hacer
para operadores fermionicos, pero teniendo cuidado porque sus operadores escalera anticonmutan y eso hace que salgan
menos al moverlos por dentro de la expresion, esto viene hecho también en 4.7 en [50] y en en capitulo 8 de [54] .

50Es decir, cuando estemos en la teoria libre y todo de 1.

51No tiene mucho sentido decir que una cantidad dimensional sea grande o pequeiia. Por eso, esto en realidad lo haremos
con teorias renormalizables —cuya constante de acoplo es adimensional, como veremos méas adelante— o tuneando con una
escala para que la expansiéon tenga sentido.
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+ Q + 0N

Figura A.2: El propagador a primer orden en la teoria A¢*. Figura modificada de [50].

La funcién a dos puntos

Si nos quedamos a primer orden en A en el numerador y en el denominador en la formula anterior

encontramos que

OIT (¢r (1) o1 (22))] 0) — fd4x<0\T(¢I (1) 61 (22) 3(2)*)] 0) + - -
1—14,fd4 (0|7 (¢(x)4)] 0) +

QT (¢ (21) ¢ (22))| Q) ~

Ahora tendremos que expandir esta fraccién a primer orden en A. Como los campos en la imagen
de interaccién son como campos libres las funciones de correlacién ordenadas temporalmente que nos
salgan se podréan calcular con el teorema de Wick. Por cuestiones de espacio, escribo el resultado final
que calculamos en la aisgnatura tal, estos célculos aparecen en el capitulo 12.2 de [50] renormalizando
directamente la teoria A¢* (la explicacién de las reglas de Feynman en el capitulo 4), también en el

capitulo 6 de [55].

e~ WPT1 p—ip212 § (p1 + pz)

4 4
<Q|T<¢<x1)¢<x2>>|g>:/m/é:;

(A.16)

i A i i d* i
pi—m? 2 pf—m?p}+m? / @ (g tmtp)l—mt
Donde hemos pasado al espacio de momentos, utilizando las reglas de Feynman de la figura A.1. Esta
integral es divergente, necesitamos aplicar un proceso de renormalizacién para obtener un resultado
fisico. De esto trata el préoximo capitulo.

La idea de la descomposicion del propagador se ilustra en la figura A.2. La idea es traducir A.15
a diagramas de Feynman al orden deseado, calcular las integrales correspondientes de cada término’?
y expandir al orden deseado la divisiéon. Donde, para calcular el «ntimero» asociado a cada diagrama

tendremos que imponer la conservaciéon del momento en cada vértice e integrar sobre los momentos

que corran por los loops.

52Habra que dividir por un factor de simetria que considere de cuantas formas distintas se pueden intercambiar las
patas externas.
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Figura A.3: figure
La funcién a 4 puntos en A\¢*. Canales s,t,u. Figura modificada de [50)].

La funcién a cuatro puntos.

Ahora repetiremos lo anterior con la funcién de correlaciéon a 4pt, que gracias a la formula LSZ
se puede pensar como un scattering ¢¢ — ¢¢. Como estamos en una teorfa ¢*, tenemos un vértice
que une cuatro lineas. Esto hace que la primera correccién cuantica sera a O(A?) y tendra tres canales
equivalentes, que vienen etiquetados por las variables de Maldestam, como se muestra en la figura
A.3:

QT (¢ (21) ¢ (22) ¢ (z3) ¢ (24))| Q) = —iA + %(—M)Q(I(S) +1(t) + I(u)), (A.17)
donde
T(u) = / d*p i i
(2m)* (p = (p1 + p2))* — m2p* —m?

y el 1/2 viene de que los tres canales son simétricos bajo paridad. Esta integral es divergente, necesi-

taremos aplicar un procedimiento de renormalizacién para obtener un resultado fisico. De esto trata

la siguiente seccion.

A.6. Breve introducciéon a la renormalizacion

En algunas asignaturas, por ejemplo de fisica de particulas, nos han hablado del drama de la
renormalizacion: resulta que después de no poder juntar la mecénica clasica y la relatividad especial
més que metiendo campos cuanticos, en el momento en que intentas calcular alguna cantidad con
correcciones cuénticas para comparar con los experimentos todo te da infinito. A lo largo de esta seccion
veremos que en realidad —como nos pas6 con los campos— la renormalizaciéon no solo es necesaria sino

deseable y natural cuando explicas las cosas de la forma adecuada.
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A.6.1. ;Cuando aparecen infinitos en nuestros diagramas?

Vamos a hacer ahora una cuenta que aunque sencilla y naif, nos da bastante informacién. Consi-
deramos diagramas a varios puntos asociados a una teoria con un campo escalar que, en el espacio de
momentos terminan siendo integrales en p que divergen —en el UV, cuando p € (0, co0)— cuando el grado
del numerador es igual o mayor al del denominador®®. Dada una teoria concreta, podemos pensar cuél
es el grado de divergencia® de un diagrama utilizando las reglas de Feynman. Como ejemplo vamos a
considerar una interacciéon A¢"™ en d-dimensiones: D = dL — 21 donde L es el niimero de loops e I el
nimero de lineas internas®. Utilizando que en un vértice se juntan n lineas tenemos que precisamente
I =1/2(nV — E) donde V es el numero de vértices y E el namero de lineas externas. Ademaés, las
dimensiones de A son [\] = d — %2n. Juntando toda esta informacion con la relacion L = I —V 4 1°6

llegamos a que

D=d—[\V - %E
Entonces, podremos clasificar las teorias segiin como sean las dimensiones de sus constantes de acoplo:

W Si [A] < 0 se dice que la teorfa es no renormalizable. Para cualquier nimero de patas externas
—es decir, cualquier funcién de correlacién— diverge si consideramos un niimero suficiente de loops.
Esto significa que necesitariamos un ntmero infinito de contratérminos para hacer finitas las fun-
ciones de correlacion. Esto hace imposible reabsorberlos en el lagrangiano original mediante una
redefinicion de parametros y una teorfa con infinitos pardmetros libres no puede en principio ser
muy predictiva. Pasa con términos como los siguientes en 4 dimensiones: g(1v)?, g/¢°. También

con la relatividad general en d > 2

W Si [\] = 0 se dice que la teorfa es renormalizable. Solo necesitaremos un nimero finito de
contratérminos, que van a tener ademas la misma estructura que los términos originales de la
teoria. Se tiene como consecuencia entonces una redefinicion de parametros. Algunos ejemplos

en 4 dimensiones son A¢?, F,,, F** o A¢® en 6 dimensiones (y ¢% en 3 dimensiones).

% Si [A] > 0 se dice que la teoria es super renormalizable porque solo hay divergencias para un

ntimero dinito de loops. Serfa el caso de A¢> en 4 dimensiones (en realidad en d < 6 dimensiones).

%3Por otra parte, cuando el grado del denominador es mayor, nos aparecen divergencias logaritmicas en el IR.

54En algunos sitios superficial degree of divergence.

55De hecho, esto que vamos a hacer se puede generalizar a otras teorias: las lineas internas bosénicas van con un p? en
el denominador mientras que las fermionicas con un p —lo que viene sencillamente de las derivadas que tiene un término
cinético canénico— y entonces D = dL — 2Ip — Ir. Todo esto viene explicado en un caso més general en el capitulo 3.3
de [56] o el 10.1 de [50].

56Que viene a ser decir que la caracteristica de Euler de todos estos diagramas es 1, porque son planares.
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Esto ha sido una forma muy conservadora de contar divergencias porque en realidad las simetrias de
la teoria podrian en algunos casos protegernos un poco y hacer que algunas contribuciones se cancelaran
solas. Como tltimo comentario: ya vemos por aqui que el concepto ser renormalizable tiene mucho que

ver con la dimensién en la que estemos, hay que seguir con esto en mente.

A.6.2. Caso de estudio. \¢? aka. una version facil de un O(N)

Volvemos a nuestra teoria A¢* en 4 dimensiones. Gracias a lo que acabamos de argumentar sabemos
que, como [\ = 0, la teoria es renormalizable. Es decir, al hacer teoria de perturbaciones, en el momento
en que consideramos algin diagrama con loops los célculos van a diverger pero vamos a poder escribir un
nimero finito de contratérminos con la misma estructura que los «términos ordinarios» —a cualquier
ntmero de loops/cualquier orden en A de forma que las cantidades infinitas se cancelen.

Entonces, nuestra estrategia es introducir una renormalizacion en el campo ¢ = ZY2¢p y en los
acoplos de forma que podamos separar la acciéon en una Sg y Se. En la accién esto se ve como

\Z% ,

Si hacemos Z =140z, m?Z = m% + 69, AZ? = A\r + 04, entonces

1 ’I’fL2 /\R
Sn= [ dlaz0h - "ok - Sk,

1
Set = /ddlf(5z23¢%¢ - 5¢R - Eﬁ%-

que diagramaticamente se representa afiadiendo a los objetos de A.1 los contratérminos, tal y como se
muestra en la figura A.4.

Diremos que los A, m del primer lagrangiano son las constantes fisicas. Necesitamos entonces
escoger qué van a representar exactamente esas cantidades para poder fijar el valor de los contratér-
minos y calcular las funciones deseadas. A este proceso lo llamamos «escoger un procedimiento de
renormalizacién®». Como esta decision es arbitraria, al final del dfa la fisica no puede depender de
ello, debera existir una relacién entre todos ellos.

Partimos entonces de las expresiones a primer orden de las funciones a 2pt y 4pt A.16 y A.17, que
son integrales divergente (en parte por tener nuestra teoria en 4 dimensiones), renormalizar /regularizar
para encontrar una cantidad fisica.

Presentamos en primer lugar los resultados que vienen de hacer regularizacién dimensional®®.

5T Renormalization scheme en la literatura en inglés.
*8Dependiendo de a quién le preguntes, renormalizacién y regularizaciéon no son lo mismo.
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&= + —®— + O

il — 02)

GW = >< - Q + >< + O3

Figura A.4: Funcion a 2pt y 4pt con la primera correccion cuantica sumando términos y contratérminos.
Imagen modificada de [50].

% normalmente haciendo una rotacion de Wick

La idea es hacer las integrales en d = 4 — ¢ dimensiones
antes para trabajar en el euclideo, y mas tarde hacer ¢ — 0% . Nos apareceran polos en ¢ a los que
les daremos un significado u otro después de escoger el procedimiento de renormalizaciéon. Escribimos

el resultado final, estas integrales aparecen en cualquier libro, por ejemplo, para el propagador, (7.80)-

(7.91) en [50].

G(z) = d—2
2 2 (m%) = d 2
p* — | mp + Ap~——FT(1—-%5) + 062 —p20z
R 2(4m) % (1-3) (A.18)
A2 d ! = — —
GW = —iAp + iR (2 - ) / dz (A(s)¥ NG A(u)%) by
2(4m)2 2/ Jo

Donde A = —p?z(1 — z) + m% es el pardmetro de Feynman y s,t,u son las variables de Mandelstam
. Como [\] = 4 — d, tiene sentido escribir los resultados en términos de A\g = g4u*~¢ un acoplo

renormalizado adimensional g4 a partir de una escala de energia y cualquiera® . Ahora seria el momento
de escoger un criterio para renormalizar, que nos fijaria la forma de los contratérminos. Existen varios

procedimientos distintos pero al final todos son equivalentes en el sentido de que explican la misma

59Esto se puede hacer para otras teorias que sean importantes en otras dimensiones, por ejemplo, ¢ en 6 — 2¢
dimensiones.

59Como comentario histérico esta bien contar que este procedimiento fue «inventado» por Pauli y Villars en los afios
50 [57], basandose en trabajos de gente como Feynman, Stueckelberg and Rivier para calcular cosas como el momento
magnético anémalo del electrén [58]. Mas adelante se hicieron versiones mas refinadas de esto ('t Hooft y Veltman [59]),
covariantes gauge, que podian utilizarse en teorias gauge no abelianas —al hacer esto a la path integral, la medida tiene
una parte no trivial y nos aparecen los fantasmas de Fadeev-Popov y esto ya no funciona tan facilmente como en QED—.
A esto segundo nos solemos referir cuando hablamos de DIMREG. Entonces, d € C y rezamos porque la continuacion
analitica esté bien definida.

%1De aqui en adelante haremos p = 1 y recuperaremos el p donde sea necesario con analisis dimensional.
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fisica y se pueden calcular. Vamos a poner los resultados del mas utilizado, M S, en el que se escogen
los contratérminos de forma que se «coman» todas las divergencias y los trozos finitos de forma que
el resultado final quede de la forma mas sencilla posible. Se debe recordar que todas las ecuaciones
son vélidas solamente en el sentido perturbativo —en nuestro caso, lo hacemos todo a primer orden, la

primera correcciéon cuantica: nos estamos quedando a 1 loop—.

MS scheme

Si cogemos las formulas de A.18 y, al hacer £ — 0 nos quedamos a primer orden, encontramos que:

i

Go = 2 2 2 2 )
P - (m?% + g;27r§ (1 +log g4u2R> - ?2%2{; + 9;27r§ (ve — log(4m)) + &2 _p25Z> (A.19)
2 1 2 2
_ .. g) A(s)AM)Am)Y | . 391 .30 :
Gy = —igs — 139,72 /0 dzlog ( 0 672 39,2 (vE — log(4m)) — id4.

Entonces, podemos escoger los contratérminos de tal forma que Go y G4 renormalizados nos queden de

la forma maés sencilla posible, es decir, que se coman las partes divergentes y finitas. Para ello, hacemos

393 393

_ gam, _ gamy, — _
1672 3272

1672 3272

67 =0, & (v —log(4m)), 04 (ve —log(4n)),

lo que nos lleva a la siguiente forma del propagador y la funcion a 4pt:

2R iQ 2
A )
p? — (mQR + 31%2:':2’* (1 + log —7255))

GR = —i\g — 1'3% /Oldxlog <A(SW’M(“)> .
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(A.20)

2
donde A(Q) = ;—Qac(l —z)+ %. El nombre de esta forma de fijar las condiciones de renormalizacién
viene de minimal substraction®?.
Se puede demostrar que, mediante redefiniciones de las escalas de renormalizaciéon, todo esto que

hemos hecho puede escribirse de tal forma que al final del dia la fisica sea la misma.

A.6.3. Grupo de renormalizacién continuo y renormalizacién wilsoniana

Hubo una época en la que se pensaba que una teoria no renormalizable iba a ser necesariamente una

teoria no consistente. Sin embargo, esto no es cierto para la forma de pensar la fisica contemporanea:

52De hecho, MS si solo quitas las cosas divergentes y dejas sumandos como el log(4n) y MS si quitas tanto las
divergencias como las constantes.
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desde el punto de vista de las teorias efectivas, a cada teoria le asociamos un cut-off ultravioleta
A% que representa la energia a partir de la cual nuestra teoria no es valida%*. Desde aqui, el ser o no
renormalizable tiene que ver con poder meter o no todos los efectos de este A en un nimero finito de
parametros de tal forma que al final las cantidades fisicas no tengan dependencia de esa escala. En caso
de que esto no sea posible tendremos sencillamente una teoria que no es vélida a todas las energias
sino que cuando nos acercamos al cut-off deja de servirnos®® y no puede ser por tanto una teoria del

todo, pero tampoco pasa nada.

aleYh

-

Figura A.5: Running de las constantes de acoplo del modelo estdndar.

Entonces, la grafica de A.5 que hemos visto en asignaturas de fisica de particulas se interpreta de
la siguiente forma: en primer lugar, agps no es el famoso 1/137 sino que cambia con la energia, igual
que el resto de constantes de acoplo (ya sabemos, por ejemplo, que el hecho de que «a; diverja cuando
E — 0 es el causante de la hadronizacion, del confinamiento de los quarks). También sabemos que a la
escala de Fermi —el vev del Higgs— la interaccion electromagnética y la débil se unifican. Aunque desde
el punto de vista wilsoniano esto hay que pensarlo de forma distinta: la teorfa electrodébil —formulada
a altas energias— se refleja de forma efectiva en las teorias débil y electromagnética, que percibimos
como distintas. Entonces, las teorias de gran unificacién buscarian, desde este punto de vista, una
escala por encima de la de la unificacién electrodébil en la que —al menos— las tres interacciones del
modelo estdndar se vieran como una teoria efectiva a bajas energias proveniente de otra con un tnico
grupo de simetria interna. Un tltimo ejemplo relevante que podemos comentar es la relatividad general:

podemos pensar la acciéon de Einstein-Hilbert como la de una teoria efectiva: no aparecen términos en

53Esto no tiene que ser siempre un cut-off en momentos, puede ser que venga dado por una longitud caracteristica o
de cualquier otra forma. Lo denotamos asi genéricamente.

5410 que algunas veces se verbaliza como «no captura los grados de libertad UV».

55Es precisamente el caso de la teoria de Fermi para las interacciones débiles.
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derivadas superiores porque vienen suprimidos en potencias de 1/Mp;%.

De esta forma, tendremos que nuestras constantes de acoplo dependen del cut-off A de forma que
la fisica a bajas energias es independiente de A. La idea wilsoniana es pensar que los grados de libertad
UV se reflejan en la fisica IR definiendo una teoria efectiva que describe el fenémeno en el que estamos
interesadas. Esto se hace «integrando out» capitas de momento desde A — ¢ hasta A, de forma que se

define un nuevo cut-off A’. Lo ilustramos con una teorfa sencilla con un tinico campo®’
L{¢] = Lo[¢] + Zgi(’)i[ébL
i

donde g; son las constantes de acoplo asociadas a los operadores ;. Podemos escoger cualesquiera de
los argumentos anteriores para decir que introducimos un cut-off A. Queremos ahora calcular la accion
efectiva a una escala p < A; para ello «integramos out» todos los modos con energias en (i, A), que

en el lenguaje de la path integral es

5191 :/ DgetSoAl
pu<p<A

donde S [¢, A] es la accion a la escala A. La nueva accion depende de ¢/, un campo renormalizado. Las

constantes de acoplo también han cambiado y podremos escribir
5(6n] = [ s (1a 16+ L awor[o]) *

A la luz de esto, renormalizar y hacer que nuestras constantes de acoplo dependan de la escala de
energia no es solo una forma inteligente de deshacernos de los infinitos sino la forma en la que la teoria
incorpora los efectos de altas energias al querer encontrar una descripcion efectiva a una escala menor.

Todo esto se piensa como un flujo en el espacio de teorfas, donde las coordenadas son las constantes
de acoplo del lagrangiano%?. Asi, al pasar de una escala p a una g/ en la que, que ciertos grados de
libertad ultravioletas sean «integrados out» para encontrar una teoria efectiva a la escala u/, se traduce

70

en que ciertos parametros pasan a no aparecer en el lagrangiano’”, como se ilustra en la siguiente figura

56 Correcciones en o si queremos pensar la relatividad general como una teoria efectiva a bajas energias de una teoria
de cuerdas.

57Esto se puede hacer con campos con espin, escribiendo los términos mas generales que hagan que la accién sea un
escalar y mirando a ver cudles son —y qué dimensiones tienen— las funciones de acoplo

58Esto es posible incluso en teorias no renormalizables porque estamos alejandonos de A «por debajo», es decir, yendo
hacia la regiéon IR donde sin duda la teoria esta bien definida.

59 Aqui vendrian incluidas también las masas, que ya sabemos también se renormalizan.

"OEsto lo hacian en materia condensada al considerar spin blocks o en dia a dia cualquiera de nosotras al entender
que el proceso de inflar un globo o calentar unas lentejas no tiene por qué explicarse hablando de los quarks por los que
estan formados. Es que la separacion de escalas es una idea terriblemente intuitiva.
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del paper de Polchinski [60] en que demuestra la renormalizacion desde este punto de vista de forma

sistematicas:

b NG Ca

Figura A.6: Trayectorias del grupo de renormalizacion para una teoria escalar. [60)]

Algunos apellidos mas. Acoplos marginales

El flujo en el espacio de teorias va a corresponderse de verdad con un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias al pensarlo de la forma que presentamos ahora: con las funciones 5. Como
siempre, lo ilustramos con la teoria escalar pero se podria hacer en general. Consideramos términos
genéricos A\, ¢" en d dimensiones. Entonces, puedo tomar g, = Ad_%")\n adimensional”'. Podemos
estudiar cémo cambia este acoplo adimensional cuando nos movemos en la escala de energia:

g
Bu= AT = mg, + 6]

Lo interesante —las correcciones cuinticas que no vienen solamente del analisis dimensional— esta en
B! la funcién beta cuantica. Si hacemos t = —log(A/Ag) es muy facil pensar 3, como la velocidad
de gn: t es un tiempo que avanza segun A se va haciendo més pequenio desde A(t = 0) = Ag. Entonces,
este panorama: un vector de constantes de acoplo (gi,...,9n) v otro de velocidades (f1,...,5,), no
es mas que un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. El término flujo tiene ahora el
significado de sistemas dindmicos y podemos pensar, a la manera de ecuaciones diferenciales, que las
trayectorias son tangentes a beta y parten y llegan a puntos fijos —donde E = 07?—. Antes de seguir
hacemos algunas reflexiones sobre la ecuacion anterior. Si m # 0 la podemos simplificar porque S va
siempre de forma no lineal en A (aparece por las interacciones) y al estar trabajando perturbativamente

en la constante de acoplo, nos quedamos con el término de orden mayor:

W Sim > 0 (resp. n > 4 en 4 dimensiones) entonces la funcién 3 clasica es la dominante y puedo

"1 Rebautizamos d — %n =m.
2p . 4 o o A — . . { 5
restemos atencion a esto: si § = 0 entonces tenemos a la teoria en un «punto» en que no depende de la escala de
energia: los puntos fijos del grupo de renormalizacién seran de hecho ejemplos importantisimos de teorias conformes que
representan precisamente donde la teoria deja de tener un caracter para tener otro. Un ejemplo son los cambios de fase.

Volvemos a la relacion entre fenémenos criticos y QFT. En particular, CFTs.
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pensar d{% ~ —mg, = gn = goe ™. Segiin t vaya creciendo g, se va haciendo mas pequefio.

Por eso, estos acoplos se llaman irrelevantes (en el IR).

W Sim <0 (resp. n > 4 en 4 dimensiones) entonces la funciéon 3 clasica es la dominante de nuevo
y puedo pensar %" ~ mg, = gn = goe™. Segiin t vaya creciendo g, se va haciendo mayor.
Por eso, estos acoplos se llaman relevantes (en el IR) y son los que van a marcar la dindmica

del sistema.

Cuando m = 0 la parte clésica lineal se anula y nos quedan solamente las correcciones cuénticas
BZ’. A estos acoplos los llamamos marginales. Si podemos suponer que 52 = bogh para algtin p > 1

etnonces podemos resolver el sistemas:

gn = 1
_ p—1
(1 + bo;é’_ll)t>

Y el signo de by va a ser lo que determine coémo se comporta esta teorfa al tener en cuenta las correcciones

cuanticas™:

® Si by > 0 entonces 1imy_so0 gn = 0. Se llaman marginalmente irrelevantes. Este es el caso de
QED y en general de teorfas que son libres en el IR: tenemos el problema de que no sabemos de
donde vienen en el UV, tenemos acoplos que son muy importantes alrededor de ¢ = 0 y eso no

cuadra con el espiritu de nuestro método perturbativo’.

® Si by < 0 entonces limy_o0 g = 00. Se llaman marginalmente relevantes. Esto es cuanto
p—1 .
menos raro y de hecho, hay un ¢ tal que (@%ﬁt = 1, donde el g, diverge, que DEFINE UNA
NUEVA ESCALA DE LA TEORIA™®: )
.

90
A = Age @=Dlbol
De estas teorias se dice que tienen libertad asintética, como sucede en QCD: a altas ener-
gias los quarks son libres pero a bajas energias el acoplo se hace muy grande y se produce el

confinamiento’®. Estas teorias tienen sentido en el UV: son libres —o al menos casi libres, por

comparacién— y por eso se las llama completas.

"Esto esta desarollado en todos los libros de QFT cuando explican renormalizacion en los analisis perturbativos de
las funciones de correlacion. Por ejemplo, algunas referencias son el capitulo 3. de [61], capitulo 12 de [50], el 12 de [62]
o el capitulo 8 de [56]. Nuestro enfoque es el centrado en la renormalizacién Wilsoniana, centrandonos en la existencia
de una escala propia fisica para cada teoria.

"Puedo pensar ahora una nueva definiciéon de renormalizabilidad: teorias en las que puedo mover ¢ = 0 arbitrariamente
hasta hacer el limite F — oco en energias.

">Que ya vemos es mucho més pequefia que el Ag del cut-off.

"6Este problema es altamente no trivial. Explicarlo consistentemente es uno de los problemas del milenio.
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W Si by = 0 entonces tenemos una teoria conforme. También se las llama teorias finitas y son

invariantes de escala también a nivel cuantico’’.

Entonces, a pesar de que las teorias no renormalizables tienen todo el derecho a existir, desde este
punto de vista también tiene sentido estudiar ampliamente las renormalizables: las que tienen acoplos
marginales y relevantes.

Como comentario final diremos que esta idea es muy bonita y seguramente —junto al concepto de
teoria efectiva— sea uno de los puntos clave de la fisica del siglo pasado pero eso no impide que los
célculos sean muy complicados. A veces tenemos una teoria conocida —pongamos que es conforme, que
estamos en un punto fijo- y le afiadimos un término para intentar modelizar algtn fenémeno fisico™;
decimos que la hemos perturbado con un cierto operador, que sera relevante /irrelevante /marginalmente
(ir)relevante segtn las dimensiones de su constante de acoplo y las dimensiones del espacio. Entonces,
nos interesa entender co6mo es la trayectoria del grupo de renormalizacién dentro del espacio de teorias.
Esto es un problema altamente no trivial y es aqui en uno de los sitios donde la dualidad AdS/CFT
puede ayudarnos, al convertirlo en calculos mas sencillos en el lado gravitatorio™.

La diferencia entre pensar en el grupo de renormalizacién wilsoniano y el grupo de renormalizacion
continuo es que en el segundo tenemos intencién de mandar el cut-off a infinito. En la seccién A.6.2
no tuvimos espacio para explicar como se obtienen las funciones 8 desde esa forma de entender la
renormalizacion (quitarnos los infinitos). La idea es que para comparar con el experimento introducimos
una escala —normalmente a la que vamos a renormalizar— pero al final del dia exigimos que las cosas
sean independientes de ella. Asi se definen funciones beta para cada constante de acoplo, que en el
caso de las teorias renormalizables coinciden con las que hemos definido en esta seccién.

Entonces, aunque la forma adecuada de pensar la renormalizacion es la wilsoniana, es técnicamente
mas sencillo hacer regularizaciéon dimensional o cualquier otro procedimiento en el que nos planteemos

«deshacernos» de los infinitos y el resultado va a ser el mismo: estamos mirando a la misma cosa desde

dos puntos de vista distintos.

A.6.4. El punto fijo de Wilson-Fisher

Hemos llegado entonces a nuestros primeros ejemplos de teorias conformes. Los puntos fijos. En

180

esta secciéon vamos a mostrar un ejemplo muy bonito y util®¥ que nos trae a la practica todo lo que

""No hay anomalias conformes ? essto? . Esto es muy importante, ya se hablara mas adelante. Toda esta discusion, a
la vista de las anomalias y de la simetria conforme, toma un caracter filoséfico mas grave pero también interesante.

"Puede ser un defecto en materia condensada, una interaccion en fisica de particulas...

"Ya explicaremos lo que es esta famosa dualidad de Maldacena, solo la nombramos para ver que nos vuelven a salir
las teorias conformes.

89Ge puede demostrar que el modelo de Ising no es mas que una teoria escalar phi.
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hemos aprendido de campos cuénticos y renormalizacion: el punto fijo de Wilson-Fisher. Si escribimos
1 A
L=0¢" + ;m?¢* + 50",

en d = 4 — ¢ dimensiones tenemos que [m?] = 2 y [\] = e. Si definimos los acoplos adimensionales como

m? = u?gs y A = ufgs, podemos escribir las funciones B a primer orden en ¢, utilizando la versién

continua del grupo de renormalizacién —es decir, llevando la escala de renormalizacion A a infinito en

energfas®!—
D94 3u? D92 9294
= Uy— = —€ —+ 5 - = -2 + .
B1 = p o 94 1647 B2 = p a1 92+ {62

Entonces, si no hacemos € = 0, vemos que tenemos dos puntos fijos: la teoria libre y un punto fijo (de
Wilson-Fisher) [16] no trivial —interactuante-en el IR: (0,1672/3¢). Las trayectorias del grupo de

renormalizacién se pueden pintar como:

-0.4+

Figura A.7: Punto fijo de Wilson-Fisher con DIMREG.

Si en lugar de hacer DIMREG hubiéramos impuesto un cut-off fisico —una longitud minima a
partir de la que no podemos resolver nada— como nos enseié Wilson, las correcciones a la masa serfan

distintas®?:

94 | 9294 , _ Oga 3u®
Tom2 T 16m2 P T R, T TE T g2

fr —2 —
B2 92 1647

Desde este punto de vista, no tenemos que mandar el cut-off al infinito, solo tenemos que tener en cuenta
que nuestra teoria no estd bien definida para longitudes mas pequenas. Las funciones  representan

cémo cambian los acoplos cuando vamos hacia el IR —y es que en realidad estamos manteniendo fijas

810 visto de otro modo, considerando escalas de longitud arbitrariamente pequefias. Claramente, esto es posible
porque la teoria es renormalizable.
82Es que el asunto de las divergencias cuadraticas es sutil y tiene en general que ver con los problemas de jerarquias.
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cosas distintas—. Las trayectorias del RG cambian un poco entonces: jel punto fijo corresponde ahora
a una teoria con < ¢ ># 0! (—¢/6, 1672 /3¢)Acabamos de ver un ejemplo de ruptura espéntanea de la
simetria Zo al obtener el campo un vev no nulo®®. Pintamos el nuevo diagrama de fases en la siguiente

figura:

04

0.2+

Figura A.8: Punto fijo de Wilson-Fisher a la manera wilsoniana.

Como en todo esto hemos estado trabajando con € € R pero sin llevarlo a cero (no hemos recuperado
las 4d) se puede estudiar qué pasa cuando £ — 1, por ejemplo. Este caso es muy interesante porque
permite estudiar las transiciones de fase ferromagnéticas y, aunque en realidad hacer € ~ 1 esté lejos

de la expansion perturbativa que plantedbamos, los resultados son muy acertados.

De vuelta a las funciones de correlacién. La ecuacién de Callan-Symanzik

Después de esta tournée por el concepto de renormalizaciéon, sabemos que los acoplos y las canti-
dades fisicas que una vez creimos constantes —la masa, la carga, las constantes de acoplo— dependen
en realidad de la escala de energia a la que estemos. Lo mismo sucede con las BR de los scatterings
cuando vamos mas alla del tree level. Entonces, parece loégico preguntarse si podemos entender c6mo
se comportan las funciones de correlacion arbitrarias Gy, (x1,--- ,2n) = (T (¢ (1) -+ - ¢ (xy,))) al mo-

lo1 d t toria del d lizacion®t. Si el li
vernos a lo largo de una trayectoria del grupo de renormalizacién®*. Si el campo se renormaliza como

¢ = Z'2(A)¢g, entonces la funciéon de correlacion se transformara en

G (1. a3 A) = Zg(N) 2GR (21, ..., Tn; 1) .

83Gi repitiéramos esto con el campo escalar complejo, que en lugar de tener una simetria discreta de paridad tiene un
U(1) completo.

84Lo hacemos con una teoria escalar por simplicidad en la notacién pero todo se sigue igual en el resto de casos mutatis
mutandzis.
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85 gino de la

Si tenemos en cuenta que la funcion de correlacién renormalizada no depende del cut-o
escala p y de los pardmetros mp, Ag mientras que el lado de la izquierda no depende de p. Derivando

a ambos lados llegamos a que

o 990 om0 9 o

que se puede reescribir como

d B )
[uaﬂ +6Aa—g + B —m(g)] GRr(21,...,2p;p) =0, (A.21)

donde (), B son las funciénes beta asociadas a A y m, que ya conocemos y v = %u% log Zy4 se
llama dimensién anémala. A A.21 se la llama ecuaciéon de Callan-Symanzik, fue descubierta

independientemente por Curtis Callan [63] y Kurt Symanzik [64] en 1970.

El caso de los puntos fijos. Un primer encuentro (in)esperado con una dimension conforme

Para cerrar esta muy sesgada introduccion a la teoria cuantica de campos, en la que hemos intentado
presentar algunos conceptos relevantes haciendo especial énfasis en la importancia de las escalas de
energias y algunos puntos claves que nos ayudan a justificar por qué es interesante estudiar teorias
conformes, vamos a pensar qué sucede cuando estudiamos A.21 en un punto fijo del RG. Estos son por
definicién aquellos puntos del «espacio de teorias» en que las funciones beta se anulan. La ecuacién de
Callan-Symazik nos ayuda a mostrar algunos aspectos interesantes de estos puntos. Consideramos el
propagador: G(z,0):

pOuGr = —Gr

En general, ~, la dimensiéon andémala, depende de los acoplos y también de la escala de energia, pero
en los puntos fijos los acoplos no dependen de la escala de energia asi que tomara un tnico valor.

Entonces, la ecuacién anterior se puede integrar facilmente: G, = p=27/2F (z). La forma de G obliga a

que, por analisis dimensional, Gg ~ 1 /x2 2 . Entonces,

Esto muestra que en los puntos fijos las funciones de correlacién tienen la forma de las de una teoria

conforme pero en la que los operadores no tienen la dimensiéon de contar % sino algo distinto: las

850 de la escala de renormalizacion, si se quiere.
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dimensiones reciben correcciones cuanticas:

Esto se llama dimension anémala.



132

Apéndice B
La aproximacion WKB.

En el apéndice de QFT ya hablamos de la aproximacién semiclasica y de cémo el principio de
correspondencia nos decia que tomando los limites adecuados, tanto de la mecéanica cuantica como de
la teoria cuantica de campos deberiamos ser capaces de recuperar la mecanica clasica. La herramienta
que utilizamos en el Gltimo capitulo para calcular propagadores de campos escalares en el fondo de la
black brane, la aproximaciéon geodésica, no es mas que el resultado de aplicar a nuestro problema
la aproximaciéon WKB.

La aproximaciéon WKB recibe su nombre por los tres fisicos que la «inventaron» de forma inde-
pendiente a principios del siglo XX: Gregor Wentzel, Hendrik Anthony Kramers y Léon Brillouin'. Se
trata de un método que permite encontrar soluciones aproximadas de ecuaciones diferenciales ordinarias
en las que la derivada de orden superior va multiplicada por un parametro pequeno € — 0.

En este apéndice vamos a revisar dos casos relevantes: el problema original con la ecuacion de

Schrodinger y el propagador del campo escalar libre utilizando [65] y [66].

B.1. La primera version: el limite clasico de la ecuaciéon de Schrodin-
ger
Sabemos que la mecanica clasica tiene que poder recuperarse de la mecanica cuéntica cuando

nuestro problema tenga correcciones cuanticas que sean despreciables, es decir, cuando las escalas de

nuestra teoria sean tales que podamos tomar A ~ 0°. Esto se puede pensar también utilizando la

'En realidad, unos afios antes el mateméatico Harold Jeffreys habia desarrollado un método para resolver un tipo
mas general de ecuaciones diferenciales que incluia este mismo. Ademés, métodos semejantes habian sido propuestos por
Liouville practicamente un siglo antes.

2En realidad % es una constante de la naturaleza, no podemos hacer i — 0, lo que estamos planteandonos es diversas
teorias —o naturalezas, si queremos— con valores de h que hacen A — 0 y viendo como la mecéanica clasica va siendo la
descripcion més acertada al tomar este limite.
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longitud de onda de De Broglie: la versién clasica de una teorfa serd una buena aproximacion cuando
ADpB sea muy pequeila en comparacion con la escala propia del sistema que estudiamos. En particular,
la aproximaciéon WKB es valida en el régimen en que cierto pariente de App sea pequeno y varie
lentamente respecto a las coordenadas del problema.

Consideramos la funciéon de onda que describe una particula de masa m sometida a un potencial
V(x_3 Es entonces solucién de la ecuacién de Schrodinger®:

h?

“2m

in 2w 1) =

2 . S
T “+V(z,t)| U(Z,1).

Como la funcién de onda es una funcién escalar compleja nada nos impide escribirla como:
U(Z,t) = A(Z, t)erS@D

donde A(Z,t) y S(Z,t) son funciones escalares reales. Ahora podemos introducir esta expresion en la

ecuacion de Schrodinger para llegar a una ecuaciéon en cada una de ellas:

. [0S(&,1))? L P OPA(EY)
8t5(x,t) + B +V(#t) = om A4 (B.1)
m(,ftA(f, t) 4+ OA(Z,t) - OS(Z,t) + %A(f, 1)9%S(Z,t) =0 (B.2)

De hecho, si tenemos en cuenta que el médulo de la funcién de onda nos da la densidad de probabilidad
de encontrarnos en dicho estado, la segunda de las ecuaciones anteriores no es mas que la ecuaciéon de

continuidad para esta, donde la corriente asociada a la densidad de probabilidad es:

J(#,t) = Re \If*(f,t)%a\ll(:?,t) :A(@t)?asfnxvt)_

Ademas, la primera ecuacion, si nos quedamos a orden 0 en A se convierte en

5, 0S0(Z,t))?
atSU(fﬂf)_’_( 0('1'7 ))

2m

la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, formulacién de la mecénica clasica equivalente a todas las demas:

principio de minima accién, las ecuaciones de Euler-Lagrange o ecuaciones de Newton.

3Hemos recuperado los h porque sera precisamente el parametro sobre el que hagamos una expansion.
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La idea seré plantear soluciones en series de potencias:
S:SO+h51+h2S2+...,

e introducir esa expresion en B.1, la ecuacion diferencial de segundo orden que encontramos para S,
entonces podremos obtener un sistema que venga de igualar a cero orden a orden y terminaremos
encontrando una soluciéon aproximada para la funcién de onda. Podemos escribir rapidamente el caso

unidimensional con energia conservada, donde B.1 se convierte en
(8'(x))? = ihS" (z) = p*(2),

donde —A202¥ (z) = p?(x)¥(z). Se puede demostrar que si V() varia de forma continua entonces i4.S”
es pequena. Ese sera precisamente el régimen en que la aproximacion WKB seré valida y tendremos que
estudiar como encontrar una solucién cuando esta condicién no se cumpla o, en general, para «unir»
las soluciones en dominios en los que si se cumple; esto se llama connection formula.

Si ahora metemos la expansion en potencias de h en la ecuaciéon —no lineal— anterior llegamos a
(S + hS) + B2Sh +...)2 —ih (S§ + hS} + h28Y +...) — p*(x) = 0.

Si ahora expandimos y nos quedamos a segundo orden tenemos dos ecuaciones que vienen de igualar

a cero cada uno de los coeficientes en h:

(S0)* = p*(x) =0

25091 —iS) = 0.

La primera ecuacion tiene por solucion Sp(x) = + f; p(2’)dx’ y nos permite reescribir la segunda

como S == %%, que se resuelve ahora facilmente:
. 1
iS1(z) = —3 Inp(z) + C,

donde tanto xy como C' son constantes de integraciéon. Entonces, si introducimos la expresiéon aproxi-

mada de S en la funcién de onda nos encontramos con la solucion WKB:

U(Z,t) = A, t)e™H Joo PENE
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B.2. La segunda versién: la aproximaciéon WKB en QFT.

Vamos a calcular el propagador del campo escalar masivo en d dimensiones. Hacemos la version
euclidea por sencillez pero en nuestra aproximacién geodésica haremos algo semejante a esto solo que

en AdSg,1 (d = 4) en lugar de en R?. La accion es
doa2 L 9.9
S = [ d*x0¢° — 5™m o,
v las ecuaciones de movimiento, si pasamos a coordenadas esféricas, son:
O <7”d_lar¢> + Td+la§d71¢ - Td_1m2¢ =0,

donde Oéd_l es el laplaciano en S9!,

Escribimos ¢ = ef" y lo introducimos en la ecuacion anterior:

1 - 1 .. 1 ..
(d=1)r 10, F+0, F2 4197102 F+ —0; (§) 0;F +1*—=§Y 0,0, F + 12 —=§"Y 0, F9;F —m* = 0, (B.3)
\/§ ( ) J \/g J \/g J

El equivalente a A en el apartado anterior va a ser 1/m. Es decir, asumimos que m es grande y

expandimos F en serie de potencias. Nos quedamos a orden O(1/m):
F=m) m™"F, , FrmFy+F+0(m™").
n=0

Metemos esto en B.3 llegamos a dos ecuaciones:

18, FydFo — 1 =0,
vi© o

(d—1)r 10, Fy + 20, Fy0, Fy +

8TF02 +r?

1 ..
g”aiFoajFl =0.

1 ..
37 0,0;Fy + 2r? 7

1
({“)i (gj) 8jF0+T2\/§

Vi

La accion es invariante SO(d) asi que podemos buscar soluciones de Fy, F; que solo dependan de 7 de

manera que lo anterior se simplifica mucho:

O.F¢ —1=0, (B.4)

(d—1)r710,Fy + 20,Fy0,F, =0, (B.5)
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Estas ecuaciones son muy sencillas y nos dan la forma del campo ¢:
1 etmr
?) — (ZS = Cid*l . (B6>
r2

Fo==4r, F=log (Cr*d

Ahora vamos a comprobar que esto es de hecho la aproximacion a primer orden del propagador del

campo escalar con m > 1.
La funcién de Green del campo escalar masivo es

Si completamos cuadrados en el exponente
—t (i +m?) +ip F = — (ﬁ*— Zf) L.
2¢/t 4t
y hacemos /tp— 2%/25 =Fkla integral se puede calcular analiticamente (nos da una funcion de Bessel):
® dt _ 2
G = —de*E*tmz =272 7 |2| T Kas ( m2]:1:\2)
0 t2 2
Ahora podemos hacer un cambio de variable M = m|z| y tomar el limite M > 1 —que pensamos como
—miz|
l%de_m‘xl ~ € .
d—1
|x| 7z

m > 1- y recuperar B.6:
d— d—
G r2 T m'e |z
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