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Introduccion

Los instantones son un tipo particular de soluciones de las ecuaciones de movimiento de una teoria
gauge. En concreto, son soluciones que tienen accién finita y su campo asociado cumple una cierta
relacion de dualidad. Estas caracteristicas dan lugar a una serie de propiedades topoldgicas que hacen

que el estudio de los instantones sea de gran interés.

Su aplicacion mads relevante es en el célculo de probabilidades de transicién entre los diferentes
vacios (estados fundamentales) de una teoria gauge: el término correspondiente a los instantones es el

que mds contribuye al valor de esta probabilidad.

Otas aplicaciones se encuentran en la teoria electrodébil, donde la presencia de instantones in-
troduce eventos que violan la conservacién del nimero bariénico, o en la cromodindmica cudntica,

donde los instantones permiten explicar la diferencia entre las masas de los mesones 7y ’. [1]

En este trabajo se introducird la mayor parte de la maquinaria matemadtica necesaria para entender
mads o menos en profundidad las teorias gauge, para luego estudiar con detalle los instantones en el

caso de una teoria Yang-Mills con grupo gauge SU(2).

En el capitulo 1, definiremos los grupos de homotopia de un espacio topoldgico y desarrollaremos
lo bésico de la geometria diferencial en variedades, para después dar con algo de detalle la teoria de

representaciones del grupo de Lie SU(2).

En el capitulo 2, introducimos el formalismo de integrales de camino de la mecanica cudntica en
su forma mas sencilla y su relacién con el efecto tinel. Luego, tras dar unas pinceladas de teoria de

fibrados, desarrollamos la accion y las ecuaciones del movimiento de una teoria de Yang-Mills.



Construyendo sobre todo lo anterior, dedicamos el dltimo capitulo al estudio de los instantones:
sus principales propiedades, el concepto de nimero instanténico o winding number, la construccion

explicita de estas soluciones y su importancia a la hora de calcular probabilidades de efecto tinel.

El grupo SU(2) en concreto es especialmente relevante porque es el que se usa para describir la
interaccion débil en el modelo estandar de particulas, ademas de ser la base de la teoria del momento

angular en mecdnica cudntica y tener una muy estrecha relacién con los cuaterniones.



Capitulo 1

Preliminares matematicos

1.1. Topologia

1.1.1. Definiciones basicas y grupo fundamental

Definicion 1.1 Sea X un conjunto no vacio. Un conjunto t C P(X) de subconjuntos de X se llama

topologia si satisface las tres siguientes propiedades:

1. Oy X son elementos de .
2. La union arbitraria de elementos de T estd en T.

3. La interseccion finita de elementos de T estd en T.

Bajo estas condiciones, diremos que (X, T) es un espacio topologico [2] y a los elementos de T los

llamaremos abiertos.

Definicion 1.2 Sean (X, tx), (Y, 7y) dos espacios topoldgicos. Una aplicacion [ - (X, 1tx) — (¥, 1y)
es continua si para cada U € 1y se tiene que f~'(U) € 1y.

Si f es continua, biyectiva y su inversa es continua, se dice que f es un homeomorfismo.

El concepto de homeomorfismo es el equivalente topoldgico de los isomorfismos de espacios
vectoriales o grupos. Si dos espacios topoldgicos son homeomorfos, comparten propiedades como
la compacidad o la conexién. Estas propiedades que se conservan bajo homeomorfismos se suelen
llamar invariantes topoldgicos.

Ahora introducimos un concepto mas débil que el ser homeomorfo, que nos serd ttil cuando

hablemos de teorias gauge.



Definicion 1.3 Sean (X, 7x), (Y, 1y) espacios topolégicosy f,g : X — Y dos aplicaciones continuas
entre ellos. Se dice que f es homotopica a g (denotado f ~ g) si existe una aplicacion (que llamaremos

homotopia) H: X X [0, 1] — Y que verifique [2]:
» H es continua
= Hx,0) = f(x)Vx e X
= Hx,1)=g(x)Vx e X
Si g es una aplicacion constante, se dice que f es homotopicamente nula.

Definicion 1.4 Sean (X, tx), (Y, 1y) espacios topoldgicos, f,g : X — Y dos aplicaciones continuas
entre ellos y A C X. Se dice que f es homotopica a g respecto a A (denotado [ ~4 g) si existe una

homotopia H: X X [0, 1] — Y que verifique H(a,t) = f(a) = g(a) para todo a € A,t € [0, 1].

Definicion 1.5 Sean (X, 1y), (Y, 1y) dos espacios topolégicos. Se dice que X e Y son homotdpica-
mente equivalentes si existen dos aplicaciones f,g : (X,7y) — (Y,1y) ambas continuas y que

cumplan fog ~ Idy, go f ~ Idx.

Para tener una nocién mas o menos visual de qué es una homotopia, podemos ver su accién como
una deformacién con continuidad. Si, por ejemplo, tomamos un circulo en R? (que podemos ver como
la imagen de una cierta aplicacién f) y lo queremos deformar en una elipse (que seria la imagen de
una aplicacién g), lo podemos hacer sin cambiar demasiado la forma del circulo. La homotopia nos
detalla el proceso de deformar el circulo para convertirlo en la elipse a través del argumento ¢. En
t = 0 tenemos el circulo, en ¢ = 1 tenemos la elipse y en el resto de instantes tenemos algo intermedio.

De la misma forma, los espacios homotépicamente equivalentes se pueden deformar uno en el

otro con continuidad.



o(t)

X B(D)

Figura 1.1: Homotopia entre dos caminos a(t) y B(¢) que empiezan y acaban en el mismo punto.

Cada linea discontinua corresponde a un valor distinto de s.

Se puede demostrar [2] que la relacion entre aplicaciones ”ser homotdpicas™ (en general o respecto
a un conjunto) y la relacion entre espacios topoldgicos ”ser homotdpicamente equivalentes” son todas
relaciones de equivalencia, de manera que todas las aplicaciones homotdpicas entre si las podemos
agrupar en una sola clase.

Para definir los grupos de homotopia nos interesan las clases de equivalencia de un tipo de aplica-

ciones determinadas: los lazos.

Definicion 1.6 Sea (X, T) un espacio topolégico. Se llama camino a cualquier aplicacion continua
a : [0,1] = X. A los elementos de X a(0) = xo y a(1) = x1 se les llama puntos inicial y final del

camino respectivamente. Si xo = a(0) = a(1), llamaremos al camino « lazo basado en x.

Usando caminos a y 8 que cumplan a(1) = 8(0) (que incluyen a todos los lazos) se puede definir

el siguiente producto:
a2t) 0
Br-1) 1<

IA
IA

(a=pB)(1) = (1.1)

A
-~
IA
—_— Nl

Y la operacion inverso a(t) — a(1 —1).

Notemos que este producto no es necesariamente asociativo, pues los caminos se recorren en un
orden concreto y, al hacer un producto @ * 8 * y, dependiendo del producto que hagamos primero,
vamos a dividir el intervalo [0, 1] de formas diferentes. Ademas, @ * ! es un camino que recorre
dos veces la imagen de «, una vez en cada sentido. Esto claramente va a depender de quién sea a, asi

que solo con este producto no podriamos definir una estructura de grupo.



Dentro de todos los lazos, consideremos los lazos basados en el mismo punto xg y que son ho-
motdpicos respecto al conjunto A = {0, 1}, es decir, que existe una homotopia H (s, r) tal que

H(0,t) = H(1,t) = xg paratodo t € [0, 1].
Definicion 1.7 Consideremos las clases de equivalencia

[a] = {B lazo basado en x, € X|a ~o,1} B}. (1.2)
El conjunto nti (X, xo) = {[a]| @ es lazo basado en xo} junto con el producto

[a] = [B] = [a * B] (1.3)

forma un grupo llamado grupo fundamental (o primer grupo de homotopia) de X respecto al punto

X0.

Este producto estd bien definido: si tenemos dos representantes a y @’ de la clase [«] relacionados
por una homotopia F' y dos representantes 8y 8 de la clase [B] relacionados por una homotopia G,

entonces

1
H(s, 1) = 2 (1.4)
1

es una homotopiade a * B a @’ = 8 [3], porlo que [a * 8] = [@’ = B'].
Un poco més adelante daremos la demostracién de que el grupo fundamental es, en efecto, un

grupo.

1.1.2. Grupos de homotopia de orden superior y propiedades

Ahora que hemos visto cudl es el primer grupo de homotopia, definamos el resto de grupos de
homotopia. La extension, conocido el grupo fundamental, es bastante directa.
Denotemos I" = [0, 1]" = {(x1,...,xn) € R*|0 < x1,...,x, < 1} al cubo unidad de R”". Defina-

mos también su frontera
or* = {(xy,...,x,) € I"|almenosunx; es061 (i=1,....,n)}. (1.5)

Definicion 1.8 Sea (X, tx) un espacio topoldgico. Liamamos n-camino a cualquier aplicacion con-
tinua a : I" — X. Si a(9I") = xq, es decir, si @ permanece constante en la frontera de I", diremos

que es un n-lazo basado en xy.



Los n-lazos tienen una cualidad muy importante: como envian todo el conjunto 91, al mismo
punto, a efectos précticos podemos ver los n-lazos como aplicaciones que, en vez de salir de /", salen

de I"/oI" = S§" [3], donde
ST ={(x!, L xmh) e R D2+ L+ (xH2 = 1) (1.6)

De manera un poco rudimentaria, podemos ver esto en el caso n = 2 como que, si doblaramos todo el
borde de un cuadrado de papel para llevarlo al mismo punto, obtendriamos algo parecido a una bola.

De la misma forma que para los 1-caminos, podemos definir un producto de n-caminos [4]

o
IA

I

IA
—_— N

a(2t1,t2, ..., 1)
(a*B)(t1,.0ntn) =
B2t — 1,12, ..., 1)

También podemos definir el inverso @ — eV =a(l-11,10,....1).

(1.7)

IA

5]

=
IA

Definicion 1.9 Sea (X, Tx) un espacio topoldgico, xg € X yn > 1, n € N. Consideramos las clases

de equivalencia de la forma:
[@] = {B n-lazo basado en xy € X|a ~y B} (1.8)
El conjunto rt,,(X, x9) = {[a]| @ es un n-lazo basado en xy} junto con el producto de n-caminos
[a] = [B] = [a = B] (1.9)

forma un grupo llamado n-ésimo grupo de homotopia de X respecto al punto xo. Si n,(X,y) es el

mismo para todo y € X, denotaremos al grupo como n,(X).

El producto de clases de equivalencia estd bien definido y se comprueba exactamente igual que en
el caso del grupo fundamental. Comprobemos que los grupos de homotopia son grupos de verdad [3].

Sea X un espacio topolégico y xg € X.

= Propiedad asociativa: sean «, 3,y n-lazos arbitrarios basados en xg. Para ver que

[(a*B)«y] = ([a] = [B]) * [y] = [a] = ([B] * [y]) = [a = (B+y)], (1.10)

tenemos que encontrar una homotopia entre los lazos de una clase y los de la otra. Bastard
hacerlo para los representantes (a) = 8) *y y a * (8 * y), ya que para el resto de elementos

existira una homotopia por transitividad de la relacién que define 7, (X, x).



Definamos la siguiente aplicacién:

4s 1+t
a (1__'_1" 8§24 0uey sn) 0 S S1 S T
F(S19"'9Sn7t)= ,3(4.5‘1—2‘—1,.5‘2,...,5‘”) % Ssl S % . (111)
ds1—t-2 24t
'Y(IZT,SL---,Sn) T < S1 < ]

F es continua por un resultado conocido como lema del pegamento o gluing lemma [2], que dice
que una funcién definida a trozos por funciones continuas que coinciden en la interseccién de
sus dominios es continua. Esto dltimo se cumple porque que los tres lazos empiezan y acaban

en xo. En los puntos s = 3 y 5y = 2;

F 1+1¢ ; 4 1+t ( )
— 85, St | ————, 850, .., 8, = a(l, s2, ..., 8,) = X0 =
4 2 1+ 4 °°° 2 0

/3(4(%) . l,sz,...,sn) = B0, 52, ..., 57) (1.12)

2+t 2+t
F (T,sz, ...,sn,t) =8 (4 (T) —t—1,s9, s,,) =B(1,s52,...,5,) =x0 =

B 4 2+t 2+t
YT s T2 ?

2,...,sn) =v(0, 52, ..., Sn). (1.13)

Comprobamos las dos tltimas condiciones,

a (4s1,582,...,5,) 0<s1 < le

F(51,52,..,80,0) = { B(4s1 = 1,52, ..., 8,) % <s51 < % =(a*p)*y, (1.14)
v (2s1 — 1,52, ..., 8,) % <s; <1
@ (251,52, .oy Sp) 0<s1 < %

F(st,50, s 8n 1) = B(4s1,52,.0,50) S <s1<3=a=(Bxy). (1.15)
v (4s1 — 3,52, .00 8n) % <s1 <1

Por tanto, F es una homotopia.

= Elemento neutro: buscamos un lazo e tal que [e] = [a] = [a]*[e] = [@] para todo lazo a basado
en xo. El candidato mds probable es el lazo constante e(sy, ..., S;,) = xg Y(s1,...,5,) € I"". De
manera similar a lo anterior, construimos una homotopia Fj entre @ * e y @, asi como una

homotopia F, entre e * @ y a.

25 1+
a (—,sz, ...,sn) 0<s1 <&
FI(S15S29 ARRS] Sn7t) = 1+t 2 (1.16)

X0 TSS]SI



X0 0§S1<1_t

FZ(SI7S25~“’SH7I) = (117)
(%,Sz, ...,sn) Sl<sisl
Se cumple que Fl(%,sz, e Sy 1) = x0, F1(81, ..., 50,0) =a ey Fi(sq, ..., 54, 1) = &, por lo

que es la homotopia que buscamos. Se puede hacer la comprobacién andloga para F». Por tanto,

tenemos que en efecto e es el elemento neutro.

= Inverso: es bastante probable que [ ~!] sea el inverso de [«]. Veamos si podemos construir una

homotopia entre @ * a~! y e:

a(2s1(1=1),5,...,8,) 0< s

IA
—_— NI

F(s,1) = (1.18)

a2(1 =s)(1=1),s2,...,5,) % <s <
Tenemos que F(sy, 52, ...,5,,0) = a = a~! y que F(s1, 52, ..., 5y, 1) es la constante xg, asi que

tenemos la existencia de inverso: [a] ™! = [@7!].

Una vez probada la estructura de grupo, podemos ver algunas de las propiedades mds importantes

de los grupos de homotopia.

Proposicion 1.1 [3] Sea (X, Tx) un espacio topoldgico conexo por caminos (esto es, para cada par
de elementos de X hay un camino cuyos extremos son esos elementos). Entonces n,(X,xo) y (X, y)

son grupos isomorfos para todoy € X y para todo n > 1.

Definicion 1.10 Un espacio topolégico (X, Tx) es simplemente conexo si para cada par de puntos
de X existe un camino que los une (es decir, X es conexo por caminos) y su grupo fundamental en un

punto es trivial.

Esta definicién de un conjunto simplemente conexo es la formalizacion de la intuicién de que el
conjunto “no tiene agujeros”. En un conjunto simplemente conexo, todo lazo se puede contraer a
un solo punto con continuidad (es decir, son homotdpicos al camino constante). Si nuestro conjunto

“tuviera agujeros”, al tomar un lazo que rodee a algin agujero no podriamos contraerlo en un punto.

Proposicion 1.2 [3] Sean (X, 7x) e (Y, 1y) dos espacios topoldgicos tales que X e Y son homotdpi-
camente equivalentes (por lo que existen dos aplicaciones h y hy tales que hy o hy ~ Idy).

Entonces n,(X, xq) es isomorfo a m,(Y, hi(xo)) para todo xo € X, para todon > 1.



Como ser homeomorfo es un caso particular de tener el mismo tipo de homotopia, esto demuestra
que los grupos de homotopia son invariantes topoldgicos. Si dos espacios son homeomorfos, necesa-

riamente sus grupos de homotopia son los mismos.
Teorema 1.1 [5] Sea (X, Tx) un espacio topoldgico. n,(X, xo) es un grupo abeliano sin > 2.

Demostracion:

La demostracion de este teorema se suele hacer de una forma bastante visual, apelando a que la
frontera de I" para n > 2 es conexa y con infinitos puntos, de forma que al hacer el producto de dos
clases de homotopia, puedes cambiarlas de orden sin ningdin problema.

Aqui usaremos un truco algebraico bastante sencillo para verlo de forma rigurosa.

Lema 1.1 (Argumento de Eckmann-Hilton) Sean + y ® dos aplicaciones binarias con elemento neutro

sobre un mismo conjunto X que cumplan
(axb)®d(cxd)=(adc)*(bdd) (1.19)
paratodo a, b, c,d € X. Entonces ambas operaciones son la misma y son conmutativas y asociativas.

Demostracion:
Primero veamos que el elemento neutro de ambas operaciones 1. y 15 (ambos elementos de X,

por lo que se pueden introducir con la operacién adecuada) son iguales:
Li=Lx+lL=(.01lg)*(lg® 1) hi=p' (lixlg)®(lg*x 1) =lg®lg=1g =g (1.20)
Ahora veamos que las operaciones son la misma:
a*b=(a€Bl)*(leBb)h;(a*l)EB(IEBb)=a€Bb (1.21)
Por dltimo vemos la conmutatividad y la asociatividad:
a*b=(l®a)*(b®l)hi=p. (Ixb)y@(adl)=bda=b=xa (1.22)
(axb)xc=(axb)*(1xc)=(axb)®(Il*xc)=(ax)x(bxc)=ax(b*xc) m (1.23)

Ahora volvamos a los grupos de homotopia. Supongamos que hubiéramos definido el producto
de dos clases de homotopia de n-lazos [«a], [B] € 7, (X, x0) como la clase de un nuevo producto de

n-caminos ®:

o
IA
oy
IA

a(ty,2t,13, ..., 1)
[a]® [B] = [a®B], cona ® B(t1,....1,) =
a(ty, 2ty — 1,13, ..., 1,)

(1.24)

e

=
IA
Iy
IA
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Es claro que esta operacion al igual que el producto usual = tiene al camino constante en xg como ele-
mento neutro. También podemos comprobar facilmente con las definiciones que, si [«], [B], [v], [d] €
7, (X, x0):

([a] @ [B]) = ([v] ® [6]) = ([a] = [¥]) & ([B] * [6]) (1.25)

En particular, los representantes de ambos productos definen la misma aplicacién, por lo que son ho-
motdpicas. Por tanto, usando el argumento de Eckmann-Hilton concluimos que 7, (X, x9) es un grupo

abelianosin > 2. m

Notemos que este método falla cuando n = 1 porque no podemos definir el segundo producto de

lazos de manera que ’no interfiera” con el otro porque nos faltan variables.

1.1.3. Grupos de homotopia de la n-esfera

A lo largo del trabajo vamos a tratar con los grupos de homotopia de las esferas (en concreto de
$3), asi que no esta de més saber cudles son estos grupos. Al ser S” un espacio topolégico conexo por
caminos para todo n > 1, todos los puntos tendrdn el mismo grupo fundamental por la proposicién
2.1. Las demostraciones rigurosas requieren resultados de topologia que no son interesantes para lo
que pretendemos con este trabajo y que no se usarian para nada mads, por lo que las omitiremos.

En primer lugar tenemos que 71 (S') = Z. Esto se puede demostrar directamente definiendo la
aplicacion siguiente [2]:

¢:7Z— m (S
(1.26)
n— [w,(0)] = [(cos(2nrh), sin(2nm6))]
Se puede comprobar que ¢ es un isomorfismo y se suele demostrar en la mayoria de libros de topo-
logia algebraica. Ademads, la aplicacion w,, en todo un periodo 6 € (0, 2r) da exactamente n vueltas
alrededor del circulo cuyo sentido esta determinado por el signo de n.

Pasando a las esferas en dimension superior, resulta que se puede encontrar un isomorfismo entre
(8™ y mp (S sik <2n—1yn>1[4].

Entonces, con calcular el grupo fundamental y el segundo grupo de homotopia de S% nos bastarfa
para calcular 7 (S™) para todo k < n.

Para ver m; (Sz) notamos que la esfera es simplemente conexa ([2] tiene una demostracién). Por

definicién y por la proposicién 1.1, concluimos que 71 (S?) = 0.

11



Para el segundo grupo de homotopia recordamos que los 2-lazos de S? son aplicaciones g : S> —
S2. Estas aplicaciones las podemos ver como g(8, ¢) = (6, ¢’), ya que los dos dngulos determinan
completamente el punto de la esfera [3].

Si fijamos, por ejemplo, ¢’ = 2¢, tenemos que g daria dos ”vueltas” alrededor de la esfera en el
sentido de que recorre el dominio del 4ngulo ¢ dos veces. Este lazo estarfa en la clase del 2 de 5(S?).
Podemos hacer esto para cualquier entero con g (6, ¢) = (0, k¢) y, aunque no de forma totalmente
rigurosa, tenemos que m>(S?) = Z [3].

Podemos resumir todo esto en un resultado:

Teorema 1.2 Para todo entero positivo n, m,(S") =Zy i (S") =0si k < n.

1.2. Geometria diferencial

1.2.1. Variedades

Las variedades son generalizaciones de las superficies de R? en las que se puede definir un célculo
que extienda lo que conocemos de integracion y derivacién en R”.

En la seccidén anterior hemos trabajado con espacios topoldgicos arbitrarios. Para hablar de varie-
dades, vamos a tener que suponer a partir de ahora que los espacios topolégicos tienen una serie de
propiedades, que se pueden resumir en que son localmente muy parecidos a R": en cada punto p, su-
pondremos que podemos encontrar un homeomorfismo entre un abierto de nuestro espacio topoldgico
y un abierto de R". Para mas detalles, se puede consultar [3] o [6], por ejemplo.

Todas las teorias de campos usan una variedad como su espacio-tiempo, por lo que es imprescin-

dible saber de variedades si queremos hablar minimamente en serio de lo que pasa en estas teorias.

Definicion 1.11 Sea (M, 1) un espacio topolégico, U € 1. Una aplicacion
¢ :UC M — ¢(U) CR" se llama carta sobre M si es un homeomorfismo y ¢(U) es un abierto de

R"™. A la carta ¢ se le suele denotar (U, ¢) para tener en cuenta su dominio.

Las cartas nos permitirdn dar una nocién parecida a las coordenadas en R” en espacios topoldgicos
mads abstractos. Para cada punto p de M, tendremos una serie de funciones reales que nos definen el
punto correspondiente de R”, ¢(p) = (x'(p), x*(p), ...,x"(p)). Usando esto, se suele denotar también

alacarta ¢ como (U,x', ..., x™").
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Definicion 1.12 Sea (M, ) un espacio topoldgico. Llamaremos atlas C® a un conjunto de cartas
{(i, Up) Yier tales que \J;c; Ui = My tales que si U; N Uj # 0 para algiin par i # j, entonces la
composicion

¢iod;' 1 ¢;(UinU;) CR" 5 R" (1.27)
es una funcion de clase C*™ (en cuyo caso se dird que ¢ y  son cartas compatibles).

1

La condicién de que el “cambio de coordenadas” ¢; o ¢, sea C®™ nos asegura que no haya

problemas de definicion a la hora de usar cartas cuyos dominios se intersequen.

Definicion 1.13 Sea (M, 1) un espacio topoldgico. Al conjunto M junto con un atlas A de clase C* se
le llama variedad diferenciable (o simplemente variedad). Se impone que todas las cartas de A tengan

como conjunto de llegada el mismo R", a la dimension n la llamaremos dimension de la variedad.

Se puede alterar un poco esta definicion de variedad para introducir un concepto de frontera:

imponiendo que las cartas tengan como imagen abiertos del semiespacio superior
A" ={(x", ..., x") e R"|x" > 0}, (1.28)

podemos definir la frontera de M como los puntos que, tras aplicarles una carta, acaban en el hiper-
plano x = 0. También se define el interior de una variedad como el complementario (en M) de la
frontera.

Se cumple [6] que la frontera es una variedad de dimensién n — 1 y que el interior es una variedad

de dimension n, ambas sin frontera.

Definicion 1.14 Una variedad M de dimension n se dice orientable si, para todo par (U, ) y (V,¥)
de cartas sobre M, el determinante de la matriz jacobiana de ¢ o ™" tiene signo positivo en todo

puntode UNYV.

Las variedades orientables son de especial interés porque en ellas se puede definir una integra-

cién! consistente con la que conocemos en R”. Sin una orientacién bien definida, resultados como el

teorema de Stokes fallan en determinados casos [6].

Definicion 1.15 Sea M una variedad de dimension n'y (U, ¢) una carta sobre M. Se dice que una
aplicacion f : U ¢ M — R es de clase C* si la composicion f o ¢~ : ¢(U) C R" — R es de clase

(Gha

IEs posible introducir una integracién en variedades no orientables, pero no la vamos a utilizar.
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Este procedimiento de componer una funcién con las cartas para obtener funciones que sabemos
derivar es un procedimiento estadndar en variedades [6]. Usando esto, podemos definir, por ejemplo,

las aplicaciones C* entre variedades.

Definicion 1.16 Sean M una variedad de dimension n'y L una variedad de dimensién m. Una funcion
f : M — L se dice de clase C* si la composicion o f o ¢~ : R™ — R" es una funcion de clase

C® para toda carta ¢ de M y para toda carta  de L.

Dentro de las variedades se pueden definir curvas de la misma forma que definifamos caminos en
un espacio topolégico cualquiera: dado un punto p de una variedad M, podemos definir una funcién
o (t) haciendo variar p a lo largo del "tiempo” . A la curva se le puede asignar un vector “tangente”
derivando con las coordenadas que proporciona una carta: si ¢(p) = (x!(p),...,x"(p)) es una carta

sobre M, entonces [4]

dx' (o (1))

p— p() =) — (o) — =

(1.29)

dxi(o(t . .
Estos vectores tangentes w los podemos ver como operadores que actian sobre funciones
f definidas en un entorno de o (¢) y que nos devuelven como cambian a medida que avanzan por la

curva.
d(f(o(n) _d(fog¢ logoo)(t) dfdx' d' d
i ai “ox ar ~ dion =X (1.30)

Esto nos dice que todo vector tangente se puede expresar como una combinacion lineal de los vectores
% puesto que las derivadas de X' respecto a ¢ siempre van a estar evualuadas y van a ser siempre
nimeros. A su vez, toda combinacion de las derivadas parciales de la forma (1.30) es vector tangente

— dx’
alacurvao(t) = p+“5-t.

Definicién 1.17 Sea M una variedad de dimensionn, p € My ¢ = (x', ..., x") una carta sobre M que
tenga a p en su dominio. El espacio vectorial generado por los vectores {%, ey %} (evaluados en

p) se llama espacio tangente a p y se denota T, M.

De esta definicién se puede ver que la expresion de un elemento del espacio tangente en términos
de las parciales depende la carta que usemos para definir las parciales. Veamos que, aun asi, el espacio

tangente como conjunto no depende de las coordenadas.

Proposicion 1.3 Sea M una variedad de dimension n, (U, ¢) y (V,¢) dos cartas de M diferentes y

p € UNYV. Entonces el espacio tangente a p dado por ambas cartas es el mismo.
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Demostracion:
Denotemos ¢(p) = (x'(p), ... x"(p)) y ¥ (p) = ' (p), ..., y"(p)) alas coordenadas de cada una
de las cartas. Evaluando las derivadas parciales (los elementos de las bases del espacio tangente) en

una funcién y usando que ¢! (¢(p)) =

a(f La ) af

0y!

3(f90)

( )= ——=—(¢(p)) (p) = ——7—W(p). (1.31)

ﬁx‘
Ahora, teniendo en cuenta que i o ¢! nos da las coordenadas y’ en funcién de las x’,

af 8U‘¢1>
Oxt

I(foyloyop™)
Oxt

(p) = ———((p)) = (¢(p)). (1.32)

Aplicando la regla de la cadena a la primera composicion, que son funciones de las coordenadas
yi(x!,...,x™), y usando que ¢ o ¢! (¢(p)) nos da las coordenadas y’(p) tenemos

d(foyloyosp™
Oxt

_af ,  dyl
(¢(p)) = W(P)W- (1.33)

Como los g—{ son niimeros, esto es una combinacién lineal de los operadores {%} actuando
sobre f, que es una funcion arbitraria. En concreto, los coeficientes de esta combinacion lineal son las
entradas de la matriz jacobiana del cambio de coordenadas i o ¢~!. Por tanto, los operadores {%}
que generan el espacio tangente segun la carta ¢ se pueden poner como combinaciones lineales de los

operadores que generan el espacio tangente segtin . Concluimos que los espacios que generan ambas

bases son iguales. m

1.2.2. Formas diferenciales

A continuacién introducimos el concepto de una forma diferencial, que es la base de todos los
objetos presentes en las teorias gauge y donde se cimienta todo el cdlculo diferencial e integral en

variedades [6]. Para ello necesitamos recordar unos conceptos de algebra lineal.

Definicion 1.18 Sea V un espacio vectorial sobre R. Una funcion T : V" — R se dice multilineal si

para todo 1 < i < n se tiene:

TV, Vit Wiy ooy V) =TV, oo Vi oo Vi) + T (VL s Wiy e, Vi) (1.34)

T(vi,...,avi,...,vy) =aT (v, ..., Vi, ..., vy) para todo a € R (1.35)
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Definicion 1.19 Sea V un R-espacio vectorial. Al espacio de todas las aplicaciones lineales
f 'V — Rsele llama espacio dual de V y se denota V*. El espacio dual tiene asociada una tinica
base dual {e', ..., e"} tal que, si la base de V es {ey, ..., e, }, entonces e'(e;) = 63., con 6’} la delta de

Kronecker.

Definicion 1.20 Sea V un R-espacio vectorial. Un tensor (k,l) o tensor k veces contravariante y 1

veces covariante es una aplicacion de la forma

T:V'X..XV'XVx..xV-oR (1.36)

k copias [ copias

tal que T es multilineal.

Definicion 1.21 Sea S un tensor (k,1) y T un tensor (p, q). Se define el producto tensorial de S y T,

S®T como
ST : V' X..xV*xVx..xV—->R
k+p copias I+q copias (137)
ST, ...vE*P vy, ..., Vieg) = SO v v ) TR, LR v Vieg)-

Los tensores (k, /) forman un espacio vectorial de dimensién n¥* [7]. Si denotamos a la base de V

como {ey, ...,e,} y ala base dual de V* como {e!, ..., "} podemos escribir cualquier tensor 7 como

T=T"" ,e1®.0¢®c®. .0 (1.38)
A los nimeros
1.0k _ j in
T" i =T(e",...,e" ej,...,ej,) (1.39)

los llamaremos componentes del tensor 7.

Definicion 1.22 Sea T un tensor (0,1) y P una permutacion del grupo simétrico S;. P se puede ex-
presar como producto de k transposiciones y se define el signo de P como +1 si k es pary —1 si k es

impar.
n T se dice totalmente simétrico si

P(T) = T(Vp(]), ...,Vp(l)) = T(Vl, ...,Vl) =T VPe Sl, VYvi,...,vieV (1.40)
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n T se dice totalmente antisimétrico si

P(T) =T(vp)s--»vpa)) = signo(P)T (vy,...,v;) = signo(P)T VP €S, Vvi,..,vi €V
(1.41)

Estas propiedades de simetria se pueden definir de forma andloga para tensores (k,0) y (k,[), pero
solo nos interesara el caso (0, [).

Ahora estamos en condiciones de definir las formas diferenciales en una variedad.

Definicion 1.23 Sea M una variedad de dimension n'y p € M. Llamaremos espacio cotangente
a M en p al espacio dual de TyM. Lo denotaremos T,M. Dada una base {%, s %} de T,M

denotaremos a su base dual como {dx", ..., dx"}.

La accién de los elementos del espacio cotangente sobre los vectores tangentes se define de la

siguiente manera: seadf € T,M*yV = V"% € T,,M. Entonces

_ _yi0f _O0f iy 9f
df (V) = V(f) = Vio = =260 = —ddd (1), (1.42)

con lo cual df = %dxi.

Definicion 1.24 Sea M una variedad de dimension ny p € M. Una r-forma diferencial o r-forma
(r > 1) es un tensor r veces covariante y totalmente antisimétrico que actiia sobre r copias del espacio
tangente a M en p y cuyas componentes son funciones de clase C™. Se define también una O—forma
como una funcion C* sobre M.

Llamaremos A}, (M) al cunjunto de las r-formas que actiian sobre T, M.

El ejemplo mas tipico de una 1-forma es la diferencial de una funcién de varias variables, como
anticipamos en la definicion del espacio cotangente. El resto de formas se pueden obtener de forma

comoda mediante la operacion que definimos a continuacion.

Definicion 1.25 Sea a una r-forma y B una s-forma. Se define el producto exterior de a y 8, denotado

a A B, como

1 .
aAp =75l Z signo(P)a(vp (1), .-s VP(r))BVP(r41)s s VP (rs)) =

PESres (1.43)

Donde estamos sumando sobre todas las permutaciones posibles de los r + s vectores involucrados.
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Se cumple que a A 8 es una r + s-forma. A partir de este hecho y de que los productos tensoriales
son una base del espacio vectorial de los tensores, se puede probar [7] que toda r-forma se puede
expresar como

a=a; dx" AL AdxT (1.44)

. . . . | . . .
ue A’ es un espacio vectorial de dimension T L— ,conn la dimensidn de la variedad.

1 1

14 r rl(n-r)!

El producto exterior cumple las siguientes propiedades.

Proposicion 1.4 [6] Sean a, 8,1, w, formas diferenciales sobre la misma variedad M con « una r-

forma y B una l-forma. Entonces:

1. Paratodo a,b € R,

(ax+bB) An=alaAn)+b(BAN) (1.45)

nA(ax+bB)=anAa)+b(nAp) (1.46)

2. aAB=(-D"BAa
3. dx'"" A ... Adx't = 0siysolo siexiste | < j, k <rtal que ij = ix. Esto también implica que si
r es mayor que la dimension de la variedad, toda r-forma es nula.

1

4. Para todo conjunto de I-formas w", ..., w" y vectores tangentes v1, ..., v, (1 < r < n) se cumple

W' A AWV, V) = det(a)j(vi)), (1.47)

donde (w’ (v;)) es una matriz rxr.

Estas propiedades nos dicen que en la practica, a la hora de hacer el producto exterior de dos
formas, podemos multiplicar las componentes de cada una y calcular por separado los productos

exteriores del tipo dx’ A dx/. Por ejemplo, si @ = sin(x?)dx! y g = e* ! A dx? + x3dx A dx3,
aAf= sin(xz)exI dx' Adx! A dx* + sin(xz)x3 dx' NdxP A dxP = sin(xz)x?’ dx' A dx® A dx3, (1.48)

porque por antisimetria dx' A dx! = —dx' A dx! = 0.
Para acabar con el tema de las formas diferenciales vamos a ver algunos operadores que nos

servirdn como herramientas para construir nuevas formas.
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Definicion 1.26 Sea M una variedad de dimension n, T, M un espacio tangente cualquiera de M,
a@=a ;,dx" A AdxiT € A}, (M). La derivada exterior se define como la aplicacion d : Aj,(M) —
+1
AL (M) dada por
da =

Tl

oy, .. ~ ; -
! (L:")dxf Adxit A A diir (1.49)

La derivada exterior generaliza lo que conocemos como la diferencial de una funcién. Nos van a

interesar las siguientes propiedades:

Proposicion 1.5 [6] Sean « y B dos formas diferenciales sobre una variedad M, « una r-forma.

Entonces
1. d(a+p) =da+dpsipeN,(M).
2. daApB)=daANB+(-1)aAdB.
3. d(d(@)) =d*a=0.
Demostracion:

1. Aplicando la definicién

d(a+ﬁ):%

(a(a, + ﬁ)il...ir

dx? A dx A LA dxr (1.50)
OxJ

Ahora bien, usando la linealidad de los tensores,

(@+B)i..i, = (@+p)(ey,....e,) =aler,....er) + B(er, ....er) =i, i +Bi..i,. (1.51)

Por tanto
1 (Oai,. i : : 1 (0B , : ,
dl@+p) = —= Vireoie | gd Adit Ao A dr +— 'B“".'lr dx) Ndx'" A ... ANdx" = da+dp.
r! ox/ rt\ oxJ
(1.52)
2. Como tenemos ya la linealidad probada, podemos considerar formas del tipo
@ = udx" A ... A dx' B=vdx' A ... AdxTs, (1.53)
con u(xy,...,xn), v(x1, ..., x,) dos funciones C* (es decir, 0-formas). Podemos calcular muy
facilmente la derivada exterior de este tipo de formas:
ou , ; i i
da = —dx) ANdx" A ... ANdx". (1.54)
oxJ
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Entonces, usando la regla del producto con u y v,

dlaAB)=d((undx A...Adx") A (vdx?' A ... A dxPs)) =
=d((uv Adx™ A ... Adx") A (det A LA de)) =
= (vdu + udv) A ((dx" A ... Adx™) A (dxV A A dxPs)) =
= (du Adx"" A ... Adx") A (vdxTt A LA dxS)+
+ (=) (udx™ A ... Adx") A (dv AdXT A LA dX) =

=da AB+(=1)"aAdp, (1.55)

donde el factor (—1)" lo introducimos al permutar el dv con los dx’* por la antisimetria de las

formas.

. En esta propiedad estamos utilizando que las componentes de « son funciones de clase C*.

1 (da; . . . 1 oq;, . . .
Pa = d(— [ L8t ) g adiit A AdxT) = Firoe ) 1k A docd Adi A AdT
rt\ OxJ r!(r+1)! \ ox/oxk
(1.56)
Esto es cero directamente, ya que, por la simetria de las derivadas segundas,
aai,___ir k i_ aai,___l-r j k _ ﬁail___l-r j k
de Adx! = —de Adx" = —de A dx”. (157)

Como las variables j y k son ambas mudas (estamos sumando sobre ellas) el tltimo término es

exactamente el mismo que el primero y por tanto d’a = 0. m

El siguiente operador necesita de la introduccién de una métrica en las variedades. Por simplicidad

y para no indagar mds de lo necesario en el tema de las métricas, supondremos que en todo momento

la métrica es simplemente una matriz diagonal 7,, de unos y menos unos que serd la métrica de

Minkowski o la identidad cuando empecemos a hablar de teorias gauge.

Definicion 1.27 Sea M una variedad orientable de dimension n, T, M un espacio tangente con base

{e1,...,en} yn una métrica. Se define el operador estrella de Hodge como:

o AL (M) — AL

1 1 . L i (1.58)
Z €. et A A e

*(e" A ... NeT) =

Donde nij es el elemento (i, j) de la inversa de 1y €;, i, son los simbolos de Levi-Civita.
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Olvidémonos por un momento de la métrica en la ecuacién (1.58). Lo que estd haciendo el operador
* es tomar una r-forma y dar una (n — r)-forma cuyos elementos son los productos exteriores que

no estaban en la forma original [8]. Ilustrémoslo un poco en dimensién dos usando la identidad como

métrica.
2
j 2 2
* (dx') = (2_1)!;eljdxf = e dx' +endd® = dx (1.59)
= 0
1 2
* (dx?) = 6dx) = e di'+ en dx*=—dx! (1.60)
2-1)! ; / _ —

-1 0

No necesitamos saber la accion de * sobre las funciones (las O-formas) porque * conmuta con ellas:

esto es consecuencia de que al evaluar en un punto

*(fw)(p) =*(f(p) w(p)) = f(p) xw(p) (1.61)
~——
eR

Por ultimo, observemos que al aplicar dos veces el operador x obtenemos una n — (n — k) = k-forma,
lo que nos puede llevar a pensar que tal vez x> = %x es la identidad o algo muy parecido a ella. Se

puede demostrar [3] que, para una k—forma «,
* k@ = (=1)k=Ks g, (1.62)
donde 7 es la dimension de la variedad y s es el nimero de autovalores negativos de la métrica 17,,,.

Definicion 1.28 Sea M una variedad de dimension n'y T,,M un espacio tangente, @ una r-forma. La

codiferencial exterior se define como la siguiente aplicacion:

AT r—1
5, + A (M) — AL (M)

(1.63)
§r(@) = (=1)""" x (d(xa))
La secuencia que sigue la codiferencial exterior es la siguiente:
AL (M) SSAT (M) =5 A () SSA T () = ASTD (u). (1.64)

Teniendo en cuenta que d? = 0, tenemos que 6% = xd * *d* oc *d’>* = 0.
Un dltimo apunte que debemos hacer sobre la derivada exterior y la codiferencial exterior es que
son operadores adjuntos. Esto significa, por definicion, que dada una forma « y un elemento del

espacio dual de las formas *, se cumple que
(687)(a) = B’ (da). (1.65)

21



Lo dltimo que vamos a ver de geometria diferencial es la integracién en variedades orientables.

En una variedad de dimensién n solo se puede definir una integral para las n-formas: estas formas
las podemos expresar como w = g(x',...,x")dx! A ... A dx", ya que A% (M) tiene dimensién 1.
También, por cuestiones de integrabilidad, se pide que las formas tengan soporte (el conjunto donde
son no nulas) compacto.

Utilizando la carta (U ,x! ...,x™) (en concreto, lo que se llama el pullback de la carta) se puede
pasar de w a una n-forma de R*, @ = f(x',...,x")dx" A ... A dx™, y se define la integral como

/ w= FOl o xWdxt A A dx" = Fixt x™dx! . dx. (1.66)
U #(U) #(U)

Si el atlas de M tiene mds de una carta y queremos integrar sobre todo M, hay que tener mas cuidado
a la hora de escribir los dominios de integracién y se ha de introducir el concepto de particién de
la unidad [6]. En este trabajo no nos encontraremos con esta situacion porque, aunque trabajemos en
esferas, que no admiten atlas de una sola carta, las formas que integremos serdn cero fuera del dominio
de una carta, asi que no profundizaremos en el tema.

Se puede demostrar [6], ademds, que la integral definida en (1.66) cumple las propiedades cono-
cidas de la integral en R".

Vamos a usar dos resultados muy importantes relacionados con la integracion.

Teorema 1.3 [6] (de Stokes) Sea M una variedad de dimension n con frontera y w una (n-1)-forma

/dw=/ w. (1.67)
M oM

con soporte compacto en M. Entonces

Si OM = 0, se impone /(')M w=0.
Definicion 1.29 Una forma diferencial a se dice cerrada si da = 0.
Definicion 1.30 Una r-forma diferencial a se dice exacta si existe una (r —1)-forma B tal que a = dp.

Teorema 1.4 [3] (Lema de Poincaré) Sea M una variedad y w una k-forma cerrada, es decir, dk =
0. Entonces w es localmente exacta, esto es, en cada punto existe una carta (U, ¢) donde w = da

para cierta (k — 1)—forma a.

Es importante destacar que el lema de Poincaré es un resultado local: w = da solo es vélido dentro

del abierto U. Fuera de U no tiene por qué cumplirse.?

2De hecho, las formas cerradas pero no exactas definen los llamados grupos de cohomologia de De Rham [3].
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Un ejemplo de esto es la 1-forma w = — dx +

M =R?\ {(0,0)}.

dy = wi(x,y)dx + wa(x,y)dy sobre

x2+y2

Calculemos la derivada exterior de w:

6 1dx//’ﬁl'/+—dy/\d +—a(9 dx A dy +—M—
1
2 2
=—— (" —-x)dyNdx+———=(y" —x7)dx Ady = 0. 1.68
(x2+y2)2(y x“) dy x+(x2+y2)2(y x“)dx A dy (1.68)
—dxAdy

Si w fuera exacta existiria una funcién f tal que

of -y of X
- = B a— 1.69
ox  x%2+y? dy x?+y? (1.69)

Esto tiene como solucién f(x,y) = arctan(y/x) + C, que no es una funcién continua en M, pues tiene

discontinuidades en toda la recta x = 0.

1.2.3. Grupos y algebras de Lie

Definicion 1.31 Sea M una variedad diferenciable. Si en M se puede definir una operacion binaria
*: M XM — M tal que (M,*) es un grupo y tanto * como la operacion que lleva cada elemento a su

inverso son de clase C*, diremos que M es un grupo de Lie.

Para lo que nos interesa, podemos pensar en los grupos de Lie simplemente como los grupos de
matrices SU(n), U(n), SO (n), etc.

Como posteriormente vamos a tratar los instantones de una teoria construida con SU(2) como
base, vamos a pararnos un momento a ver alguna propiedad de este grupo de Lie. Como grupo de

matrices, su definicidon es
SU(2) = {A € M»,»(C) |ATA = I, det(A) = 1}, (1.70)

donde denotamos 1, a la matriz identidad n X n. Vamos a encontrar una forma mejor de expresar los

elementos de SU(2) para darle una estructura de variedad. Sean a, b, c,d € C.

a b
Entonces, si A = R
c d
: a* c¢* d -b a b
AlA=L=sAT=A"> = = A= . (1.71)
b* d* -c a -b* a*
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Ahora, calculando el determinante si a = @ + Si, b =y + di,
detA =aa*+bb* =lal* +|b*> =a* + B> +y* + 6> = 1. (1.72)

Juntando esta tltima condicién con que podemos escribir los elementos de C?> como matrices 2x2 'y, a

su vez, C2 es homeomorfo a R*, concluimos que
SUR2) ={(a,B,y,6) eR*|? + B> +y*+ 6> =1} (1.73)

es homeomorfo a la esfera en R* o 3-esfera S3. A la 3-esfera se le puede dar una estructura de variedad
de dimensién 3 con la ayuda de las llamadas proyecciones estereograficas, por lo que SU(2) también
es una variedad de dimensién 3 y ademds comparte las propiedades topoldgicas de la 3-esfera: es una
variedad compacta y simplemente conexa. Ademas, se cumple que 71 (SU(2)) = m(SU(2)) =0y
m3(SU(2)) = Z por el teorema 1.2.

Ahora vamos a introducir las dlgebras de Lie. Todo grupo de Lie tiene asociada un 4lgebra que

nos sera de gran utilidad a la hora de definir los potenciales gauge, entre otras cosas.

Definicion 1.32 Sea M una variedad de dimension n. Un campo vectorial sobre M es una aplicacion
que a cada punto p de M le asigna un vector tangente X,, = Xi(p)%|p € TpM. Las componentes

X' : M — R son funciones C*.

Aligual que con los vectores tangentes, podemos ver los campos vectoriales como operadores que

actian sobre funciones de M en R de la siguiente forma:

X(f)(p) =X, (f) = X'(p)

afl. (1.74)
X

0

Definicion 1.33 Sean X e Y dos campos vectoriales sobre una variedad M. Se define el corchete de

Lie de X e Y como
[X,Y](f) = XY (f) - Y(X()) (1.75)

Notemos que viendo codmo actiia XY sobre f, tenemos una combinacion de derivadas segundas y por
tanto XY no es un campo vectorial. Sin embargo, el corchete de Lie de dos campos vectoriales si que

€s un campo vectorial.
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El corchete de Lie satisface las siguientes propiedades [3]:

[X,Y]=-[Y,X] (1.76)
[X,c1Y1 +caVa] = ¢1[X, Y] + e2[ X, V2] (1.77)
[c1 X1 +c2X2, Y] = ¢1[X1, Y] + c2[ X2, Y] (1.78)
[[X,Y],Z] +[[Z,X].Y] +[[Y.Z],X] =0 (1.79)

Si la variedad M es un grupo de matrices, resulta que el corchete de Lie coincide exactamente con el

conmutador de matrices: [A, B] = AB — BA

Definicion 1.34 Sea G un grupo de Lie y a, g dos elementos de G. La traslacion a la izquierda se
define como Lg(a) = ga. Si e es el elemento neutro de Gy A € T, G, al campo vectorial X = dL4(A)
se le llama campo vectorial invariante por la izquerda asociado a A.

AdLg : T.G — T,G, que se define tal que (dLg(A))(f) = A(f o Lg), se le suele llamar diferencial
de Lg.

El concepto de campo vectorial invariante por la izquierda nos va a servir para definir el dlgebra
de Lie, pero en la practica serd mas util utilizar la alternativa con el espacio tangente que damos a

continuacion.

Definicion 1.35 Sea G un grupo de Lie. Al conjunto de todos los campos vectoriales sobre G inva-
riantes por la izquierda junto con la operacion del corchete de Lie se le llama dlgebra de Lie de G.
Se denota (g, [+, ]).

De manera equivalente, se puede definir el dlgebra de Lie como el espacio tangente del elemento

neutro de G.

Definicion 1.36 Sea g un dlgebra de Lie. Llamamos complexificacion de g al dlgebra de Lie formada
por los elementos de la forma Ay +iA; con Ay, Ay € g. El corchete de Lie de la complexificacion se

define a partir de las propiedades del corchete de Lie de g:
[Xi +iXo, Y1 +iV2] = ([X1, 1] = [Xo, Vo)) +i([ X1, 2] + [X2, 1)) (1.80)

El concepto de complexificacion nos va a ser util cuando veamos las representaciones de SU(2).
Ya que tenemos el ejemplo de SU(2) como grupo de Lie, podemos construir el dlgebra de Lie de

los grupos SU(n), que denotamos su(n) [9].
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En SU(n) el elemento neutro es la identidad. Recordemos que todas las matrices de este grupo
satisfacen ATA = 1, y det A = 1.

Tomemos una curva en U(n), o (t) = A(t), con A € U(n) tal que o (0) = 1,,. Entonces, derivando
ent =0,

d

0=—
dt

|_o(1n) = %/ZZO(A"'@)A(:)) = A0)TA(0) + ATA(0) = A(0) + A(0)T, (1.81)

Como la derivada en O es un vector tangente, tenemos que todos los elementos de u(rn) deben
cumplir B + BT = 0. Veamos si estos son todos considerando la exponencial (de matrices) de una

matriz de este tipo:
exp(B)(exp(B))" = exp(B)(exp(B")) = exp(B + BY) = exp(Opxn) = I (1.82)

Por tanto exp(B) € U(n), por lo que podemos tomar la curva exp(tB) y derivarla en t = 0 para
obtener B = %| =0exp(tB) € u(n). Este calculo, de hecho, es un resultado general para cualquier
grupo de Lie de matrices, si una matriz estd en el dlgebra de Lie, su exponencial debe estar en su
grupo correspondiente>.

Entonces u(n) = {B € M,,,,(C)|B+B" = 0}. Usemos ahora que el determinante debe ser siempre

1. Usando que si B € su(n) entonces exp(B) € SU(n) y la férmula det(exp(B)) = ' B) tenemos
1 = det(exp(B)) =" ®) =" = tr(B) = 0 (1.83)

Por tanto su(n) = {B € M,,,,(C)|B+ B =0, tr(B) = 0} es el conjunto de matrices antihermiticas y
con traza 0.
La dimensién de su(n) es n? —1[8]. En el caso n = 2, resulta que las matrices de Pauli multipli-
cadas por i
0 i 0 1 i 0
io| = ioy = ios = (1.84)
i 0 -1 0 0 —i
forman una base de su(2). Es muy importante notar que, aunque las matrices de su(2) puedan tener
entradas complejas, como espacio vectorial este dlgebra de Lie es real porque S3 es una variedad real.
Notemos, por ejemplo, que o3 no cumple o3 + 0'; = 0, por lo que no estd en su(2).

También se puede ver que su(2) es isomorfa al dlgebra de Lie s0(3), correspondiente al grupo de

rotaciones en el espacio tridimensional

SO(3) = {A € M33(R| AAT = 1,,, det(A) = 1} (1.85)

3En concreto, en la componente conexa del elemento neutro.
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Andlogamente al ejemplo que acabamos de hacer, se puede comprobar que es [8]
s0(3) = {X € M33(R| X + X7 =0, tr(X) = 0}. (1.86)

Para verlo se toma la siguiente base de so0(3)

00 O 0 0 1 00 O
Ly={0 0 -1, Ly={0o 0 -1}, L;=]10 0 -1 (1.87)
01 0 01 0 01 O

y se construye el siguiente la siguiente aplicacion entre las dlgebras de Lie

¢ :s0(3) - su(2)
; (1.88)
Li— 5% = tj

@ es claramente lineal y biyectivo. Para ver que es homomorfismo (y, por tanto, isomorfismo) tenemos

que comprobar que funciona bien con el corchete de Lie, es decir, ¥ [a, b] = [¢(a), ¥ (b)]. Como
. I,.
[O-ivo-j] :216ijk0-k = [ti7tj] = —ZzleijkO'k = €jklk (1.89)
[Li, Lj] =€ijiL, (1.90)

podemos comprobar facilmente que, efectivamente,

W([Li, Lj]) = ¢ (eijxli) = €jiti = [ti,t;] = [w(L;), ¥ (Lj)]. (1.91)

Como ultimo detalle vamos a dar una correspondencia entre SU(2) y SO(3). Construimos el

siguiente homomorfismo de grupos con X € su(2):

¢ :SU(2) > SO(3)
(1.92)
U— UxuUt

Como ¢(-U) = (-U)X(-=U)" = ¢(U) y ¢(1,) = X, por lo que la identidad est4 en el niicleo,
tenemos ker(p) = {l,—1,} = Z,. Resulta que ¢ también es suprayectivo, por lo que aplicando el

primer teorema de isomorfia para homomorfismos de grupos
SOQ3) =SU(2)/Z,. (1.93)

Esta relacion se suele expresar como que SU(2) cubre dos veces” a SO(3).
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Otra forma de ver esta correspondencia que es mas familiar a alguien que estudia fisica es la
siguiente: considerando las matrices de Pauli o, 0, y 03 (que son una base de SU(2)), podemos

definir un operador R de la siguiente manera:
1 -1
R;;(U) = ET"(O'jUO'iU ) (1.94)

La matriz R(U) es un elemento de SO(3) y de la definicién de la entrada (i,j) podemos ver que

R(U) = R(-U), de forma que podemos volver a argumentar que SU(2)/Z; = SO(3).

1.2.4. Representaciones de SU(2)

El objetivo de esta seccion es ver como toda la teoria del momento angular que se ensefia en los

cursos de mecdnica cudntica estd cimentada en la teorfa de representaciones del grupo SU(2) [10].

Definicion 1.37 Sea G un grupo de Lie y V un C-espacio vectorial. Llamaremos representacion de
G en V a una aplicacion de la forma
p:G —>Aut(V)

g opg: VoV
Tal que p sea continua y un homomorfismo de grupos.

Definicion 1.38 Sea G un grupo de Lie, g su dlgebra de Lie asociada y V un C-espacio vectorial.

Llamaremos representacion de g en V a una aplicacion de la forma

p:g —End(V)

g —opg: VoV
Tal que p sea continua y un homomorfismo de dlgebras de Lie.

Se puede probar [10] que el grupo de automorfismos Aut(V) de un espacio vectorial V de dimen-
siébn n < oo es isomorfo al grupo lineal GL(n,C), que es un grupo de Lie, y el dlgebra de Lie de
Aut (V) es el espacio End(V), que es isomorfo a gl(n, C). En la practica, lo que estamos haciendo
con una representacion es asociar una matriz cuadrada a cada elemento del grupo o dlgebra de Lie.

A simple vista puede parecer poco util representar lo que en nuestro caso serd un grupo de matrices
como otro grupo de matrices, pero lo interesante va a ser encontrar las formas diferentes que actia G

sobre los espacios vectoriales.
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Por ejemplo, sabemos que la ecuacion de Schrodinger del dtomo de hidrégeno es invariante bajo
rotaciones en el espacio, y por tanto el espacio de sus soluciones también. Entonces, podemos cons-
truir un homomorfismo entre SO(3) (el grupo de Lie de las rotaciones) y el espacio vectorial que
forman los autoestados del 4&tomo de hidrégeno [10], dando lugar a una representacion.

Como una representacion p es un homomorfismo, se tiene que dados g1, g2 € G, pg,g, = Pg, ©Pgs-
A cada elemento pg(v) € V también lo denotaremos (p(g))(v) o gv como si fuera un producto, ya
que podemos ver una representaciéon como una accién de G sobre V de la forma ¢ : G XV — V con
#(g,v) = gv. Comprobamos que se cumplen las dos condiciones que definen una accién de un grupo

[8]:
" PG, Xx) = €gX = peg (x) = Idy(x) =x
» #(g, d(h,x)) = ¢(g, hx) = pg(pn(x)) = pgn(x) = ¢(gh, x)

Notemos también que el espacio vectorial V sobre el que definimos la representacién no es nin-
guno en concreto, por lo que elegir una representacion es equivalente a elegir el espacio vectorial

sobre el que actian los operadores (matrices) del grupo de Lie.

Definicion 1.39 Sea p una representacion de un grupo de Lie G actuando sobre un espacio vectorial
V. Un subespacio W C V se dice invariante si para todo g € G y para todo w € W se tiene pg(w) =
gwew.

Si los tinicos subespacios invariantes de V son {0} y V. p es una representacion irreducible. De

manera andloga se define una representacion irreducible de un dlgebra de Lie.

Ahora que tenemos los conceptos basicos de representaciones, vayamos al ejemplo concreto de
SU(2).

Consideremos el espacio vectorial V,, (m € N) formado por polinomios homogéneos (los que
cumplen que todos sus sumandos tienen el mismo grado total, por ejemplo xy? + x*) de grado m en

dos variables complejas, es decir, polinomios de la forma [10]
m—1

fGrz) =aoz] + a1y o+t am12128 T +amzy, a; €CYj=0,...m. (1.95)

Notemos que la dimensién de V,,, es m + 1, pues son las posibles combinaciones que tenemos de hacer

que los grados de las dos variables sumen m.
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Vamos a considerar representaciones I, : SU(2) — V,,. Para cada U € SU(2) definimos

<1

(M (D)) ()USf(2) = fF(U'2) conz=|""|. (1.96)
22
Explicitamente, si f viene dado por (1.95),
(M, (V) F)(21,22) = D ar(Ur'zr + U 22)" ™% Uz 21 + Uz 22)* (1.97)
k=0

Se comprueba facilmente que esto de verdad define una representacion de SU(2):

(I (UD)70m (U2) £)(2) = (mm(U2) £) (Uy '2) = f(U;'UT'2) = (o (U1U2) £)(2). (1.98)

Usando la relacion entre los elementos de SU(2) y su(2) con la exponencial de matrices y el
hecho de que SU(2) es simplemente conexo, se puede demostrar [10] que hay una correspondencia
entre las representaciones de SU(2) y las representaciones de su algebras de Lie. En este caso, la

representacion 7, tiene asociada la siguiente representacion de su(2):

(n (X)) = (D), (199

Definiendo la curva z(1) = (z1(t),z2(t)) = e Xz, donde X € su(2) (recordemos que e’

es una matriz de SU(2)), podemos usar la regla de la cadena para ver la forma explicita de esta

representacion:
af 0z1(¢) Of dz2(¢)
x\f=2L + - 1.100
X0 = 50 =g =0t g ar o (1.100)
Abhora bien, en forma vectorial dzy) |t=0 = —Xz, de forma que sustituyendo obtenemos
0 0
Tm(X)f = ——f(Xnm +X1222) - —f(lezl + X222) (1.101)
821 522

Ahora es conveniente pasar a la complexificacion de su(2), que resulta ser isomorfa a sI(2; C), el

conjunto de todas las matrices complejas 2x2 con traza 0. Esto lo hacemos por dos razones:

1. No nos crea problemas porque el espacio V,, que estamos tratando es complejo y porque en
s[(2; C) podemos extender las representaciones 7, como 7, (X +iY) = m,,(X) + in,, (Y) sin
ningun tipo de problema [10], de forma que solo tenemos que cambiar las matrices de su(2)

por matrices de sI(2; C).

2. En la complexificacién existe una base de matrices muy conveniente:

1 0 0 1 00
H = X = Y = (1.102)
0 -1 00 1 0
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Notemos que ninguna de estas tres matrices estd en su(2), pero podemos construirlas a partir de una
combinacién compleja de las matrices definidas en (1.84). Calculemos ahora cuénto vale r,, en cada

elemento de esta base usando (1.101):

0 0
am(H) = —z21— + 20—
0 0 ’
w(X) = —2m an(Y) =2y
Tt (X) Qg (YY) a5

m—k

1 z’zf conk=0,1,...,m.

Por dltimo, aplicamos estos operadores a un polinomio base de V,,,, z

T (H) (277 2K) = =21 ((m = k) 257128y — (k2P0 2571y = (—m + 2k) 27K 2K (1.104)
T (X) (2175 25) = —za(m — k) 2Kk = —(m — k)R 1AM (1.105)
(V)] 725 = =z k2 RS = kRS (1.106)

Vemos que z]"‘kz’z‘ es un autovector de m,,(H) con autovalor (—m + 2k) y 7, (X) y 7, (Y) son
operadores que suben o bajan el exponente de z,, respectivamente. Esto deberia recordarnos a los
operadores J,, J;. y J_ de la teoria del momento angular que se da en mecanica cuntica.

Veamos que X e Y realmente dan los operadores escalera. En primer lugar, tenemos (salvo un

factor 2) las mismas relaciones de conmutacién que los operadores de momento angular
[H,X] =2X [H,Y] =-2Y [X,Y]=H (1.107)

Comparemos con [J;, J.]| = +hJ. y [J+, J-] = hiJ,. Ahora, dado un autovector de 7, (H), llamémoslo
v, con autovalor a € C, veamos qué le pasa al vector m,,(X)(v). Usando que los 7,,, son homomorfis-

mos de algebras de Lie,
[7m(H), 7 (X)] = 71 ([X, H]) = 2700 [ X] = (1.108)

= 1 (H)rn (X)) = 1 (X7, (H)(v) + 27, X) (v) = 10(X) (@v) + 271,,( X))y = (@ + 2) 1, (X)v
(1.109)
Por tanto, o bien ,,,(X)(v) = 0 o bien es otro autovector de 71, (H) con autovalor @+2. Andlogamente,
T, (Y)(v) tendria autovalor @ — 2. Notemos que, como las representaciones son de dimension finita
y H es una matriz hermitica, sus autovectores correspondientes a autovalores distintos tienen que ser
linealmente independientes, por lo que en algiin momento aplicar 7,,(X) o 7,,(Y) tiene que dar cero
necesariamente, al igual que los operadores escalera.
Por tanto, podemos ver una muy clara similitud entre los operadores de momento angular y las

representaciones 7,,, asi como entre los estados que se suelen denotar |, m) y los elementos de los
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espacios V,,. De hecho, el nimero m lo podemos ver como el doble del “espin” de una particula
(m =2j), de forma que tengamos espacios de dimensién 2j + 1.
Damos ahora los siguientes resultados sin demostracién (se pueden consultar en [10], secciones

42,4.6y4.7)

Teorema 1.5 Todas las representaciones m,, para m > 0 son irreducibles (y por tanto las m,, tam-

bién). Ademds, todos los autovalores de n,,(H) son niimeros enteros.

Teorema 1.6 Para todo natural m > 0 existe una representacion irreducible n de s1(2; C) de dimen-

sion m + 1 y dicha representacion nt es isomorfa a la representacion rt,, de su(2).

Teorema 1.7 Sea ¢ un isomorfismo entre su(2) y $0(3) y o = m, © ¢~ una representacion irre-

ducible de $0(3). Definamos j = 7. Si j es un niimero entero, entonces existe una representacion X,
del grupo SO(3) tal que 2,,(eX) = 7" X) para todo X € s0(3). Si j es un niimero semientero, no

existe tal representacion.

Estos resultados nos dicen que cualquier representacion irreducible de SU(2) se puede ver como
una sobre los espacios V,,, y ademds tiene que jugar bajo las mismas normas (relaciones de conmuta-
cion de la base, autovalores) que las 7.

El teorema 1.7 es el resultado clave para la fisica: si el espin de una particula es entero (es decir, si
es un bosén) entonces podemos asociar sus estados de momento angular a representaciones de SO(3)
(el grupo de las rotaciones en el espacio) y la propia particula sigue las leyes de las rotaciones en el
espacio. En cambio, para los fermiones esto no pasa. Como no podemos asociarles una representacién
de SO(3), nos encontramos con la estructura de SU(2) que, si recordamos, se puede ver como dos
“recubrimientos” de SO(3). Esto explica, por ejemplo, que necesitemos rotar un angulo de 47 a un

fermién para que vuelva a su estado inicial.

La representacioén con j = 1/2 (o m = 1), que esta generada por las matrices de Pauli, tiene la
particularidad de que a partir de productos tensoriales de si misma puede general todas las demads
representaciones irreducibles de SU(2). Esta caracteristica define lo que se llama una representacion
fundamental del grupo o algebra de Lie [3].

También destacamos que la representacion fundamental de SO (3), que se corresponde [10] con la

de j =1 (o m = 2), se suele llamar representacion vectorial en fisica.
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Capitulo 2

Efecto tunel y Yang-Mills

2.1. Integrales de camino

En mecénica cudntica, el propagador se usa para calcular la probabilidad de que un sistema pase

de un estado inicial |x;) en un tiempo inicial #; a un estado |x f> en un tiempo final 7. Se define como:
K(xp.tpixi.ti) = (ep|UCtp 1)) @2.1)

Donde U(ty,t;) = e ir=H o5 ¢ operador de evolucién temporal cuando el hamiltoniano no de-

pende del tiempo, es decir, el hamiltoniano es de la forma

P2
H=—+V(x) 2.2)
2m
El formalismo de integrales de camino o path integrals separa el camino entre x; y xy en N — oo
trozos. A continuacién damos un calculo detallado de la integral de camino para el caso de un bosén.
La integral de camino de un fermidn necesita muchas més consideraciones matemaéticas, como la
introduccion de los nimeros de Grassmann [3], y no la necesitaremos para hablar de instantones. Por
comodidad, usaremos unidades naturales de forma que 2 =1 = c.

En primer lugar, calcularemos el propagador para un intervalo de tiempo infinitesimal,
tr—ti=e< 1. (2.3)

Como primer paso, introducimos la expresion del operador identidad en términos de la base de mo-

mentos en (2.1),

(eple™ M i) = / dk (xsle™" <" |k) (klx;) = / ge“"”t‘e‘“me"’“a (24)
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donde hemos usado que |k) es un autoestado del momento lineal (P |k) = i0yx |k)) para obtener

Hy = 7202+ V(x)) y que (k|x) = ‘/%7 oikx
Ahora, utilizamos la relacién de conmutacién entre dy y e [3]

Oxe'™ = ike™™ + ™0, = " (ik + 05) = Fe™™ = e (ik + D), (2.5)

de forma que, aplicando el caso n=2 y conmutando con el operador de evolucién temporal,

. (=1 . (=1
e—le(m&i+V(x))eikxf _ eikxfe—te(m(1k+6x)2+V(x)). (2.6)

Desarrollando el cuadrado y volviendo a la ecuacion del propagador,
e H dk (52 -k(eg-np) —ie[-iko Ty o)
<xf|e—l€ |xi> — / 2—6 Im r=xi), y 2.7
w

Para aligerar la notacién, podemos hacer el cambio de variable p = +/e/(2m) k. Si completamos el
cuadrado de la primera exponencial con un término 7= (x r — x;)? (que puede salir fuera de la integral),

obtenemos

: . = 2 el = po. -2
<xf|e_i€H|xl-> = 2_melzr:(xf—xi)2‘/ d_pe_l(p"'\/;(xf_xi)) e LE( empax 2m+V(x))‘ (28)
€ 2n

Ahora podemos hacer un desarrollo de Taylor a primer orden en la segunda exponencial y definir

un segundo cambio de variable g = p ++/7= (x — y). Teniendo cuidado con que el primer término lleva
un /e dividiendo el propagador queda

: 2 im d ; €2
<xf|e_‘€H|xi> = B ) / 4 -ia® (1 4 (=ie)V(x) + i(xf - x))0,V(x) |+
€ 2r 2e 2.9)
+0(€%) + O (elxy — xi|%).
Aqui, ademds de los términos de orden €2, estamos despreciando los términos de orden €|x f= xi|?

porque al ser € un tiempo muy pequefo, la distancia entre xy y x; tambié€n serd muy pequefia. Por

ultimo, notando que

v (Xf;-Xi) =V (xf - (sz_Xi)) =V(x) + %(Xf —x)0xV(x) +O(|xf -xiP), (2.10)

haciendo la integral gaussiana de (2.9) y reconstruyendo la exponencial en el desarrollo de Taylor,

tenemos la expresion final para el propagador en el tiempo infinitesimal e:

) xpoxi\2 -
(xf|e_i€H|x,-> = 226e%(2) e ieV(F), 2.11)
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Notemos que L=

- es una distancia dividida por un tiempo, por lo que en el limite € — 0 (donde
también tenemos x; ~ x;) podemos verla como una velocidad, de forma que el exponente de la
exponencial se puede ver aproximadamente como la accidn clésica [3]

: Xf — X 2 + 1 €
fem (5200 ey (242) < (L2 v z,-/ L(x,v)dt = iAS. (2.12)
2 € 2 2 0

Ya tenemos el propagador para un instante de tiempo infinitesimal. Extendamos este resultado al
caso general dividiendo el intervalo (#;,77) en N subintervalos de longitud e:

Ir—1;

tr =t; + ke, €= N

(2.13)

De la misma manera, dividimos el intervalo (x;,xy) en otros N subintervalos. Introduciendo las re-

presentaciones de la identidad segtin los autoestados de posicion en la expresion del propagador,
<xN|e—i(tN—to)H|xO> — <xN|€—i(tN—tN-l)Hme—i(tl—to)H|xO> —

= / dxy_1..dxy (e le T ONTINDH |y oy TUN-1mIN-D oYy (e B0 Hxg)

(2.14)
Acabamos de calcular cudnto valen los términos del integrando, por lo que si definimos
1 (X —Xk-1)\2 Xk = Xk-1
ASp=€|=-m (—) -V (—) , (2.15)
2 € 2
en el limite N — oo tenemos
N/2
l(tN tO)H — 1 ( ) le 1 21
Gale™ 0 ) = i (2)7 ]’[ dije 216

Al estar fijando los puntos x; y estar a orden uno en el desarrollo de Taylor, estamos construyendo
un camino lineal a trozos de x; = xo a xy = xn. Esto nos permite cambiar la suma de las acciones

por una integral del lagrangiano desde #; a t ¢, de forma similar a como lo hicimos en (2.12). Si ahora

definimos
m NN
Dlx] = lim (2me) ]_[ dx ;. 2.17)
obtenemos la expresion de la integral de caminos:
. Ctf . ,
<xN|e—l(tN—t0)H|xO> — / D[X]elﬁi dt(%mxz—v(x)) — / D[x]elS[x]. (2.18)

Aunque esta expresion venga de dos términos que en principio podrian divergir al tomar el limite
N — o0, la combinacién de ambos al calcularse en los problemas concretos si es una funcién bien

definida [3].
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2.1.1. WKB y probabilidades de efecto tiinel

El formalismo de integrales de camino nos serd muy util a la hora de calcular probabilidades de
efecto tinel. Por ejemplo, el resultado de la conocida aproximacién WKB para calcular este tipo de
probabilidades se deduce de forma bastante sencilla usando la integral de camino.

Podemos separar cualquier trayectoria x(f) en una parte que satisface las ecuaciones del movi-
miento cldsicas x.(f) y otra que cuantifique los efectos cudnticos r(z). Imponiendo que los extremos

de la trayectoria cldsica y cudntica coincidan (r(#;) = r(t¢) = 0), podemos calcular la accién

d
i = < (e + r)? = X%+ 250 + 7 = X7+ Oy (rie) — rke + 77 (2.19)

El segundo término es una derivada total, por lo que a efectos de integrarlo, no tendrd ninguna con-
tribucién porque los términos de frontera de r son 0 y podemos despreciarlo. Expandimos ahora el

potencial con una serie de Taylor

oV o OV
V(x) = V(xe) +V(r) =Vxe) + |, r+ 2 — Tl (2.20)
Juntandolo todo:
| . 0v | — " "V
L(x,t) = mec —V(xe) = r(mic + a) + Emr - nzzz g e (2.21)

El tercer sumando son las ecuaciones de Euler-Lagrange evaluadas en la trayectoria clasica, asi
que es 0. Los dos ultimos resultan ser despreciables en el régimen semicldsico [11] (que es donde se
aplica la aproximacién WKB), por lo que el lagrangiano es el de una particula con una trayectoria

clasica. El coeficiente que modulara la probabilidad de efecto tinel serd, entonces,

K = eiSto) = of [ diLixen) (2.22)
Haciendo la transformada de Legendre que relaciona hamiltoniano y lagrangiano,

S(x¢) :/dtL(x,)'c,t) =/dt(pxC—H) =/dxp—E(tf—ti). (2.23)

En la dltima igualdad hemos usado que el hamiltoniano es la energia total si no depende del tiempo,
y que es constante.

Para admitir energias menores que el potencial (y que por tanto pueda haber efecto tinel) podemos

expresar p(x) = iy2m(V(x) — E) = i|p(x)| de forma que sustituyendo en (2.22) obtenemos
K = e_fx(. dx|p(x)| (224)
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El cuadrado de esto es la formula que da la aproximacién WKB para la probabilidad de efecto
tdnel.

El paso p — i|p| para modelar lo que seria una energia cinética negativa es la parte esencial de
todo esto. Equivalentemente, como p = mx podemos decir que estamos cambiando el tiempo como
t — —it. A esto se le llama rotacién de Wick y aunque pueda parecer inocua, tiene efectos fisicos
muy relevantes. En primer lugar, el signo menos en 7 cambia la métrica de Minkowski a la identidad,
de forma que el espacio-tiempo pasa a ser R* (el espacio euclideo) en vez del espacio-tiempo de
Minkowski.

También hay cambios en el lagrangiano y la accion:

2 2
L(x) = % (%) V= #% (%) = Lp(x) (2.25)
S[x] = / dtL(x) = /(—idT)(—LE(x)) =iSg[x] (2.26)

El subindice E es de euclideo. Haciendo la rotacidon de Wick a la path integral (2.18) tenemos
K = / D [x]eSEX], (2.27)

Si queremos extender esto a una teoria de campos mds general, en vez de un lagrangiano L(x, x)

tendremos una densidad lagrangiana £(¢, 0,,¢), de manera que nuestra accion serd

S[¢] = / d*xL($,0u0). (2.28)

Bajo la rotacién de Wick, la densidad lagrangiana y la accion siguen cambiando como en las ecuacio-

nes (2.12) y (2.26), por lo que el propagador (2.27) serd

K = / Dp[pleSEI] (2.29)

Podemos concluir que si encontramos soluciones con accién euclidea finita, podemos calcular el
propagador y obtendremos una probabilidad distinta de O de que el efecto tinel entre ellas ocurra (y,
por tanto, ocurrird en algin momento). Los instantones son soluciones de este tipo.

Ademds, este efecto tinel se puede ver como una trayectoria cldsica porque, como el lagrangiano
(y por tanto el potencial) cambia de signo, lo que antes eran barreras prohibidas cldsicamente, se

convierten en caminos de energia cinética positiva tras hacer la rotacién de Wick [12].

37



2.2. Conexiones en teorias gauge

2.2.1. Introduccion a los fibrados

En las teorfas de campos es muy comin introducir una derivada covariante en vez de usar la
derivada ordinaria para que el lagrangiano cambie bajo transformaciones locales (transformaciones
gauge) igual que los campos de la teoria. Todo esto lleva a sus espaldas la geometria diferencial de
fibrados. Con la introduccion a las variedades que hemos visto en la seccién 1.2 podemos dar lo basico

que necesitaremos para entender las teorias gauge.

Definicion 2.1 Un fibrado (diferenciable) es una tupla (E,n, M, F, G) ,normalmente denotada como

T . .
E — M, formada por los siguientes elementos:

» Una variedad E llamada espacio total.

Una variedad M llamada espacio base o variedad base.

Una variedad F llamada fibra.

Una aplicacion suprayectiva m : E — M llamada proyeccion tal que para todo punto p € M,

nYp) =F, = F. F, es homeomorfa a F y se llama fibra en p.

Un grupo de Lie G que actiia sobre F multiplicando a la izquierda, normalmente llamado grupo

de estructura.
La estructura de fibrado también estd fijada por dos tipos de aplicaciones:

= Dado un conjunto {U;};cr de abiertos de M tal que \J;c; U; = M, se puede definir un conjunto
de homeomorfismos ¢; : Ui x F — 7~V (U;) de clase C*® llamados trivializaciones locales.

Estas aplicaciones cumplen que sip € Uiy g € F, m o ¢;j(p,q) =mo ¢; p(q) = p.

» Dado un par de abiertos tales que U; N U; # 0y p € U; N U;, impondremos que la aplicacion
tij(p) = q’)l._}, o ¢;.p sea un elemento del grupo de Lie G, de manera que existe la siguiente

relacion entre ¢; y ¢ :
¢;(p.q) = ¢i(p.1ij(P)[). (2.30)

A las t;; se les llama funciones de transicion.
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Si E = M xF,sedice que el fibrado es trivial. El nombre de trivializacion local viene de que la inversa
gbi‘l identifica el conjunto 7~! (U;) C E con el fibrado trivial U; x F.

Aclaremos un poco lo que son las funciones de transicion. De la misma forma que hicimos para
los espacios vectoriales con las representaciones, se puede definir una accién de un grupo de Lie en
una variedad cualquiera. Tomemos dos abiertos de M, U; y U, tales que U; N U; # (. Entonces
tenemos dos trivializaciones locales ¢; y ¢; definidas en U; N U;. Si tomamos un punto u € E tal que

al hacer la proyeccién w(u) = p € U; N U}, usando las inversas de las trivializaciones tenemos que

¢ (W) =(p, fi), 67 (w)=(p, 1) (2.31)

donde f; y f; son dos elementos de la fibra F. La funcion de transicion nos da la relacion entre f; y
f; apartir de la accién de G sobre las fibras:
tij: U; N Uj -G
p— l,'j(p) F—> F (2.32)
fi— fi=tij(p)f;

Por consistencia, las funciones de transicién deben cumplir

ti(p)=Id:F —F (2.33)
1 (p) = ti(p) (2.34)
tij(p)tjk(p) = ti(p) (2.35)

Definicion 2.2 Un fibrado (E,n, M, F, G) cuyas fibras sean espacios vectoriales se denomina fibra-
do vectorial.
Un fibrado (E,n, M, F,G) cuyas fibras sean isomorfas al grupo de Lie G se denomina fibrado

principal.

Definicion 2.3 Sea M una variedad de dimension n. Llamamos fibrado tangente de M (denotado TM)

a la union disjunta de todos los espacios tangentes de M:

™ = U T,M = U {(p.x)|x € T,M} (2.36)
pPEM PEM

Equivalentemente, el fibrado tangente es un fibrado vectorial TM 5 M tal que para todo p € M,

x~(p) =T,M.
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Definicién 2.4 Sea E > M un fibrado. Se llama seccion del fibrado a una aplicacion s : M — E tal

quemos=1Idy.

Las secciones las vamos a usar en el contexto del fibrado tangente. La condicién 7 o s = Idy; nos
dice que para cada p € M, s(p) es un elemento de 7' (p) = F » = Tp,M, el espacio tangente. Por
tanto los campos vectoriales no son més que las secciones del fibrado tangente, pues son aplicaciones
que a cada punto de M le asignan un vector tangente, que es un elemento de la fibra.

Otro ejemplo de secciones en un fibrado lo encontramos en la mecédnica cudntica. Las funciones
de onda son secciones de lo que se llama un fibrado de linea (/ine bundle en inglés), que es un fibrado

vectorial cuyas fibras son isomorfas a C [3], puesto que son funciones del espacio-tiempo (la variedad

base) en la fibra C.

Definicién 2.5 Sea E 5> M un fibrado vectorial y (U, £) una carta sobre M con n~'(U) = M xCk ¢
R¥. Dado p € U, un referencial local en U es una tupla de secciones {e|(p), ..., (ex(p)) que forma

una base de Fp,.

En términos del fibrado tangente, un referencial local en U es una tupla (X, ..., X,;) de n campos
vectoriales de forma que para todo p € U, (Xip, ..., X,) €s una base ordenada del espacio tangente
T,M.

Si tenemos dos abiertos U; y U con p € U;NU;, podemos considerar un referencial {e(p), ..., ex(p)}
en U; y un referencial {é1(p), ..., éx(p)} de U; y preguntarnos cémo podemos relacionar ambos re-
ferenciales. Como las secciones forman una base de la fibra por definicién, cualquier vector V €
al(p) = F), se expresa como [3]

V=V%%, =V, (2.37)
Si introducimos la matriz G (p) de cambio de base
ép(p) = ea(p)G(p)?g. (2.38)

obtenemos que V# = G~!( p)'B V¥ Por definicion, las funciones de transicion también nos relacio-
naban de esta manera vectores de la fibra, por lo que concluimos que las funciones de transicion se

pueden ver como matrices que describen un cambio de referencial.
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2.2.2. Conexiones

Supongamos que nuestro espacio-tiempo es una variedad M. Fijado un referencial local (sy, ..., 5,)

podemos escribir (localmente) cualquier seccién @ de un fibrado vectorial de la siguiente forma [8]:
O =ds;. (2.39)

Las s; son secciones que cuando evaluemos @ en un punto serdn vectores de una base de la fibra y las
®/ son funciones C* que hacen el papel de las componentes de ®.

Si permitimos que las formas diferenciales tengan llegada a cualquier espacio vectorial en vez de
solo aR, esta secidon @ se puede ver como una funcién C* (una O-forma) que sale de M y toma valores
en el fibrado ya que, de nuevo, a cada punto le asigna un elemento de la fibra [6]. De forma similar al
resto de formas vistas hasta ahora, podemos definir una k-forma sobre un fibrado vectorial £ 5 M.
En general, estas formas son del tipo @ = a’s j con o’/ una k-forma con llegada en R como las de
la seccion 1.2 y s; los elementos del referencial, de forma que lo que hacen es partir de k vectores
tangentes de M y devolver un elemento del fibrado E.

Al espacio vectorial generado por las k-formas que tienen llegada en el fibrado E lo llamaremos

QK(E).

Si fijamos un punto p € M y evaluamos « en un conjunto de vectores tangentes v, ..., vk € T, M:
(@/s;))(vi, .., vi) =@/ (vi,...,vi) s;(p) € Fp (2.40)
—_—
€R €Fp

Ahora vamos a introducir las conexiones, que serdn lo que llamaremos derivada covariante [8].

Definicién 2.6 Sea E > M un fibrado. Una conexion es una aplicacién D : QK(E) — QK(E) tal
que sea lineal y que para toda funcion f : M — R de clase C® y para toda k-forma a de Q¥ (E) se

cumpla

D(fa) =dfa+ fDa. (2.41)
Veamos como tiene que ser la derivada covariante a partir de las secciones de la forma (2.39):

D®=D( ® s;)=dd's;+® Ds;. (2.42)
——
funciones
A priori no sabemos cdmo actiia D sobre el referencial, pero viendo que el primer sumando es una 1-

forma, necesitamos que el segundo también lo sea. Por tanto Ds; debe poder expresarse combinacion
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lineal de 1-formas A;? € A}, (E) de forma que
DO = dd/s; + D/ ALsy. (2.43)

Notemos que estas formas A;‘. = Ak in dx* no tienen una expresion cerrada y, por tanto, tenemos
cierta libertad para escogerlas. En el fondo, la eleccion que hagamos de las Aﬁ determina la conexién.

Las A;? son lo que llamamos campos gauge y sus componentes Akj# son los potenciales gauge.
En ocasiones también se les llama conexiones gauge en un ligero abuso de terminologia.

Podemos extender la definicién de la derivada covariante a una k-forma sobre el fibrado @ = a/s s

donde recordemos que «; es una k-forma ordinaria [8].
D(a/jsj) = da/jsj +(=Dka’ A (Dsj) = da/jsj +(Ds;) A o’ (2.44)

Si agrupamos los Af en una matriz de 1-formas A de forma que Ds; = Afsk = (As);, podemos

escribir esto en forma matricial
D(as) =(da)s+a A As = (da+ A A @)s. (2.45)

Si queremos librarnos del referencial, podemos escribir Da = da + A A a.

La matriz de 1-formas A, como toda matriz es equivalente a una transformacion lineal, no es mas
que una 1-forma que toda valores en el espacio de los endomorfismos del fibrado E. Sus entradas son
los campos gauge Aﬂ‘., por lo que también llamaremos indistintamente campo gauge a la matriz A.

Como nuestro fibrado es vectorial, al evaluar A en un punto tendremos un endomorfismo de una
cierta fibra F),. Si recordamos la seccion 1.2.4, este espacio de endomorfismos es isomorfo al dlgebra
de Lie del grupo general lineal.

Como las funciones de transicién, que son elementos del grupo de estructura G del fibrado, con-
trolan el cambio de referenciales, cuando queramos hacer una conexidén invariante bajo las transfor-
maciones de G, podremos restringir el espacio donde toman valores estas formas al dlgebra de Lie
g.

Veamos ahora qué pasa si hacemos actuar dos veces la derivada covariante sobre un referencial.

Para mayor comodidad usamos la notacién matricial que acabamos de introducir.

D?(s) = D(D(s)) = D(sA) = (dA)s + (Ds) NA=(dA+A A A)s = Fs (2.46)
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Que A A A sea en general distinto de cero es una consecuencia de la no conmutatividad de las

formas al permitirles tomar valores en cualquier espacio vectorial. Por ejemplo, si A y B son matrices,
(Adx+ Bdy) A (Adx+ Bdy) = ABdx Ndy+ BAdy Adx = (AB— BA)dx Ady # 0 en general. (2.47)

F es una matriz de 2-formas F abw y se le llama curvatura de la conexién. Notemos que los
indices a y b son las entradas de la matriz, mientras que u y v son de coordenadas de la variedad y
son los indices que le dan la naturaleza de 2-forma.

El espacio de llegada F, al igual que la matriz A, es el espacio de endomorfismos del fibrado. Por
tanto, si queremos calcular su derivada covariante, tenemos que cambiar un poco la definicion, ya que
no serd lo mismo hacer la derivada covariante de una forma cuyos valores sean matrices. Este tipo de
formas las podemos escribir como w = sQf donde s es un referencial, € es una k-forma y ¢ es el dual
del referencial (#'(s;) = 63) El producto sQ¢ nos da una matriz si vemos s como un vector columna

y t como un vector fila. Definimos la derivada covariante para estos objetos asi [4]:
Dw=do+AAw+(-D""wAA (2.48)

Esta definicién viene de que, si aplicamos directamente la derivada covariante,
Dw = DsQt + sdQt + sQDt. (2.49)

el primer término nos da un A a la izquierda y el dltimo un A a la derecha.

En el contexto de la fisica, la 2—forma F es el tensor F},, que llamamos intensidad de campo o
tensor de Faraday en electromagnetismo. En relatividad general, a F se le llama el tensor de Riemann
y los Aij” son los simbolos de Christoffel [8].

Vamos a dar la forma explicita de las componentes F),, de la curvatura:

0A¢ 0A“, u O0AY

_ bu , o uo_ _ bo o u
dA = Zdx ndit = ) ( I )dx A dx (2.50)

o<u

Para A A A, como son matrices, nos aprovechamos de (2.47) para obtener
ANA=(Audxt) A (A,dxY) = A A dxH Adx” + A Audx” Adxt = [Ay, Ayldxt A dx” =
= (A% Ay, — A% A, )dxH A dxY. (2.51)
Entonces, juntando los dos términos,

a aAabl‘ 6Aahv a c a c
Flypy = gt = o + (A Ay, = A% A%, (2.52)
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Vemos que en forma matricial (y con una notaciéon mds estdndar) esto es equivalente a

Fuy = 0,4, — 8,A, + A, Ay (2.53)

Por dltimo, veamos cémo transforma todo esto bajo un cambio de referencial. Tomemos el grupo
de estructura G de nuestro fibrado y dos referenciales s = (s, ...,8,), 8* = (s’l, ..., §),) tales que
s = s’g, donde g € G es una funcién de transicion. En general, las entradas de g seran funciones de
las coordenadas de la fibra, por lo que su derivada exterior estd bien definida. Entonces, podemos dar

la relacion entre la 1-forma A del referencial s y la 1-forma A’ del referencial s”:

sA=Ds=D(s'g)=(Ds")g+s'dg=5"A"g+s'dg = 1 sg (A'g +dg) = (2.54)

s'=sg~
=sA=s(g7'A'g+g ldg) > A=g"'A'g+g ' dg. (2.55)

El tltimo sumando g ~'dg nos indica que los campos gauge A no son cantidades que transforman
de manera covariante (si un referencial mide A = 0, otro referencial distinto puede medir A # 0) y
por tanto no serdn cantidades que tengan sentido fisico.
Veamos qué le pasa a la curvatura. Teniendo en cuenta que al hacer la derivada covariante de
1-formas sale un signo menos con el Ds,
D?*(s) = d*(s'g) = D((Ds')g + s'dg) = (D*s’)g — Ds’ Adg + Ds’ Adg +s" d’g =
——
d?=0

=sF=D%s)=(D*")g=s'F =sg 'Flg=>F=¢"'Fg (2.56)

Vemos que F si que transforma de manera covariante, por lo que es una candidata a partir de la
cual construir una cantidad con sentido fisico.

Una dltima observacion es que, como la traza de una matriz es ciclica,
tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) = tr(F) = tr(g 'F'g) = tr(F'gg™") = tr(F"). (2.57)

La traza de F es un invariante bajo cambios de referencial y, por tanto, la traza de una 4—forma,
pues en dimension 4 solo podemos integrar 4-formas, seria un muy buen candidato a lagrangiano en

nuestra teoria.
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2.3. Teorias de Yang-Mills

En este trabajo vamos a usar las conexiones para trabajar en las llamadas teorias de Yang-Mills.
Vamos a trabajar con el espacio de Minkowski, que denotaremos M, y con un fibrado vectorial sobre
M con grupo de estructura G. Como es usual hacer en el espacio de Minkowski, denotaremos las
coordenadas que utilicemos como (x%, x!, x2, x*), donde xy es el tiempo.

Queremos que nuestros campos gauge sean invariantes respecto a G, asi que G serd el grupo que
genere las transformaciones gauge. Este grupo de Lie no puede ser cualquiera: tiene que ser compacto
y semisimple.

No nos meteremos en qué significa todo esto, pero si comentaremos sus consecuencias. En el
dlgebra de Lie de un grupo de este tipo se puede definir una forma bilineal llamada forma de Killing
parecida a la traza a partir de la cual podemos construir un lagrangiano invariante bajo transforma-
ciones gauge. Ademds, en estos grupos, esta forma de Killing es definida negativa y diagonalizable.
Esto permite que al pasar de lagrangiano a hamiltoniano se pueda definir una densidad de energia que
siempre sea semidefinida positiva y, por tanto, tenga sentido fisico [10].

Esto dltimo nos da un detalle importante: la traza de las formas A y F (que van a tomar valores en

el dlgebra de Lie g) va a ser siempre negativa.

Definicion 2.7 Sea G un grupo de Lie de dimension n, (g, |-, -]) su dlgebra de Lie y {T;} (i va desde 1
a la dimension de §) un conjunto de generadores de §. Se definen las constantes de estructura cl.jk eR
como

[T, T)] = ¢;*Tx. (2.58)

Las constantes de estructura son completamente antisimétricas para los grupos compactos y semi-
simples y, dependiendo de si se quiere trabajar con generadores hermiticos o antihermiticos, puede
aparecer un factor i extra en el lado derecho de (2.58) [12]. También, dependiendo de la representacion
del 4lgebra con la que trabajemos, los generadores serdn distintos.

En nuestro caso trabajaremos con generadores antihermiticos. Usando las propiedades de los con-
mutadores, podemos encontrar una relacion entre nuestros generadores y sus andlogos hermiticos.

Definamos J; = iT;. Entonces

[Ji,J;] = =[T;. Tj] = —¢, *Ti = ic;;* (iTx) = ic; *Ji (2.59)
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Tomando el adjunto de esto, se ve facilmente que estos operadores son hermiticos:

—iciijZ = ([Jia-]j])Jr = _([TiaTj])Jr = [Tl,T/] = Cijka = _icijk(iTk) = _iciijK = JZ =Jx
(2.60)
Ya que tenemos un fibrado, podemos definir una conexién con un campo gauge A que toma valores

en el dlgebra de Lie g, tal como acabamos de hacer en la seccién 2.2. La derivada covariante es
Da=da+AAa. (2.61)

Como tenemos los generadores de g, podemos expresar tanto los campos gauge como la curvatura en

términos de ellos [3],

(A)y=Au=AT;,  Fu=F, T,  F,, =0,A,-0,Al +c, A}AL. (2.62)

Usando el operador estrella de Hodge (1.58) podemos definir lo que se suele llamar el dual de F [4]:
1
(*F)pv = *Fyv = EfyvaBF(yB- (2.63)

A diferencia del campo gauge, los campos que van a acabar siendo los campos de materia viven en
cierto espacio vectorial al que podemos llegar por medio de una representaciéon R de G. Normalmente
estos campos serdn vectores de C", = (¢!, ..., ™). Entonces los generadores pasan a ser otro tipo

de matrices T, (R)’ ;Y los potenciales gauge y la derivada covariante toman la forma [12]
A = AT (R); Dy’ =00 —iA; . (2.64)

Para el tratamiento que vamos a hacer de los instantones, no necesitaremos introducir campos de
materia en nuestra teoria, pero no estad de mas saber como se definen en una teoria Yang-Mills.

Como veniamos anticipando en la seccion anterior, el lagrangiano va a tener la siguiente forma
[4]:

L= —JTr(FuF") = =3 3" Fl F* (2.65)
i

Donde F*” = n"”Faﬁn"'B.

En el lagrangiano aparece F dos veces porque, a la hora de integrar para la accién, vamos a
necesitar una 4-forma. En las variedades con métrica se puede definir una 4-forma de volumen dv =
/1 det(17,0)1dx® A ... A dx® de forma que, como para la métrica de Minkowski det(77,,,) = 1, tenemos

que

1
SYM:/ ——ﬂ’(Fva’uv)de—/ tr(F AxF). (2.66)
M 2 M
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Esta ultima expresion para la accién sirve aunque estemos en dimension d # 4, ya que xF es una

(d — 2)-forma. La tltima igualdad de (2.66) la podemos ver de la siguiente manera:

FAXF = (Fyydxt Adx” AN (kFpodx? Adx?) = Fy, (%Fp e )dx! Adx” A dxP A dx? =

1
- EFW(epgaﬁFaﬁ)dx“ Adx” AdxP A dx?. (2.67)

Ahora, nos damos cuenta de que los productos exteriores de los dx tienen que ser alguna permutacion
de (1234), porque si algin indice es el mismo, el término se anula por antisimetria. Entonces, podemos
reordenar estos productos a dv = dx® A dx' A dx? A dx3, afiadiendo un factor €uvpo Para tener en
cuenta la antisimetria de las formas. Entonces,
1 0 1 2 31 0 1 2 3
FAXF = 3 Euvpo€prap FWF“ﬁdx ANdx' ANdx™ Adx® = EFWF'“"dx Adx' Adx” Adx’.

—_————

St 5y

(2.68)
Tomando la traza de esto, obtenemos la primera expresion de Syys. La derivada covariante se define
exactamente igual que en la seccién 2.2. De hecho, si calculamos la derivada covariante de F podemos

llegar a la llamada identidad de Bianchi [4]:

DF=d(dA+ANA) +AAN(dA+ANA)— (dA+AANA)AA=
=PA+d(ANA)+ANdA+ANATNABE—dANA —ANARA = (2.69)

=dANA-ANdA+ANdA-dANA=0

Esta identidad se satisface siempre para cualquier curvatura asociada a un campo gauge.
La accién de Yang-Mills es invariante bajo lo que llamaremos transformaciones gauge. Estas
transformaciones definen cdmo cambian A y F bajo cambios de referencial en el fibrado y ya las

encontramos en las ecuaciones (2.55) y (2.56):
Ax) > A(x) =g ' (0)AM)gx) + g~ (0)dg(x)  F(x) > F'(x) =g ' (0)F(x)g(x). (2.70)

El grupo de estas transformaciones es el grupo de aplicaciones R" — G (A(x) con A € G), pero se
suele decir que G es el grupo gauge. Esta es la forma que tenemos de pasar las formas g-valuadas al
espacio-tiempo.

También tenemos que la accién es independiente de la representacion de g que utilicemos. Recor-

demos que las componentes F iﬂy dependen de la representacién y por tanto la traza también, como
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vimos en la ecuacién (2.62). En este caso hemos estado presuponiendo que estamos en la representa-
cién fundamental.
La traza de la accién la podemos expresar de la siguiente manera en funcién de los generadores T;

del dlgebra de Lie:
tr(Fuy F*) = tr(F',, T,F/*'T)) = F', F/* tr(TiT)), (2.71)

por lo que si cambiamos a una representaciéon R, vamos a tener unos nuevos generadores R(7;) y

una nueva traza trg, de forma que
tr(Fuy F*) = trr(F',, R(T,) F/*'R(T})) = F',, F/* trg(R(T})R(T})). (2.72)

Un grupo de Lie G actda sobre su dlgebra de Lie g usando lo que se llama la representacion

adjunta [3], que se define para elementos X € g como
Ady(X)=gXg'eg ge€G. (2.73)

Entonces

trr(R(T)R(T))) = trr(gTig'gT;g™") = trr(gTiT;87") = trr(TiT), (2.74)

donde hemos usado que la traza es ciclica. Se puede ver [12] que la traza se puede diagonalizar de
forma que podemos imponer que trg(7;7;) = crd;j, donde cg es una constante que depende de
la representacion. Entonces, con respecto a la traza original que corresponderia a la representacion

fundamental, nuestra accion debe de cambiar como:

1 1
SYM:/__;r(FWF#V):/——trR(FWF“") (2.75)
2 2cr

Vamos a calcular esta cg para SU(2), que serd el caso que manejaremos. Como su(2) tiene

dimensidén 3, tenemos que, si la representacion R es la de espin j,
3cr = ll’R(TiTi) (2.76)

Ahora bien, T;T; es lo que se llama el elemento Casimir del dlgebra de Lie y en nuestro caso coincide
con el operador de momento angular total J2 [3], por lo que su traza, que es la suma de sus autovalores,
es tr(T;T;) = j(j + 1). Juntando esto con que la dimension de la representacion de espin j es 25 + 1
tenemos:

_JG+DEj+1)

3cr=j(j+D2j+1)=>cr= 3 (2.77)
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Ahora vamos calcular las ecuaciones de movimiento de nuestra teoria de Yang-Mills. Dada la
forma complicada que puede tener el lagrangiano totalmente expandido, calcularlas usando las ecua-
ciones de Euler-Lagrange es muy tedioso (pero no imposible). En su lugar utilizaremos el siguiente
método [8]:

Supongamos que tenemos dos campos gauge A y A en un mismo referencial. Si les hacemos la
misma transformacién gauge a A y A’, la cantidad A — A transforma como g~! (A’ — A")g.

Podemos cuantificar la variacién de A como A; = A +¢f3, con 8 una 1-forma con valores matri-

ciales. La curvatura asociada a A; es
Fo=dA; +A; ANA, =dA+ANA+t(dB+AANB+BAQ)+12BAB=F +tDB+0(t?). (2.78)

Como al final vamos a considerar variaciones pequeiias, nos quedaremos siempre a primer orden en

t. Ignorando el término con 2 y definiendo el producto escalar

(@,B) = _71 /M @ A *p, (2.79)

podemos construir la accién correspondiente a F;, que no es mas que el producto escalar de F; consigo

misma, y calcular su derivada respecto a t:
d d d 5
—(Fy, Fy)y = — (F+tDB) AX%(F +tDB)| = — FAXF +t(DBAXF)+t"DB A%B| =
dt dt \Ju dt \Jm
d
= = (Sym + (DB, F)t+ 0(1%)) = (DB, F) + O(1). (2.80)

Si evaluamos en ¢ = 0, el dltimo término desaparece y, usando el operador adjunto de la derivada

covariante, obtenemos
d ES *
E(<Fan>)|z:0=<Dﬁ,F>=<ﬁ,D F)=0& D'F=0. (2.81)

La forma explicita de D* es D* = + x Dx [8], al igual que la codiferencial exterior. Estas son las ecua-
ciones de campo de Yang-Mills. Se puede ver [4] que estas ecuaciones también se pueden expresar
como

D(xF) =0 (2.82)

Por dltimo vamos a tratar una cuestién que hemos dejado pasar desapercibida hasta ahora: ;dénde

estan las unidades?
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Tal y como esté definida, la accién (2.66) es adimensional, en lugar de tener unidades de 7. Esto
se soluciona introduciendo lo que se llama una constante de acoplo! a la teoria, que se suele denotar

gvm - Haciendo esto, se escribe la accion de la siguiente manera [12]:

-1
Sym :/ 3 l‘l"(F/_WF'uv)dV. (283)
M 28y

Alternativamente, hay quien prefiere introducir la constante de acoplo en la definicidn de los campos

gauge

- 1 . . I .
A=—A=F,, =0,A, —0,A, —igym[Au, Ay] (2.84)
8ym

de forma que la accién queda de la forma (2.66) solo que con la curvatura reescalada F uv- Las unidades
de gyas se escogen de manera que Sy, tenga unidades de accion. La hemos ignorado hasta ahora
porque, como es un factor que multiplica a la accidn, no tiene ningtin efecto a la hora de calcular las

ecuaciones del movimiento ni afectara a sus soluciones.

En este trabajo estamos haciendo teorfa clasica de campos, por lo que la constante de acoplo es constante. A la hora de

cuantizar la teoria, la constante de acoplo pasa a depender de la escala de energia [12].
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Capitulo 3

Instantones

Supongamos que tenemos una teoria Yang-Mills cualquiera con un grupo gauge G y obtenemos
una solucién de accion euclidea finita. Tras hacer una rotacion de Wick (+ — 7 = it) al espacio-tiempo

de Minkowski, la accién euclidea queda de la siguiente manera:
Sg =—iSym = / d(it)yd’xktr(F},, F**) = / d*xytr(F, F*) = / tr(FAXF).  (3.1)
M R4

Como el integrando es un cuadrado, es semidefinido positivo, asi que si queremos que esta integral

sea finita, el integrando debe irse a O cuando ||x|| tienda a infinito. Esto equivale a que
Fiw, (x) =0Vi,uyv = F(x) = DA(x) =0si ||x]| - oo. (3.2)

La solucién més generala F = DA =0noes A =0, sino A = QdQ~! con Q € G [12] (al menos
localmente, no tiene por qué cumplirse F' = 0 de forma global). A este tipo de campos se les conoce
como gauge puro. Podemos ver que F' = 0 haciéndole una transformacién gauge al campo A y viendo

que es equivalente al gauge A’ = 0:
A=QdQ ' - A" = g1 (QdQ g+ g7 dg (3.3)
Si escogemos g = Q:
A =07'0dO™ N+ Q7 1'dQ =dQ 'Q+ Q 1dQ = d(QQ ") = d(1d) =0 (3.4)
Claramente F’ = DA’ = 0 pero, como F transforma segtn (2.70),

F=QFQ '=00Q ' =0. (3.5)
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Entonces podemos afirmar que los campos con accién finita deben irse a un gauge puro en el
infinito. Esto nos dice que para el campo A(x) debe cumplirse que A(x) — Q(x)dQ~!(x) cuando
x| — co.

Fijémonos también en que, como estamos en dimensién 4 y F es una 2-forma, su dual de Hodge
*F también es una 2-forma. Esto abre la posibilidad de que exista algin campo gauge tal que tenga
accion finita y ademds su curvatura asociada cumpla F = A % F, es decir, que el dual de Hodge sea
proporcional a F.

Para ver cudl es este valor observamos que por 1.62, va a ser una raiz de 1 6 —1. Ahora mismo,
como consecuencia de la rotacién de Wick, estamos en R*, donde la métrica es la identidad, asi que
para el caso de F tenemos que x x F = F = A>F. Entonces las tinicas posibilidades son A = +1.

Estas configuraciones con accion finita y que cumplen F = + x F son lo que se conocen como los
instantones. Notemos que por la identidad de Bianchi (2.69), los instantones satisfacen las ecuaciones
de campo de Yang-Mills (2.81) automaticamente.

Esta propiedad de “auto-dualidad” tiene una consecuencia muy interesante: los instantones son
extremos absolutos de la accién de Yang-Mills [4].

Para demostrarlo, vamos a separar una curvatura F' cualquiera en sus partes F*y F~, definidas
tales que xF* = +F=*. Esto siempre lo podemos hacer porque, al igual que con las partes real e
imaginaria de un nimero complejo, tenemos que F* = %(F +xF), Ft = %(F — xF). Usamos esto

para reescribir la accién de Yang-Mills
S = —/ tr(F*+F )AX(F*+F7) = —/ tr(F*AXF "+ F'AXF~+F  A*F*+F~ AxF7). (3.6)
Como xF* = +F*, tenemos que
F*AXF " +F AXF*=F AF*—F*"'AF™. (3.7)

Al hacer la traza de esto en componentes, va a aparecer un factor 7 ([ F,,, F,]), que es cero porque
tr(AB) = tr(BA) para dos matrices A y B cualesquiera, por tanto tr([A, B]) = tr(AB — BA) =
tr(AB) — tr(BA) = 0. Entonces,

S = —/ tr(F*AF*) - / tr(F-AF7) = ||[FH)?+||F7)% (3.8)

La notacién de la norma ||F*|| viene inspirada por el producto escalar (2.79).
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Si ahora definimos n = +817 / tr(F A F) (en la siguiente seccidén veremos de donde viene esto),
tenemos que

n:% tr((F++F_)/\(F++F_):/tr(F+/\F+)+/tr(F_/\F_):||F+||2—||F_||2 (3.9)
T

Como para todo par de nimeros a y b se cumple que a+b? > |a® — b?|, aplicandoselo a la accién
vemos que S > 87%|n.

De esta desigualdad vemos que los minimos absolutos de la accién vienen dados por S = 872|n|
y se alcanzardn cuando F* y/6 F~ sean cero. Notemos que, dependiendo del signo de n, esto nos da

algo de informacién sobre la curvatura F':

Sin =0 es facil ver que F = 0.

Sin > 0 se cumple

S=8n’n=||F|> = |F |I>=|IFI?P+||F |I’=|F |I’=0=>F =0= F=%F (3.10)

Por el mismo argumento, sin < 0,

S =-8x%n = [IF*IP = [F7IP = <IIF*IP ~ [FI> = |F P =0= F* =0 = F = - x F.
@3.11)

3.1. Winding number

Acabamos de ver que los campos gauge A de los instantones son tales que A(x) — QdQ~!(x) si
[[x|]]| = o0 con Q € G.

Como al hacer el limite ||x|] — oo estamos haciendo el limite en una esfera de R* (S?) de radio
cada vez mds grande y al final nos sale siempre la misma “constante” (QdQ '), realmente la transfor-
macién gauge A(x) (y por tanto g(x)) nos estd definiendo una aplicacién de S* a G, porque podemos
reescalar esa esfera de radio tendiendo a infinito a la esfera de radio 1.

Ademds, al llevar todo el ”infinito” de R* al mismo sitio estamos haciendo lo que en topologia se
conoce como compactificacion por un punto [2] y podemos ver que nuestro espacio-tiempo euclideo
R*, afiadiendo el infinito, es homeomorfo a la 4-esfera S* en estas condiciones.

Si nos acordamos de la seccién 1.1, g(x) es un 3-lazo en G, que es un espacio topoldgico al ser un

grupo de Lie. Entonces esto nos dice que podemos agrupar todos los campos gauge de accién euclidea
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finita (porque en el limite A = gdg~!) segiin las clases de equivalencia del grupo de homotopia 713(G).
(31

Todo lo que hemos comentado hasta ahora sirve para cualquier teoria de Yang-Mills. Incluso en
otras dimensiones, las soluciones de accion finita vienen dadas por 74(G) donde d es la dimension de
la variedad. Naturalmente, si n # 4 no se podrd dar que F' = xF en ningtn caso [3].

A partir de ahora, dejaremos de lado la generalidad para estudiar una teoria en concreto que tiene
un gran interés, sobre todo a nivel introductorio: tomaremos como grupo gauge G = SU(2).

Como vimos anteriormente, tenemos que SU(2) = §3 y por tanto en esta teoria las soluciones de
accién finita vienen dadas por 3 (SU(2)) = m3(S?) = Z.

El nimero entero n asociado a cada clase de equivalencia se llama winding number y cuenta
el nimero de “vueltas” que dan los lazos a SU(2). Se puede demostrar [4] que el winding number
clasifica los fibrados principales cuyo grupo es SU(2) definidos sobre el euclideo compactificado
S*. De hecho, las transformaciones gauge de 73(SU(2)) son las funciones de transicién de dichos
fibrados. Como A tiende asint6ticamente a gauge puro, el winding number también nos dice que
podemos relacionar A con un fibrado principal de winding number 7.

La forma exacta de un representante de cada clase de 73(SU(2)) es la siguiente [3]:

= Laclase del 0, que es el elemento neutro de Z, va a ser a la que pertenezca el camino constante

go(x) = 1, € SU(2), que vimos que era el elemento neutro de los grupos de homotopia.

= Para el resto de clases, notamos que toda matriz de SU(2) se puede expresar de la siguiente

manera:

a+bi c+di 1 0 0 1 0 —i 1 0
U= =a +id +ic +1ib (3.12)
—c+di a-bi 01 1 0 i 0 0 -1

Vemos que esto es una combiniacion de la identidad y las matrices de Pauli con los 4 coefi-
cientes que, si nos acordamos de (1.73), las podemos ver como las coordenadas de la 3-esfera.
Primero centrémonos en el caso n = 1. Inspirdndonos en que la identidad de la esfera tiene
winding number 1y, por tanto, nuestro representante debe ser homotdpico a la identidad, im-
pondremos que las componentes en la ’base” de las matrices de Pauli de g; no dependan de los
5 : i1 2 (02 1,2 242 32

angulos y solo sean funciones reales del radio x~ = (x”)* + (x')~ + (x)~ + (x°)~.

3

21(x) = o () Ia +i ) g0y = gu(x?) 7", (3.13)
i=1
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donde hemos definido 79 = 1, 7; = io; vy, siguiendo el procedimiento estindar para subir

indices, ™ = n*1,. En el euclideo, como la métrica es la identidad, tenemos 7# = 7.
v H

Las g;(x*) podemos determinarlas usando que g; tiene que ser una matriz de SU(2):
g'g=1h e g"(Ng" (M) = 1 (3.14)

Ahora vamos a notar que, como A es una 1-forma sobre una variedad, sus funciones componente
tienen que ser de clase C*°, de forma que las podemos poner como derivada de alguna funcién
h [4]

gH(x?) = 0, h(x?) = 2x, 0 (x%). (3.15)

Sustituyendo en (3.14) obtenemos
4(H (X)) 2x e, (7 77 = 1 = 2(0 (x) 22, { (), 77 = 1 (3.16)
Usando que para las matrices de Pauli {0y, 07} = 26;; 1o,
200 (xH)2xx { (), 1) = 1 = 2(K (%)% = 1. (3.17)

Integrando obtenemos

, 1
h (x%) = ST h(x?) = (D)2 4 C. (3.18)
Derivando obtenemos la expresion de gi:
X, TH
g1(x) = E1E (3.19)

Se puede ver que g; es, de hecho, la aplicacién identidad de S3 en SU(2) visto como la 3-esfera

[3].

Para un n cualquiera, se cumple [3] que g, (x) = (x2)~"/2 [x,TH]" = g1(x)" pertenece a la clase

de equivalencia del nimero n.

Vamos a ver que estas clases de equivalencia estan muy relacionadas con la accién de los instan-

tones. Sin pérdida de generalidad consideramos un campo gauge A asociado a un instantén, de forma

que su curvatura cumple F = *F y tendré cierto winding number n > 0'. En primer lugar, notamos

INormalmente, se llama instantones a las soluciones con n > 0 y anti-instantones a las soluciones con n < 0. Esto se

debe a que a las condiciones F = xF'y F = — % F se les suele llamar “self-dual condition” y "anti self-dual condition”,

respectivamente.
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que

d(tr(FAF))=d(r(FAXF)) =0 (3.20)

al ser tr(F A F) una 4-forma en una variedad de dimensién 4. Por el lema de Poincaré (teorema 1.4),
localmente podemos expresar tr(F A F) = dK con K una 3-forma definida localmente. A K se le
conoce con el nombre de forma de Chern-Simons.

Se cumple que

2
K=ir(ANdA+ZANANA). (3.21)

Es conveniente expresar K en términos de F en vezde dA. Como F = dA+ANA = dA = F-ANAA,
2 1

K:tr(A/\(F—A/\A)+§A/\A/\A):tr(A/\F—gA/\A/\A). (3.22)

Para demostrar que dK = tr(F A F), simplemente calculamos? la derivada exterior de K:

2
dK =tr dAAdA+MX+§(dA/\A/\A—A/\dA/\A+A/\A/\dA) . (3.23)
Usando de nuevo que dA = F — A A A en todos los términos que aparece y desarrollando,
2

dK = tr(F/\F—A/\A/\F—F/\A/\A+/\4A+E(F/\A/\A—A/\F/\A+A/\A/\F—/\4A)). (3.24)

Usando que la traza es ciclica en las funciones componentes y la antisimetria del producto exterior,

podemos ver que
1
tr(ANFAA) = —tr(ANAAF) = —tr(FAAAA) = tr(AAFAA) = —Etr(A/\A/\F+F/\A/\A). (3.25)

Usando estas mismas propiedades podemos obtener también que, si hacemos una permutacién ciclica

atr(A*A),
ir(A*A) = tr(ApAyApAgdxt NdxY NdxP Ndx7) = —tr(Ag A Ay Apdx” NdxH Ndx” NdxP), (3.26)

ya que para pasar de (1234) a (4123) necesitamos tres transposiciones. Entonces la traza de A*A es su
propio opuesto porque los indices sobre los que estamos sumando son los mismos y concluimos que

tr(A*A) = 0. Entonces, sustituyendo (3.25) en (3.24),

dK =tr(FAF—AANAANF—-FANANA+FANANA+AANAANF)=tr(FAF). 3.27)

2Para no saturar las cuentas, denotaremos A"A = A A A A ... A A (n veces).
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Vamos a usar esto para calcular una forma alternativa de la accién del instantén [3]. Recordemos
que en las condiciones en las que estamos podemos ver el espacio-tiempo como la 4-esfera S* y que la
forma de Chern-Simons K estd definida solo localmente. Entonces, para trabajar con K necesitamos
dar una carta de S* y definir K con las coordenadas de dicha carta. Vamos a usar el hemisferio norte
Uy y el hemisferio sur Us, que los podemos definir a partir del R* compactificado. En este caso

elegimos que el infinito sea el polo sur y el O sea el polo norte, de forma que

Uyv={xeR|x]|<L+e (e>0,L>0)} (3.28)

Us={xeR*|x||>L-€¢ (e>0,L>0)} (3.29)

Los bordes de Uy y Us son 3-esferas S°, al igual que el borde de una semiesfera es un circulo.

En el hemisferio sur de %, que es el que contiene el infinito, podemos fijar sin pérdida de generali-
dad A = 0, ya que los gauge puros los podemos convertir en el gauge nulo mediante la transformacién
adecuada. Como Uy N Ug no es vacia, para que nuestro A sea consistente debe cumplirse que A sea

1

un gauge puro gdg ™ en el hemisferio norte [3] (es decir, que los podamos conectar con una funcién

de transicion del fibrado de S*).

Ahora aplicamos el teorema de Stokes para calcular la integral de K en 0Uy = S°

/K:/ dK:/ tr(F A F), (3.30)
S3 Un sS4

donde la integral de 17 (F AF) 1a hemos extendido a toda la esfera porque la contribucién del hemisferio
sur es nula.
Para un gauge puro, como F = 0, usando la expresion (3.22) obtenemos que K = —%tr(/\3A). Por

tanto

/ (r(F AF) = / (N A) = / Prir(e (g8~ ) (89,8 N gdg™)  (B.3D)
54 3 S3 3 S3

Una vez obtenido esto podemos evaluar la integral para los potenciales gauge g, (x) de las distintas

clases de equivalencia de 713(S>):
= Claramente el caso n=0 en el que go(x) = 1, es constante nos da /54 tr(FAF)=0.

= Fl caso n = 1 nos da el siguiente campo gauge:

1 . 1
A=gidg! = E((xold +ixioj)d (E(xold - ixkO'k)) (3.32)
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Recordemos que como el dlgebra de Lie su(2) es un espacio tangente que, en este caso, lo po-
demos ver como isomorfo a un espacio tangente de S° = SU(2), la forma de A podria depender
del punto respecto al cual tomemos el espacio tangente. Esto no deberia poder ser asi ya que g
es la identidad de S° y > es un espacio homogéneo, lo que quiere decir que todos los espacios

tangentes son isomorfos entre si.

Por tanto, la forma tr(A3A) no deberfa depender del punto de la 3-esfera en el que “anclemos”
el sistema de coordenadas para pasar al espacio tangente [3]. Entonces, podemos escoger el
punto (1,0,0,0) y, al evaluar ahi, nos queda que A = —iodx® (k =1,2,3). Por tanto, usando

las propiedades de los simbolos de Levi-Civita y que, sii # j, oy0; = i€ /¥y,

tr(APA) = —i3tr(0'l-0'j0'k)dxi Adx! A dxek =itr(eoor)dxt A dxd A dxk. (3.33)

Como las matrices de Pauli tienen todas traza cero, la traza de 0,0 serd cero a no ser que

m = k, en cuyo caso o-lf = 1, y tr(1l;) = 2. Utilizando esto llegamos a que
tr(AA) = —2¢;jxdx’ A dx! A dx® = 2616 jrdx! A dx* A dx® = —12dx" A dx® Adx?, (3.34)

donde al final usamos que }’ €;jx€;jx = 3! = 6.

En general, el volumen de la d-esfera es

d+l1

2r 2
d+1
r(4)

Entonces, usando que el volumen de la 3-esfera es 272,

V(§s4) = = V(S?) = 27°. (3.35)

/ tr(APA) = —12/ d*x = —12(27%) = —24n°. (3.36)
SS 53

Equivalentemente,

1 3
_ 1 AFe [ 034 =1 337
"7 S pan? Jo TN A) (3.37)

Antes de continuar, debemos hacer una observacién bastante importante. En este trabajo he-
mos definido el gauge puro como gdg~'. Sin embargo, en la bibliografia se usa la definicién
g~ 'dg. Esto introduce un signo menos a la hora de evaluar (3.32), lo que acaba teniendo como
consecuencia que el winding number sea el opuesto del que acabamos de calcular. Estas dos
definiciones no se contradicen, ya que lo que estamos haciendo es escoger el ”sentido de giro”

positivo en la 3-esfera como el que los libros definen como negativo.
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= El caso general para un winding number 7 se puede ver de la siguiente manera: la transforma-
cién gauge g,(x) se puede escribir como un producto de transformaciones gauge de winding

number mas bajo, concretamente g, (x) = g1 (x)".

Consideremos el caso n = 2, en el que tenemos g, = g1g1. En primer lugar, dividimos S> en sus

hemisferios de la misma forma que hicimos en (3.28):

U = {x eR||Ix|l < L+e} (3.38)
U = (x e R Ixll = L - €} (3.39)

El gauge g;(x) es homotdpico [3] a una aplicacion gy (x) de winding number 1 y tal que
gin(x) = 1 € SU(2) si x estd en el hemisferio sur U§3). De la misma manera, también en
homotopico a una aplicacion g5 (x) de winding number 1y tal que g;s(x) = 1, en el hemisferio

norte.
Entonces, podemos decir que g» = g1g1 €s homotdpica a

: (3)
, gin(x) sixeU
g5(x) = I(\;) (3.40)
gis(x) six € Ug
El gauge puro asociado es A(x) = g}(x)d (gé)‘1 (x), de forma que [3]

|
" 2 Js

1 3 -1 3 - _ _
= 5 (‘/U(” tr(A(gindg ) +/U§3> tr(A(g1sdgig)) [ =1+1=2 (3.41)

N

dxtr(A Ay (x)) =

Se puede repetir este procedimiento para A, (x) = g,(x)dg; ' (x) y obtenemos que [3]
1 1 1
=— tr(ANAANA)=— tr(FAF)=—=8§ 3.42
il = 37 /S r( ) 8ﬂ2/54 P(FAF) = sSym (3.42)

Aqui ponemos un valor absoluto porque, a la hora de pasar a la accidn, los anti-instantones contribuyen
con un signo menos ya que F = — % F.
Este resultado es extremadamente importante ya que podemos calcular la accién de cualquier

instantén (o de cualquier campo que sea gauge puro) a partir de su winding number y viceversa.

3.2. Vacios en Yang-Mills y el vacio ¢

Los vacios en una teoria de campos los podemos definir como los estados de menor energia que

podemos construir, es decir, los estados fundamentales del hamiltoniano.
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Viendo nuestra accién (2.66) tiene bastante sentido pensar que los vacios serdn los estados que
cumplan que la curvatrura F es idénticamente 0. Como ya mencionamos antes, esto no implica A = 0,

sino A = gdg~!

con g € SU(2). Estamos practicamente en la misma situacién que antes, solo que
ahora en vez de cumplirse asint6ticamente, nuestros campos son directamente gauge puro.

Por tanto, los vacios de la teoria vienen dados por infinitas clases de equivalencia de 73 (SU(2)) =
Z desconectadas entre si y etiquetadas por el winding number (3.42). El hecho de que estén desco-
nectadas es bastante relevante porque, al no ser homotépicas, no podemos pasar de manera regular de
un vacio a otro mediante una transformaciones gauge infintesimales [11]. Sin embargo, estas configu-
raciones tienen accion euclidea finita, asi que segtin lo que vimos en (2.27) hay una probabilidad no
nula de que exista un efecto tinel entre vacios de diferente winding number.

Antes de ver como es esta probabilidad hay que hablar un poco de la parte cudntica de la teoria.
Hasta ahora, hemos estado tratando estos vacios como si fueran cldsicos, pero la naturaleza es cudntica
y, para calcular propagadores, necesitamos introducir kets que representen un estado.

Estos estados tienen dos fuentes de degeneracidén: los posibles vacios distintos que pueda haber
dentro de la misma clase de homotopia y las infinitas clases que exsiten. Eligiendo el campo gauge A
de manera adecuada (se puede consultar [11] para los detalles), podemos considerar que solo tendre-

mos un vacio |n) por cada winding number. La posibilidad de efecto tinel entre los vacios hace que

éstos puedan cambiar con el tiempo: si un estado cumple |, t = 0) = |n), entonces

.t >0)= > cmlm), (3.43)

mezZ

en lugar de evolucionar adquiriendo una fase (|, > 0) = €!¥() |n)). Para construir un vacio que
no cambie, definimos un operador 7 que lleve un vacio asociado a un winding number » al vacio de
winding number n + 1:

Tn)=|n+1) (3.44)

Esto no es mas que un operador de traslacidn entre los vacios. Como el lagrangiano es invariante
gauge y la accién de T es basicamente aplicar una transformacién gauge (3.19) o similar, 7 conmu-
ta con el hamiltoniano. Por el teorema de Bloch, podemos deducir que los autoestados de 7" serdn
también autoestados de energia y, al aplicarles estas traslaciones, saldrd un factor de fase con una
cierta periodicidad, de manera parecida a como en las redes cristalinas la periodicidad del potencial

introduce estas fases.
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En particular, bajo transformaciones gauge de winding number k, podemos decir los autoestados
de T sufren un cambio de fase ¢X? [12].
Esto nos lleva a definir lo que vamos a llamar el vacio 8 como

16) = Z e |n) . (3.45)

nez

|6) es un autoestado de T con autovalor e'? y, por tanto, también es un autoestado del hamilto-
niano. Notemos que como el valor de 6 nos lo acabamos de inventar, estos vacios 6 no tienen por qué

ser unicos [11]. Vamos a calcular el propagador entre dos estados |6) y [6”):

<9/|e—th|9> — Z eimg’e—ing <m|e—th|n> — Z eim(g’_ee—i(n—m)g <m|e—th|n> . (346)

m,n€Z m,ne€Z
Como el hamiltoniano conmuta con T, el elemento de matriz (m|e~"’|n) solo debe depender de la
diferencia entre n y m, que son las cosas que si se ven afectadas por una transformacién gauge. Por
tanto podemos “desplazar” los indices [11] y trabajar con la diferencia k = n — m de forma que

<9/|e—iHI|9> — Z eim(@’_g)eika <k|e—th|0> — 271'6(9/ _ 9) Z eik@ <k|e—th|0> . (347)
k

m,k

Esto nos dice que la probabilidad de que uno de los estados 6 evolucione a otro 6’ es cero, lo que
implica que en nuestro mundo solo puede existir un valor de este dngulo 6 que nunca cambiara.

Para acabar con el tema de los vacios, vamos a dar una corta descripciéon de cémo los instantones
aparecen al considerar el efecto tinel entre vacios.

Resulta que estos estados |@) tienen una contribucidn no nula a la path integral [12] y, por tanto,
debemos afiadir esta contribucién en la accién de Yang-Mills. Como esto solo va a depender, de nuevo,
de las diferencias entre el winding number, a la hora de hacer la integral usaremos estados con n = 0
y n = k. En el espacio de configuraciones, las clases de homotopia las podemos ver como “islas” que
estardn desconectadas y separadas una cierta distancia entre si. Si queremos calcular la integral de
caminos entre estos dos vacios debemos considerar los caminos que empiezan en la ”isla”den =0y
acaban en la “isla” de n = k. Esta region de integracion la podemos ver como dos esferas S3 situadas

en los instantes ¢ = +oo [12]. Comparando cada término de la suma de (3.47) con (2.18), tenemos que
(kle™™H1|0) = / D[A]eSTM (3.48)

Para el estado n = 0 la accién es nula y, para el n = k, la accidn viene dada por el winding number

(3.42). Entonces, para recuperar el factor %% necesitamos afiadir a la accién el siguiente término [11]
_ 0 0 Ly
Ly = @ tr(F A *F) = @ [V(F’uVF ) (3.49)
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Para tener en cuenta el signo del winding number, ponemos un xF que lo introducira al usar la condi-
cion F = + x F. Vemos que ¢k? (k|e="H!|0) = f D[A]e!Srm+Se) A este término extra se le llama
el término 6 del lagrangiano de Yang-Mills. Si nos acordamos de la forma de Chern-Simons, este
término va a ser una derivada total y a primera vista, pareceria que no tiene efectos observables, y
esto es cierto cldsicamente y a nivel de diagramas de Feynman [11]. Sin embargo, el término 6 tiene
efectos fisicos visibles en la teorfa de monopolos o de aislantes topoldgicos [12].

En general, si queremos hacer un efecto tinel entre los estados |n;) y |n2) podemos hacer una
cuenta parecida:

. na X
(nile™™ ! ny) = / D[A]eSIA (3.50)
n

A este tipo de integrales se les puede aplicar el método de la fase estacionaria de andlisis asintético
para dar una aproximacién. Aqui, la fase de la integral viene dada por la accién. La idea principal es
hacer un desarrollo de Taylor alrededor de los extremos A.yx de la accién de forma que podamos
aproximar S ~ %k(A — Aex)?, por lo que las configuraciones que se alejen mucho de los extremos
oscilan muy rdpido y no contribuyen a la integral.

Aqui es donde entran los instantones. En la seccién anterior vimos que los instantones no solo son
un extremo de la accion, sino que son un extremo absoluto. En este caso particular, como tinicamente
estamos considerando los caminos entre los vacios de winding number n; y n, solo los instantones de
winding number n, —n contribuirdn a la integral [12], pero lo hardn de forma dominante con respecto
a cualquier otra solucién de las ecuaciones de movimiento. Entonces, en una primera aproximacion,

la probabilidad de efecto tiinel entre dos vacios se puede calcular usando la accién de los instantones.

3.3. Elinstantonn =1

Una vez vista la relevancia fisica que tienen los instantones, veamos como se construyen explici-
tamente. En primer lugar veremos el caso no trivial mds sencillo, que resulta ser el de un instantén de
winding number 1.

Para simplificar los cdlculos pediremos que el campo gauge del instantén A tenga simetria esférica,
igual que hicimos con el gauge puro g;(x) en (3.19). Recordemos también que para los instantones
vamos a trabajar en el espacio-tiempo euclideo.

Como A(x) — gdg~'(x) cuando ||x|| — oo, nos inspiramos en esto y la simetria esférica para
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hacer el siguiente ansatz [4]:

Au(x) = f(x*) g(x)dug™ ' (x), g €SU(2). (3.51)

A la funcién f le pediremos que f(x?) — 1 cuando ||x|| tienda a infinito para que A tienda a gauge
puro. Adicionalmente, tomaremos que dicho gauge puro sea g(x) = g;(x) porque vimos que sus
”componentes” al expresarlo en términos de las matrices de Pauli son independientes de los dngulos

[4]. Usando (3.19) nuestro campo A toma la forma

o X (@] XpXu g+
Recordemos que, como las 7 son matrices de su(2), 7 = —77. Ademis, Tﬁ = —1,. Introduciendo el
factor x,, 7¥ en el paréntesis llegamos a
_ f(xz) X, 77 + Xu
A”(x) = W W(T#) + W]lz . (353)

Lo dnico que nos falta para tener la forma cerrada del instantén es saber como es f. Para ello
vamos a utilizar la condicidn que nos queda, que es la de F = xF.

Notemos que como la identidad conmuta con todo y su derivada es cero, el término proporcional
a la identidad no va a contribuir a la hora del calcular la curvatura, de forma que podemos ignorarlo
[4] y calcular la curvatura para

)

Au (X) = 2

()" = a(x?)b(b),)" (3.54)

Donde hemos definido a(x?) = f(x%)/x%>y b = x,7¥ (de forma que derivando, by, =tHyb” =0).

Usando la expresion por componentes (2.53) calculamos F,,, :
Fuy = ayb(b})" = alb(b))" +a((by,(6))" = b, (b)) +a®[b(b},)". b(,)']. (3.55)

Ahora, notando que bb" = x%Id y que al derivar (bbT)l’l = b;‘bJf + b(b;l)T = 2x,,, podemos desarrollar
el conmutador
[6(6,)". ()T = b(b])" b(B))T = b(B})T b(b))" =
\ , ————
2x,~ b}, b 2x,— b, b
=2x,b(b,)" = b}, b'b (b)) +2x,b(b))" = b}, bTb (b)) =
—— ——
x21d x21d

= 2x,b(b})" + 2x,b(b),)" = xX*1d (b, (b})" - b,(b})") (3.56)
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Juntandolo todo obtenemos
Fuy = (d), +2x,a*)b(b),)" = (a), + 2x,a*)b(b),)" + (a — x*a®) (b),(b})" = b, (b})")  (3.57)
Con esta forma de Fy,, se puede ver que, por simetria, el t€rmino
b (b)) = b, (b)) =7 () =7V (e)] (3.58)

no cambia al hacer el dual de Hodge [4]. Sin embargo, el resto de términos si que cambian. Esto
nos dice que, para que F = xF, los dos primeros sumandos tienen que anularse, lo cual nos pone la
siguiente restriccion a la funcién a:

al, +2xua’ =0 (3.59)

La solucion de esta ecuacion diferencial no lineal es

x2

i (3.60)

1
Cl(xz) = 212 = f(xz) =

con A% una constante de integracién. Notemos que, como queriamos, f(x?) tiende a 1 asintSticamente.

Por tanto la forma cerrada de A, (ignorando el término de la identidad) es
A,(x) = Lx v (rH)T (3.61)
B2 2™ )

Este campo gauge en concreto se conoce como el instanton BPST en referencia a sus descubridores:
Belavin, Polyakov, Schwarz y Tyupkin. También podemos ver el por qué del nombre “instantén”: si
miramos la grafica de su curvatura, tiene un maximo en el origen y decae muy répido fuera de ese

punto.

64



S4

0

(b) Representacion de la curvatura de
(3.61) centrada en un punto z € S*.
Imagen cedida bajo licencia Creative

(a) Grafica de - 2 /12 parad = 1. Commons por Tazerenix.

Para asegurarnos de que hemos hecho las cosas bien, podemos comprobar con la ecuacién (3.37)
que nuestro A tiene winding number 1 [4]. Para ahorrarnos paréntesis vamos a trabajar con las matrices
de Pauli con los indices abajo. Recordemos que como estamos en el euclideo, 7# = 7.

La curvatura (3.57) con la condicién (3.59) toma la forma
va =(a-x az)(T,u - TVTZ) (3.62)
Entonces,

1 11 4
n=@/Zr(F/\F)z@Z/tr(Fﬂvao-)é’“’po—dxz

eHvpoT

3272

tr((TﬂT:f - TVT’Z)(TPTZ. - TO-T;) /(a - x2a2)2d4x (3.63)

Tenemos un factor % adicional porque podemos escribir F' = %F wvdxH A dx¥ por antisimetria.

Notemos que, al estar contrayendo con los €7, también por antisimetria tenemos que
GMVP‘T(T,,TJ: - TVTZ) = G”V'DO—TIITT e""Por, ‘z'Jr =77, TT +eMP71, ‘rT =2e"""%1, T . (3.64)
Podemos simplificar un poco el término que precede a la integral:

elvpo
3272

1 +
tr((T'uT:f - TVTZ)(TpT:; - To-Tg) = —@e’“’po—tr(rﬂﬂrprg.) (3.65)
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Desarrollando los casos de indice cero del €7 nos podemos deshacer de algunas matrices

identidad (recordemos que 7° = 1).

e“""‘rtr(TﬂTiTpT:g_) = WP tr(}ﬂ‘rf,rprg.) + ellpo l‘l’(TM}J(fTTpT:g.)+
S~—— S~——
eiik _ijk

+ etv0o l‘r(T#TI/‘CO/Tl.) + eMvPO l’r(T/_,TITp}IO/T) =

ciik _eijk
= eijktr(TiTTj ;(r TTjT Z+T, JTTk - TT; Tk) = 4€k tr (7T Tk), (3.66)
donde al final hemos usado que T; = —1;. Notemos que los indices i, j, k van todos desde 1 hasta 3.

Utilizando 7; = ioy y 007 = i€;j;07 (sii # j, que aqui es el caso),

46ijktl’(TiTka) = —4i6ijktr(a'i0'ja'k) = 46”"61-]-1 tr(a’l(rk) = 8tr(0'lo7) =24tr(1p) =48. (3.67)

N——
26F
Sustituyendo esto en (3.63), tenemos que
6 2 212 g4
=— (a=x"a”)°d"x (3.68)
bis
Solo nos faltarfa hacer la integral. Para ello, nos fijamos en que a — x?a* = a(1 — e /12) = a?A%, de
forma que
/ (a —x*a®)*d*x = / /l—4d4x = / ;d‘*y (3.69)
R4 r4 (X2 + 12)2 x=1y Jra (y2+1)2 '

Esta integral la podemos hacer en coordenadas hiperesféricas (r, 81, 62, 63). En este sistema de coor-

denadas, d4y = dQsr3dr, con Qj el dngulo sélido de R*. Entonces, como y2 =r2,

e O +1)2 /d£23/ dr(1+r2)4 /ng/ dr’———— (1+r2)4 (3.70)

La integral del angulo sélido es el volumen de la 3-esfera, que sabemos que es 272. La integral de la

parte radial se puede ver, con cualquier programa de calculo, que da 1/6, de forma que

n=20r

== =1 3.71)

11
26

Por tanto, podemos convencernos de que el cdlculo del instantén BPST es correcto.
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3.4. Cuaterniones

A los instantones con winding number |n| > 1 se les llama multi-instantones. Para calcularlos, es
util introducir el conjunto de los cuaterniones (también llamados cuaternios) porque, como veremos
a continuacién, podemos usarlos para generar SU(2) y su(2) [4]. Los cuaterniones generalizan los

nimeros complejos y se definen como:
H = {x = xo+x1i +x2] +x3k| x0,%1,%2,x3 € R} (3.72)
i, ]y k son elementos dados por las siguientes ecuaciones:
i2=j2=k*=-1, ij=—ji=k  jk=-kj=i  ki=—-ik=], (3.73)

de las cuales podemos inferir que ijk = 1 y que la multiplicacion de cuaterniones no es conmutativa
pero si asociativa. Los cuaterniones (con la suma y la multiplicacién ordinarias) se pueden ver como
un espacio vectorial isomorfo a R* o a C2 [4], por lo que tiene dimensién 4. Al igual que con los

nimeros complejos, se pueden definir conceptos como el médulo o el conjugado de un cuaternion,

|x| = \/x§+x%+x%+x%, X =x9—x1i —x2] —x3k. (3.74)

A xp se le llama parte real de x y a xi + x»j + x3k se le llama parte imaginaria de x.>

Nos interesan los cuaterniones de médulo 1. Es decir, los que cumplen x(z) + x% + x% + x% =1y,
por tanto, los podemos ver como elementos de S>. Resulta que estos cuaterniones son un grupo con
la multiplicacién y son isomorfos a SU(2). Si queremos ver esto explicitamente [4], podemos usar la

estructura de H como C? y expresar dos cuaterniones x € y como
Yy exp y
X=z1+22), y=wi+waj z1,22,wi,wz €C. (3.75)

Al expresar x e y de esta forma, puede no estar del todo claro dénde aparece el nimero imaginario k.

Observemos que
waj = (a2 +if2)] = azj + B2(ij) = azj + Bok. (3.76)

Si calculamos el producto de x e y,

Xy =ziwi1 +21waj + 22jwi + 22jwaj. 3.77)

3También se les llama parte escalar y parte vectorial, respectivamente.
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Desarrollando las partes real e imaginaria de cada niimero complejo y recordando que ij = —ji,
tenemos que, por ejemplo, zojwi = oW1 j, porque al mover la j cambia el signo de la parte imaginaria

de w. Con un poco de célculo llegamos a

— — . wi w221
xy =(ziwir —22w2) + (w2 +2w1)j =| =Yx. (3.78)
-wy wi/\z2

La matriz Y es una representacion de y. También es una matriz de la forma (1.71). Si imponemos
que y tenga médulo 1, tenemos que Y'Y = 1, det(Y) = 1 de forma que ¥ € SU(2), por lo que de
verdad tenemos que los cuaterniones de médulo 1 son homeomorfos a SU(2). En particular, como
SU(2)/Zy = SO(3), los cuaterniones tambien generan el grupo de las rotaciones en el espacio (por
eso en algunos libros de texto llaman i, j y k a los vectores unitarios de la base canénica de R3).

Si nos fijamos en los nimeros imaginarios i, j y k (que corresponden a Im(w;) = 1, Re(wy) =1y
Im(w;) = 1 respectivamente en la ecuacién (3.78), con todos los demds nimeros nulos), resulta que

podemos representarlos mediante las matrices de Pauli [4].

N . ) 0 1 ) 0 i )
i= =ioy j= =ion k= =1i07]. (3.79)
0 —i -1 0 i 0
Como las matrices de Pauli generan su(2), los cuaterniones puramente imaginarios y de médulo 1
también generan su(2).
Una vez vista esta introduccion, volvamos a nuestra teoria de Yang-Mills en SU(2). Un campo
gauge toma valores en su(2), pero acabamos de ver que es lo mismo que decir que toma valores
en los cuaterniones puramente imaginarios, asi que deberiamos poder encontrar una expresion de

A = A, (x)dx* en términos de cuaterniones.

Para ello, definimos la siguiente diferencial valorado en H [4]:
dx = dx® + dxli + dx*j + dx’k. e H (3.80)

Aqui los dx?, dx!, dx* y dx> son los mismos que llevamos usando hasta ahora. La diferencia es que

ahora vamos a ver las coordenadas x = (xO, x! X2, x3) como un cuaternién x = x°

+ X1 +ij +X3k.
Este diferencial dx es una 1-forma cuyo valor es un cuaternion arbitrario, por lo que si queremos
algo puramente imaginario debemos imponer que A = Im(A(x))dx = A udx*, donde A(x) = Ag(x) +

Al(x)i + Ag(x)] + Ag(x)k.
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Para aclarar un poco qué significa todo esto, vamos a encontrar la relacién entre las componentes
A, que manejdbamos hasta ahora y las componentes cuaternionicas A u
A(x)dx = (Ag + Aji + Arj + Azk)(dx® + dx'i + dx?j + dc’k) =
= (Ag+Aji+ Ayj + Ask)dx® + (=Ay + Agi + A3j — Ark)dx'+
+(—Ay — Aszi+ Agj + Ak)dx* + (—A3 + Asi — A j + Agk)dx®>. (3.81)
Para este cdlculo solo nos ha hecho falta usar las reglas (3.73). Entonces, tomando la parte imagi-

naria podemos identificar

Ao(x) = Aji + Arj + Ask (3.82)
A1(x) = Agi + A3 j — Ask (3.83)
As(x) = —Aszi+ Agj + Ak (3.84)
Az(x) = Asi — Ayj + Aok. (3.85)

Solo nos faltaria saber cdmo se calcula la curvatura. Podriamos calcular la derivada covariante
de Im(A(x)dx) directamente, pero como tomar la parte imaginaria lo podemos ver como hacer una
»proyeccién” de los cuaterniones de médulo 1 a su(2) y nuestro A toma valores en s1(2), deducimos

[4] que la derivada covariante debe conmutar con la operacién “tomar la parte imaginaria”. Por tanto
F = Im(DA(x)dx) = Im(dA(x) A dx + (A(x)dx) A (A(x)dx)). (3.86)

Ya que hemos desarrollado todo esto, vamos a poner la solucién de n = 1 en términos de cuater-
niones. Esto es bastante facil ya que los nimeros imaginarios no son mas que las matrices de Pauli

multiplicadas por i, que son las que llamamos 7. Comparando con (3.61) para cada valor de u obte-

nemos:
Aot = W G5
Ar) = _xoilx_lzx b (389
As(r) = _xzil)jlf Lok (350

Si ahora definimos el conjugado de dx, dx = dx° —dx'i — dx*j — dx>k, podemos escribir esto de forma
mads compacta [4],

(3.91)

A(x) =Im( xdx )

|x|? + A2
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Para calcular la curvatura notamos que |x|> = x& como en los nimeros complejos.

_ (xdx) A (xdx)
F=1Im|d ANdx + ————— 3.92
m( (xf+/12) T (xx + A2)? (3.92)
Calculemos el primer sumando:
X dx A dx by
d Adx = - d(xx) N dx =
(xf + /12) STy (xx + 12)2 (%) A dx
_dx ANdx B |x|2dx A dx B (xdx) A (xdX) (3.93)

S xT+ A2 (xk+A2)2 (xX +1%)2
Hay una cancelacién entre el segundo sumando de (3.93) y el segundo sumando de (3.92).

Notamos ahora que la forma dx A dX es puramente imaginaria:

dx A di = (dx® + dx'i + dx?j + dx’k) A (dx® + dxli + dx?j + dx’k) =
=d® Adxli+dx® A d?j + d® A dPk + de A dxCi 4 dx® A dxP )+ did A dCk+
+dx" Adx%ij+dx® Adx'ji+dx! + ddik + dx A dx ki + dx® A de jk + did A deCk
(3.94)
Los términos de la segunda linea se cancelan todos entre si porque dx’ A dx/ = —dx/ A dx'. Sin
embargo, en la tercera linea, se suman porque el signo menos se compensa con las reglas (3.73). Por

tanto,

dx A di =2dx* A dx®i+2dx Adx' j+2dx! A dx® k. (3.95)

Entonces, vemos que F' es puramente imaginaria y viene dada por una expresion bastante sencilla:

|x|? dx A dx A2 _
F=1|1- = dx Nd 3.96
( K2 fPe 2 T (et (3.90)

A partir de esto se pueden crear otros instantones del mismo winding number mediante una trans-
formacion lineal x — a(x + b) cona € Ry b € H. De hecho, se puede probar [4] que estas son las
Unicas soluciones posibles.

La ventaja de estar trabajando con cuaterniones es que, una vez tenemos esta expresion para F,
podemos construir el instantén de winding number -1 intercambiando x y X. En términos del gauge,
esto es equivalente a cambiar el papel de g y g~! [4]. Ademds, como las matrices de Pauli tienen traza
cero, para calcular, por ejemplo, la traza de F' A F, solo tenemos que tomar la parte real de su forma

cuaternionica.
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Una tltima observacién sobre esto es que hay que tener cuidado con esta expresiéon de A cuando
trabajemos con el espacio compactificado S*. Como S* no se puede cubrir con una sola carta y las
formas dependen explicitamente de las cartas, en algin momento vamos a tener que hacer un cambio.
Para verlo, consideramos los abiertos 0 < |x|e, que en la esfera S* serfan entornos de los polos. Cuando
pasamos a la zona de |x| — oo, el campo (3.91) tiende a gauge puro (en concreto a ¥~ ' d¥), pero cuando
|x| — 0, este gauge puro diverge. Esto se arregla haciendo primero la transformacién gauge (2.70)
con g = ¥ ! (alaque tiende A) y luego, en la carta problemética, hacer el cambio de variable y = 1/x,
lo que elimina la divergencia. La necesidad de este paso previo de hacer la transformacién gauge pone

de manifiesto que los fibrados principales que estdn asociados a los instantones no son triviales [4].

3.5. La construccion ADHM

Ahora, por fin, pasemos a calcular multi-instantones. En torno a los afios 70, Atiyah, Drinfeld,
Hitchin y Manin desarrollaron lo que se llama la construccién ADHM para calcular multi-instantones,
tanto en SU(2) como en otros grupos gauge mas complicados [11]. El desarrollo que haremos ahora
con los cuaterniones es una forma particular de interpretar esta construccién.

En primer lugar, introduciremos el espacio H'"* de los vectores con n componentes que sean cua-
terniones. Deberia ser facil ver que H" se puede tratar como un espacio real de dimensién 4n.

Haremos otro ansatz para la forma del instantén con winding number n = k a partir de lo que

acabamos de hacer parael cason =1,

=T
v (x)dv
A=Im|——"—F], (3.97)
1+ v
donde v(x) es un vector columna de k cuaterniones. ¥’ serfa el vector fila (¥;...7x)7 con las
componentes conjugadas y, como nos podriamos imaginar, |v|*> = 5:1 ¥;v; = v! v. Generalizando la

transformacion a(x + b) del caso n = 1, vamos a tomar el vector v de la siguiente forma:
v(x) =w"(x),  w=A(B-xl) (3.98)

B es una matriz simétrica kxk de cuaterniones y A es un vector fila de k cuaterniones. Estas dos
cantidades no pueden ser arbitrarias. Para que A tal como lo hemos definido en (3.97) sea realmente

un multi-instantén se deben cumplir las siguientes condiciones [4]

1. B'B + 111 es una matriz real
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B-xz=0
Si( )
A-z=0

2. Entonces z =0 (z € H)

La condicién 1 nos asegura que al tomar el dual de Hodge de la curvatura F tengamos F = xF [4].

La condicién 2 nos dice que la matriz (k + 1) X k

B —xI
A= R (3.99)
A
tiene rango méximo. Se puede ver que estas condiciones son equivalentes a que la matriz R = ATA
de dimension k X k sea real e invertible [11].

Calculemos la curvatura de (3.97). Como para el caso anterior, primero calculamos la derivada

exterior

vl dy dvT Adv(1+ [v]?) vl dy T
= - d(v . 3.100
(1 n |v|2) a2 aeeprd (3.100)

El segundo término por separado es

vl dy A Ty) = (FTdv) A (dvTv) N (Tdv) A (3T A dv) 3 [v|2dvT A dv N FTdv) A (3T A dv)
a2 T T e e A+ (1+ PP (1+|vP)2
(3.101)

El segundo término de (3.101) es exactamente A A A, que se cancelard al hacer dA + A A A. El cambio
en el primero se debe a las condiciones que estamos imponiendo a v y a las matrices 1 y B que lo

definen [11]. Juntdndolo todo, obtenemos un resultado parecido a (3.96),

(3.102)

2 ST A ST A
dA+A/\A=(1— v )dv dv _dvt Ndv

= -

L+ v[2] 1+4|v|? 1+ |v|?
Existe una forma alternativa del ansatz que hemos hecho para A utilizando un vector columna N

de k + 1 cuaterniones tal que N'A = 0y N'N = lyy. En este caso, A, = NT9,N = —(0,NT)N y

las componentes de la curvatura son [11]
Fuy =N'CR (1,6, - 7,6,)C'N, (3.103)

donde C es la matriz que tiene unos por encima de la diagonal principal y el resto de sus entradas son
ceroy éy =i, é, =j,é3=k,ép=1.
Para terminar, hagamos un ejemplo de multi-instant6n utilizando lo que acabamos de ver. Escoja-

mos un winding number n = k y una matriz B diagonal:
B =diag(by, by, ....bx) b; € HYi (3.104)
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El vector A lo vamos a escoger con componentes reales y positivas. Estas dos definiciones hacen que

la condicién 1 se cumpla trivialmente. Para la segunda condicién construimos la matriz A:

by —x

by —x
A= (3.105)
br —x

A A2 Ak

Si queremos que para cualquier z € H* la tnica solucién de Az = 0 sea z = 0, basta con que todos los
bj (j = 1,..., k) sean diferentes, ya que como los A; los tomamos reales y positivos, la ecuacion que
genera la dltima fila de A cumple que z = 0 directamente.

Utilizando las definiciones, podemos llegar a la forma de A para estos valores de 1 y B [4],

(—/l%(lﬂ —x) - /l%(bz —x) — .= ﬂi(bk —x)d)E

A=Im
1+ 2|by —x|? + ...+ A% by — x|?

(3.106)

Este A tiene la forma de k instantones del tipo BPST, ecuacién (3.91), si les aplicamos una transfor-
macién x — A;(b; — x).
Este tipo de soluciones no son las unicas que se pueden obtener. El multi-instantén (3.97) es

invariante bajo las siguientes transformaciones:

(a) 1> AT, B—>T'BT, Te¢ O(k). Como A y B son vectores y matrices de constantes,
la matriz T también debe una matriz de constantes y por tanto dT = dT~! = 0. Calculamos

primero como cambia w:

w — AT(T~'BT - xId) = A(BT - TxId) = A(B - xId)T = wT. (3.107)
Entonces, w! = v — T-1wT = T~1y. Haciendo la derivada exterior obtenemos
v IT(T~'d
dv—>d(T W) =T"dv=A—> Im M =
1+]|v|?
=T
d

Y i P (3.108)

1+]|v|?

(b) 1—ul,conueH , lu| = 1. Esta transformacion no cambia nada del médulo de v y es facil ver

que en el numerador #7 dv tampoco introduce cambios.

73



Teniendo en cuenta todos los objetos que intervienen en (3.97) y estas dos transformaciones,
se puede calcular el nimero de pardmetros libres y, por tanto, la dimensioén del espacio de multi-

instantones de winding number k:
= 1 tiene 4k parametros (HF es un espacio real de dimensién 4k)
= B, al ser simétrica, tiene 4k (k + 1)/2 pardmetros.
= T, al ser una matriz real de O(k), tiene k(k — 1)/2 pardmetros.
= El cuaternién u de la transformacién (b) tiene 3 parametros libres (el cuarto lo fija |u|> = 1).

Ahora bien, a esto hay que restarle todas las restricciones que imponen las condiciones 1y 2. Contando
las ecuaciones reales [4], obtenemos 3k (k — 1) /2. Entonces, el nlimero total de parametros libres es:

QD) k(1) o 3k(k—1)

4k
2 2 2

=8k-3 (3.109)

Usando unos resultados llamados teoremas del indice, es posible demostrar [11] que estos 8k — 3

pardmetros generan todos los posibles multi-instantones de winding number k.

3.6. Fibrados en el espacio de twistores

Lo que hemos visto de la construcciéon ADHM es su formulacién mds practica en términos de
cuaterniones. Detrds de todas las condiciones que hemos ido imponiendo en la seccién anterior, hay
aplicados numerosos resultados de la teoria de fibrados que esté en la base de las teorias gauge.

Muchos de los detalles matematicos son demasiado complicados para lo que se quiere hacer en
este trabajo, asi que solo daremos unas pinceladas.

En primer lugar vamos a definir los llamados espacios proyectivos. Para ello consideramos un
punto 0 # z € C" y definimos una relacién que identifique z con Az para todo A € C\ {0}. Al tomar
el cociente de C” bajo esta relacién obtenemos lo que se llama el espacio proyectivo CP"~!, que es el
conjunto de todas las “rectas” de C" que pasan por el origen. [4]

Estos espacios también se pueden ver como cocientes de grupos de simetrias de la siguiente forma:
el espacio total C" es invariante bajo las transformaciones del grupo U(n). Sin embargo, si queremos
transformar todo C" dejando completamente fija una recta, que tiene grupo de simetria U(1), per-

demos un nimero considerable de simetrias. El espacio proyectivo se puede ver, entonces, como un
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cociente del grupo de simetrias de C" sin la recta y el grupo de simetrias de C" con la recta:
CP" ' =U(n)/(U(1) xU(n-1)). (3.110)

Estos procedimientos de la relacién de equivalencia y de los grupos de simetria se puede hacer en
R” o0 incluso con los cuaterniones, considerando el grupo adecuado. 4

A nosotros nos va a interesar el espacio proyectivo de C*, que se suele llamar espacio de twistores
y se denota CP? = TP. TP es una variedad compleja de tres dimensiones (es decir, 6 dimensiones
reales).

Construimos ahora el espacio proyectivo al espacio cuaterniénico H?. Las rectas que pasan por el
origen se pueden ver, a su vez, como rectas que intersecan a la esfera en H?, (que se puede ver como
una 7-esfera real S7), en un punto (aq', ag?), donde ¢!, g> son cuaterniones y a es un cuaternién de
modulo 1, es decir, de SU(2) = S3.

Entonces, podemos decir [4] que HP' es isomorfo a §7/S° = $%, que casualmente es la compacti-
ficacion del espacio euclideo R*.

Con estos dos espacios se puede construir un fibrado entre el espacio de twistores y S* [4].

b b/
HP 1 = S4

Figura 3.2: Fibrado del espacio de twistores.

Entonces, podemos conectar el espacio de twistores con R* de la siguiente manera: compactifica-
mos R* en un punto, obteniendo una 4-esfera S*. Usando el fibrado entre TP y S*, tenemos que para
cada punto de R* hay una correspondencia con una fibra (que en este caso resulta ser una esfera S2)
dentro de TP 3.

El tinico detalle matematico que nos por falta ver es que en C* se pueden definir dos tipos especia-

les de planos. Tomando dos vectores X e Y linealmente independientes y tangentes a un plano P ¢ C*

4También, en vez de lineas, se pueden fijar objetos de mas dimensiones para definir lo que se 1lama el grassmanniano.
3Como curiosidad, este es un caso particular de un fibrado de Hopf. Un fibrado de Hopf E L M es tal que M = S",
F=8PyE=_8"P,
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se puede definir la siguiente matriz antisimétrica 4 X 4:
w=YX-X®Y (3.111)

w es una 2—forma con valores matriciales, igual que la curvatura F. Entonces, podemos definir

dos tipos de planos:
» Si w cumple *w = w, se dice que P es un a—plano.
= Si*w = —w, se dice que P es un S—plano.
Estos dos tipos de planos se pueden construir a partir de los puntos (z1, z2), definidos como
71 = A1(eq +ie3) 72 = Ar(ex +iey), (3.112)

donde 21,1, € Cy {ey,en,e3,e4} es una base de C*. El plano que forman estos puntos es un §-
plano. Usando matrices del grupo ortogonal O (4, C) podemos transformar este plano en cualquier @
6 S-plano [4].

El conjunto de S-planos resulta ser CP? y el conjunto de a-planos es parecido a CP? en el sentido
de que los puntos y las lineas cambian sus papeles a la hora de definir el espacio proyectivo (a esto se
le llama dual en el sentido de la geometria proyectiva) [4].

La relevancia de estos dos tipos de planos es que una curvatura F cumple F = + % F si y solo si
se hace idénticamente cero al restringirla a los a (-) 6 8 (+) planos.

Este hecho se puede ver por componentes usando las formas w definidas en (3.111): por ejemplo,

sea F tal que F = xF y w tal que w = — % w (es decir, define un S-plano). Entonces

Fywuy = (%EﬂVpano—)(—%Eﬂvaﬁa)aﬁ) = —i etvPT ehvab Foowap = —Fpowpo (3.113)
spasop
Concluimos que Fy,,w,, = 0.
Después de esto, vamos a dar una idea de cdmo son exactamente estos fibrados en el espacio de
twistores [13].
El punto de partida es una aplicacion entre espacios vectoriales complejos, A(z) : W — V, con
W de dimensién k y V de dimensién 2k + 2. El ndmero k va a ser nuestro winding number. z es un

vector de C* y A se puede expresar como
4
A= ZAl-zi (3.114)
i=1
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Vamos a suponer que V tiene definido un producto escalar antisimétrico y no degenerado

(v1,v2) = —(v3,v1), de manera que podemos definir el aniquilador
U’ ={v eV|{u,v)=0paratodou € U} (3.115)
Le imponemos la siguiente condicién a A(z):
Siz#0,U, = A(z)(W) C V tiene dimensién k y U, c (U,)° (3.116)

Bajo esta condicién se puede ver [13] que el cociente E, = (U,)°/U, tiene dimensiéon 2y E, = E,,
para todo A € C (es decir, son un espacio proyectivo CP?), de forma que podemos definir un fibrado
E sobre el espacio de twistores TP = CP? con los E . como fibras [13].

Se pueden dar unas condiciones sobre el fibrado E [13] para que corresponda a un instantén de
winding number & = dim W de nuestra teoria de Yang-Mills SU(2).

Para construir el campo gauge asociado, se tomamos un punto x € S* repesentado por una recta

de CP? que junte los puntos
7=1(21,22,23,24) Y 0z2=(-22,21,~74,23). (3.117)

Si definimos un subespacio Fy C V de dos dimensiones que sea ortogonal a U, y a U, a la vez,
obtenemos un fibrado F sobre S* cuyas fibras son estos espacios Fy. A partir de este fibrado, se define
una derivada covariante y de ahi se obtiene el campo gauge A. Ademads, existe una correspondencia
entre la conexidén de este fibrado F' y el fibrado E construido sobre el espacio de twistores [13].

En [13] se muestra también que, al igual que en el caso de los cuaterniones, el nimero de pardme-

tros libres que tiene el multi-instantén es 8k — 3.
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Conclusiones

En este trabajo hemos desarrollado una introduccién a la topologia y geometria necesarias para
entender con detalle las teorfas gauge, que son una continuacién de lo que se ensefia en las asignaturas

de Topologia y Andlisis de los grados de Matematicas.

Juntando esto con lo aprendido en la asignaturas de Mecdanica y Ondas, Mecénica Cudntica y
Teoria Clasica de Campos, conseguimos desarrollar la accion y las ecuaciones del movimiento de una
teoria gauge, para luego profundizar en los instantones de una teoria SU(2). Calculamos explicita-
mente algunas de estas soluciones, tanto directamente como con la construcciéon ADHM, y pudimos
explicar parte de su importancia en la préctica, como ser la contribucién dominante en el célculo de

probabilidades de efecto tiinel entre vacios.

Como posibles expansiones de este trabajo, se podria profundizar m4s en la teoria de fibrados para
ver la construccién de instantones con todo el detalle posible o ver cdmo se adapta todo el contenido
a una teoria de campos con fermiones. También se pueden ver el resto de consecuencias fisicas que
tienen los instantones en teoria de campos, algunas de las cuales ya mencionamos en la introduccién

del trabajo y que son relevantes dentro y més alld del Modelo Esténdar.
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