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RAÍZ DE DOS

No entre aquí quien no sepa geometría

La palabra es mucho más

que la suma de sus letras: nadie entre,

nadie entre aquí que no,

nadie aquí que no sepa

deletrear lo impronunciable.

Nadie,

nadie entre que no aspire

a fracasar en el logos:

restar y restar y restar y—

Antifairesis infinita,

residuo inconquistable.

Entre aquí quien ya sepa

de la inconmensurabilidad de las cosas

que crecen hacia dentro.

Y cuando crea tener la solución,

atienda a las palabras del oráculo:

«intenta de este modo

duplicar el cubo, trisecar

los ángulos, convertir

en un cuadrado este círculo».

Necesitará entonces nuevas reglas,

fabricar nuevos compases: inventar

un lenguaje nuevo

para construir el mundo,

la nada,

lo imposible.

Quien esté dispuesto a ello, adelante:

ingrese en el reino

de la incompletitud.

María Elena Higueruelo, Los días eternos (2020).
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Introducción

La American Mathematical Society invita a un/a ponente, del que consideran ha hecho contribu-

ciones relevantes en matemáticas aplicadas, a impartir cada año la Josiah Willard Gibbs Lectureship.

En 1972, fue el físico teórico Freeman Dyson quien se encargó de dar la Gibbs Lecture [1]. Impartió

una conferencia titulada Missed opportunities en la que, en lugar de destacar las aplicaciones de las

matemáticas a la física de aquel momento, dio varios ejemplos de cómo la falta de comunicación en-

tre estas dos disciplinas, física teórica y matemáticas, había ralentizado el avance de ambas durante

las últimas décadas. Lo explicó con ejemplos de ramas muy distintas: teoría de números, geometría

diferencial, álgebra...

La geometría de fibrados y las teorías gauge podrían ser otro ejemplo más en esta lista: dos len-

guajes equivalentes que se desarrollaron simultáneamente durante la primera mitad del siglo pasado.

En un artículo de tan solo cinco páginas [2] Yang y Mills desarrollaron, sin saberlo1, la teoría de fibra-

dos principales y las conexiones sobre ellos para poder explicar una teoría gauge que generalizase el

electromagnetismo. Así, llegaron a las ecuaciones de Yang-Mills que presentaremos al final del trabajo

utilizando herramientas de teorías de campos2. De la formulación precisa de estas teorías surgieron

grandes problemas matemáticos y físicos en las últimas décadas del siglo pasado3; muchos siguen aún

hoy sin solución.

Uno de esos problemas en los que se lleva trabajando cuarenta años sin mucho éxito se ilustra en
1En una entrevista [3] Yang afirma que a pesar de lo que se dijo más tarde, en el momento en que desarrollaron la

teoría solo pretendían hacer una generalización del electromagnetismo, cuyo significado geométrico aún no se comprendía
en la comunidad física –otra oportunidad perdida de las que habló de Dyson–.

2La idea es partir de una teoría de campos y estudiar cómo estos cambian bajo una transformación gauge
local. Demuestran que para que la teoría sea consistente (ellos lo llaman isotropic gauge invariance, que se terminaría
convirtiendo en el isospin) los campos gauge deben transformarse de la forma en que lo hacen las conexiones sobre
fibrados principales. Además, construyen el field strength, que será la curvatura de la conexión y proponen la acción
de Yang-Mills por analogía al caso electromagnético y de ahí derivan –utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange– las
ecuaciones de Yang-Mills. El objetivo de este trabajo es que toda esta construcción quede clara y se entienda como la
más natural posible una vez propuesto el concepto de fibrado principal.

3Por ejemplo, dos casos que llevaron a medallas Fields: la conjetura de Calabi [4] en geometría diferencial y su relación
con las teorías supersimétricas o el uso de teorías topológicas cuánticas de campos (TQFTs) para calcular invariantes de
nudos (en concreto, en el famoso [5], Witten estudiaba la teoría de Chern-Simons 3 dimensional, que se corresponde con
la parte topológica de una teoría de Yang-Mills).
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Figura 1: Representación de los números de Hodge 5 de la «lista de Kreuzer y Skarke» 6 . Se representa
2(h11 − h21) en el eje de las x y h11 + h21 en el eje de las y. Figura 1 de [6].

la figura 1. Ciertos invariantes de una cantidad ingente de variedades resultan seguir una estructura

muy simétrica, y no se entiende por qué razón es así. Este hecho se conoce como mirror symmetry y

es un problema en el que se investiga tanto en matemáticas –por ser muy importante en geometría

algebraica– como en física teórica. Lo que se conjetura es que las variedades «espejo» son en cierta

forma equivalentes. En teoría de cuerdas esto se traduce en que la teoría resultante de poner una u otra

variedad como geometría de las dimensiones extra4 del espaciotiempo, termina por ser la misma. En

este trabajo no pretendemos explicar este problema y ni siquiera llegaremos a definir los conceptos que

hacen falta para poder enunciarlo con rigor. Sin embargo, sí llegaremos a las ecuaciones de Yang-Mills

y a explicar que el conjunto de todas sus soluciones tiene una estructura, que se llama espacio de moduli

de Yang-Mills. Estructura que se cree tiene mucha relación con la mirror symmetry a través de unas

relaciones de espacios de moduli sobre los que se trabaja ahora mismo tanto en geometría algebraica

como en teoría de cuerdas, en física teórica.

Este fenómeno –la asincronía en el enfrentarse la comunidad de la física o las matemáticas a los

mismos problemas y el no comunicarse– lo ilustraba Dijkraaf en una viñeta (figura 2) que sirvió como

portada de la recopilación Quantum Fields and Strings: a Course for Mathematicians [7], un curso para

estudiantes de matemáticas organizado en Princeton en 1996-1997. El profesorado estaba formado por

algunas de las figuras más relevantes de la física teórica y las matemáticas del momento. El objetivo era
4Se sabe que para que las teorías de cuerdas sean consistentes se necesitan añadir dimensiones extra a las cuatro del

espaciotiempo «ordinario». Las dimensiones extra se suponen compactas y muy pequeñas –si no ya se habrían tenido que
detectar–. En el caso de las teorías supersimétricas se necesitan 10 dimensiones, que se consiguen mediante variedades de
Calabi-Yau 3 dimensionales (complejas). La razón por la que estas aparecen es muy interesante desde el punto de vista
geométrico: las variedades Kahler resultan ser el escenario perfecto para desarrollar la supersimetría.

5Unos invariantes de variedades complejas proyectivas que son muy importantes en geometría algebraica. Son la
dimensión de los espacios de la descomposición de la cohomología de una variedad Kahler (teorema de Hodge).

6Todos los polihedros 4dimensionales reflexivos, estudiados computacionalmente, a los que les corresponde una familia
de variedades de Calabi-Yau.
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Figura 2: Viñeta de la portada de [7].

propiciar la conversación y el entendimiento entre estas disciplinas, consiguiendo por ejemplo que los/las

matemáticos/as entendieran las intuiciones físicas que habían llevado a algunas de estas propuestas

tan fascinantes que habían revolucionado el álgebra y la geometría. Esta idea de colaboración debería

seguir hoy más vigente que nunca7, pues como ya hemos dicho, no se han resuelto gran parte de los

problemas propuestos en aquellos años.

Hemos dado solo algunas de las muchas razones por las que merece la pena estudiar geometría de

fibrados tanto en física como en matemáticas y, especialmente, por qué estudiarla teniendo en cuenta la

relación que hay entre ambas «interpretaciones», ambos lados del diccionario, que no son más que las dos

caras de una misma moneda, para poder aspirar a formular mejores preguntas y a resolver problemas

interesantes en ambas disciplinas. Seguramente se pueda afirmar que para comprender siquiera la

mayor parte de los ejemplos que hemos ido dando, es necesario familiarizarse antes con la teoría de

fibrados, pues está en los fundamentos de mucha geometría posterior. Podemos ilustrarlo de nuevo

con una analogía física, históricamente no excesivamente precisa-: el mayor hallazgo de la relatividad

general es explicar cómo la gravedad viene codificada en la geometría. Cuando Einstein la propuso,

ya se conocían la teoría moderna del electromagnetismo a través de las leyes de Maxwell, por lo que

de forma natural se intentó unificar estas dos fuerzas buscándole una interpretación geométrica a esta

última8. El planteamiento de la teoría de fibrados pasa por entender que ese campo electromagnético
7Cada año se organizan congresos alrededor de estas ideas: juntar a físicos/as y matemáticos/as para que puedan

construir un lenguaje común con el que avanzar en ambos campos.
8Esto se continua intentando, por supuesto: entender ahora de qué forma la cuántica juega un papel en la estructura

microscópica del espaciotiempo, comprender la gravedad cuántica.
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no es un campo «usual» sino que apunta a un espacio más grande que el espaciotiempo. En física este es

el «espacio interno» y de aquí en adelante esta será precisamente la idea de fibrado: sobre una variedad

base –el espaciotiempo– se coloca un fibrado al que exigiremos que se comporte «bien». Lo intuitivo,

por supuesto, es imaginarse un espacio que sea el producto cartesiano entre el espaciotiempo y eso a

lo que hemos llamado espacio interno. Este ejemplo es un fibrado9, pero no tiene el verdadero sabor a

fibrado, que va a estar retorcido en un sentido que precisaremos más adelante. Quizá, lo más bello de

esta historia es que no se trata de un artefacto matemático para formular estas teorías físicas de forma

más compacta o elegante, sino que al final del día termina siendo la forma más natural de formular

fenómenos que vemos en la naturaleza. El objetivo del trabajo es mostrar por qué razón esto es lo más

natural que se podría hacer y de qué forma entran en juego distintas partes de las matemáticas para

realizar esta construcción.

Para poder estudiar teoría de fibrados principales sobre variedades diferenciables hay que conocer

algunas definiciones y resultados básicos sobre variedades diferenciables, grupos de Lie y acciones de

grupos de Lie sobre variedades. En la primera parte del trabajo dedicamos un capítulo a cada una de

estas cuestiones, intentando cubrir todos los contenidos comprendidos entre la asignatura de Geometría

de curvas y superficies y el punto de partida necesario para construir los fibrados principales, que serán

el objeto principal de estudio del trabajo.

En el resto del trabajo nos encargamos del estudio de los fibrados principales sobre variedades

diferenciables, utilizando las herramientas desarrolladas en los capítulos anteriores. En el capítulo 4

definimos el concepto de fibrado y lo ilustramos con el ejemplo del fibrado tangente. Nos centramos

después en el caso del fibrado principal asociado a la acción de un grupo de Lie sobre una variedad.

También definimos fibrados asociados, prestando especial atención al caso vectorial, cuyas secciones

serán los campos de materia de las teorías gauge. Ilustramos todos estos conceptos con el ejemplo del

fibrado de las referencias, que nos permite además entender gran parte de la geometría diferencial que

vimos en 1 desde otra óptica distinta. El capítulo 5 trata sobre los conceptos de conexión y curvatura

asociados a un fibrado principal. Con el material de estos dos capítulos, en los que también se estudia

lo que significa en matemáticas lo gauge10, ya tenemos las herramientas suficientes como para construir

teorías gauge como el modelo estándar. En el capítulo 6 estudiamos brevemente la teoría de Yang-Mills,

que es el ejemplo paradigmático de teoría gauge.

9El fibrado trivial.
10En particular, las transformaciones gauge como automorfismos de fibrados principales, lo que le da sentido –si

se piensa desde la óptica de teoría de categorías– plantearse la pregunta de cómo es algo salvo por transformaciones
gauge, es decir, módulo los automorfismos de la categoría, de forma análoga a cuando pretendemos clasificar los espacios
topológicos módulo homeomorfismo.
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Capítulo 1

Algunos conceptos de geometría

diferencial

La geometría diferencial se encarga de generalizar el estudio de curvas y superficies, que se desarrolló

mayoritariamente durante los siglos XVIII y XIX, al de otros objetos más generales, a los que solo se les

pide ser localmente un espacio euclídeo. Del estudio de lo primero trataba la asignatura Geometría de

curvas y superficies del grado en matemáticas. Por eso, el objetivo de este capítulo es introducir todo

el lenguaje matemático necesario para desarrollar la teoría de fibrados y algunas de sus aplicaciones,

partiendo desde la intuición y los conceptos que sí conocemos para superficies. Por su extensión y dado

que esta no es la parte principal del trabajo sino la presentación de distintas herramientas que vamos

a ir utilizando, no se va a hacer la mayor parte de demostraciones de los resultados que se enuncien,

aunque sí se intentará dar justificaciones constructivas en todo lo posible.

El capítulo se estructurará en tres partes. En la primera parte desarrollaremos el «diccionario»

básico en el mundo de las variedades: definiremos variedad diferenciable así como los morfismos entre

ellas y prestaremos especial atención al concepto de vector y espacio tangente. Se definen el fibrado

tangente y cotangente –sin ahondar en su naturaleza de fibrados– y los campos de vectores y de formas.

Para ello he seguido mayoritariamente el planteamiento de [8] utilizando también otras referencias como

[9], [10], [11],[12] y [13]. La segunda parte es una revisión rápida de los conceptos claves de variedades

(pseudo)riemannianas: un tipo especial de variedades a las que se les puede dotar de una métrica.

Lo más importante será la definición de conexión, transporte paralelo y derivada covariante, pues

nos aparecerán más adelante sus análogos en fibrados principales. Para esta sección hemos utilizado

el capítulo 10 de [12]. Por último, hacemos una revisión rápida del teorema de Frobenius así como

del concepto de integrabilidad de distribuciones en variedades diferenciables. Por ser este concepto
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algo directamente relacionado con los fibrados, hemos tratado de dar una motivación intuitiva pero

también formal, de manera que cuando el concepto de fibrado y sección de un fibrado se introduzcan

en el capítulo 4, todas las definiciones cobren sentido. Para esto hemos seguido el capítulo 8 de [14].

1.1. Variedades diferenciables

1.1.1. Primeras definiciones: los objetos y las flechas

Una variedad diferenciable es un «espacio» que localmente se «parece» a Rn (dotado con su es-

tructura topológica y diferencial habitual)1. Esto se formaliza de la siguiente manera: dado un espacio

topológico Hausdorff que satisfaga el segundo axioma de numerabilidad M2, diremos que una familia

D = {(Ui, ϕi)}i∈I es una estructura diferenciable sobre M si cumple:

i. {Ui}i∈I es un recubrimiento abierto de M .

ii. ∃n ≥ 1 : ∀i ∈ I, ϕi es un homeomorfismo de Ui sobre un abierto de Rn.

iii. La aplicación ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi (Ui ∩ Uj)→ ϕj (Ui ∩ Uj) es una aplicación de clase C∞ entre abiertos

de Rn si i, j ∈ I cumplen Ui ∩ Uj ̸= ∅.

iv. La familia D es maximal.

Diremos que M ≡ (M,D) es una variedad diferenciable de dimensión n3. A cada par (U, ϕ) ∈ D

se le llama carta de la variedad y a cada recubrimiento (no necesariamente maximal) {(Ui, ϕi)}i∈I de

M por cartas de D, atlas de M . Definimos las funciones coordenadas de la carta (Ui, ϕi) como

xj = pj ◦ ϕi : Ui → R, donde pj : Rn → R son las proyecciones canónicas. Esto hace que llamemos

cambios de coordenadas a las aplicaciones de (iii). En caso de que les exijamos ser tan solo de clase

Ck diremos que la estructura diferenciable D es de clase Ck.

Dada una variedad diferenciable M de dimensión n, sobre cualquier subconjunto abierto suyo

U ⊆M se induce una estructura diferenciable que lo convierte también en una variedad n-dimensional.

También podremos construir variedades como producto de otras dadas: si M,N son variedades dife-

renciables de dimensión n,m y AM ,AN atlas diferenciables sobre M,N respectivamente, podemos
1O a otro espacio euclídeo. A lo largo del trabajo haremos algún comentario sobre variedades diferenciables complejas,

que localmente son Cn, pues tienen una estructura riquísima y especialmente interesante en física, pero mayoritariamente
trataremos el caso real.

2Estas dos condiciones se podrían relajar y utilizar especios topológicos más generales pero en la práctica los termi-
naremos exigiendo para asegurar la existencia de particiones de la unidad y todos los casos con los que vamos a trabajar
lo cumplen.

3Gracias al teorema de la función inversa y a que los cambios de coordenadas son difeomorfismos entre abiertos de
Rn, la dimensión de una variedad está bien definida –no depende de la carta ni del atlas–.
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construir un atlas diferenciable sobre M ×N con la topología producto:

A = {(U × V, ψ × φ) | (U,ψ) ∈ AM , (V, φ) ∈ AN ,

Como las variedades tienen estructura de espacio topológico ya tenemos heredado el concepto de

aplicación continua. Además, nos interesa definir una noción de diferenciabilidad que generalice la del

análisis real a nuestras variedades. Una aplicación F : M → N entre dos variedades M y N se dice

diferenciable en p ∈ M si existen cartas (V, ϕ) de N con F (p) ∈ V y (U,ψ) de M con p ∈ U tal

que F (U) ⊆ V , y la aplicación ϕ ◦ F ◦ ψ−1 : ψ(U) → ϕ(V ) es diferenciable en ψ(p) como aplicación

entre abiertos de Rn y Rm. Además, F se dice diferenciable en M si es diferenciable en todo punto.

Denotamos al conjunto de aplicaciones diferenciables de M en N como C∞(M,N)4.

Como esta definición exige que los cambios de cartas sean de clase C∞, nos aseguramos que el «ser

diferenciable en p ∈M» esté bien definido: no depende de las cartas (V, ϕ), (U,ψ). Este es un concepto

local: queremos ser capaces de aplicar el cálculo de Rn a las variedades y para ello vamos a utilizar las

funciones coordenadas, es decir, a escoger unas cartas. Ahora bien, una pregunta global que tiene sentido

hacernos al igual que hacemos al estudiar cualquier otro tipo de estructura matemática es: ¿cuándo dos

variedades nos resultaran equivalentes? La respuesta siempre es la misma, cuando exista una aplicación

entre ellas que conserve la estructura que nos interese: en álgebra lineal son los isomorfismos lineales,

en topología los homeomorfismos y en geometría diferencial serán los difeomorfismos5. Una aplicación

biyectiva F :M → N entre dos variedades diferenciables M y N se llama difeomorfismo si F y F−1

son aplicaciones diferenciables. En tal caso, M , N se dicen variedades difeomorfas. Un difeomorfismo

local es una aplicación diferenciable F :M → N tal que ∀p ∈M , existen entornos abiertos U de p en

M y V de F (p) en N tales que F |U : U → V es un difeomorfismo.

Es fácil demostrar que la identidad, las funciones constantes y la composición de aplicaciones dife-

renciables son a su vez diferenciables. Por otra parte, el problema de clasificación, aún no resuelto en

general6, que tiene sentido hacerse entonces es: dada una variedad M , ¿cuántas estructuras diferencia-

bles no difeomorfas podemos construir sobre ella?
4Simplificamos C∞(M,R) ≡ C∞(M).
5Es decir, los isomorfismos de la categoría correspondiente.
6Por ejemplo, para el caso de S4.
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1.1.2. Derivadas, vectores, espacio tangente

Para definir el concepto de diferencial de una función en Rn utilizamos su estructura de espacio

vectorial. Nuestras variedades diferenciables no tienen estructura de espacio vectorial7 así que para

entender cómo se formalizan las nociones de derivada o recta tangente a una función vamos a tener

que introducir un concepto vital en la geometría diferencial: el espacio tangente.

Dada una variedad M y un punto p suyo, denotamos por C∞(p) al anillo de los gérmenes de

funciones diferenciables alrededor de p. Se trata del cociente de las funciones diferenciables

definidas en algún entorno de p dado por la relación de equivalencia que identifica a las funciones que

coincidan en algún entorno de p8. Entonces, decimos que un operador v : C∞(p) → R es un vector

tangente a M en p si actúa como una derivación lineal sobre C∞(p): es lineal – v(af + bg) = av(f)+

bv(g) – y cumple la regla del producto – v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g) – ∀f, g ∈ C∞(p), ∀a, b ∈ R.9

Otra definición de vector tangente a una variedad en un punto, generalización de la que estudiamos

en la asignatura Geometría de curvas y superficies, es la que viene de utilizar las curvas diferenciables

que pasan por un punto10. Sea α : I ⊆ R → M una curva diferenciable con t0 ∈ I tal que α(t0) = p.

Entonces, la aplicación

α′(t0) : C
∞(p) −→ R

f 7−→ α′ (t0) (f) :=
d

dt

∣∣∣∣
t0

(f ◦ α)(t),

es un vector tangente a M en p: el vector tangente o velocidad de α en t0.

Ambas definiciones son equivalentes11 así que podemos denotar por TpM al conjunto de vectores

tangentes a M en p. Dados u, v ∈ TpM, f ∈ C∞(p) y a ∈ R basta con definir (u+ v)(f) = u(f)+ v(f)

y (av)(f) = av(f) para tener una estructura de espacio vectorial real al que llamaremos espacio

tangente a M en p.

La dimensión del espacio tangente a una variedad diferenciable M siempre va a ser la dimensión

de esa variedad12. Aunque esto es algo intuitivo, pues precisamente una variedad diferenciable es algo

que localmente se parece a Rn con ese n constante, vamos a probarlo construyendo una base de TpM :
7De hecho, como un espacio vectorial sobre un cuerpo viene totalmente determinado por su dimensión, la única

variedad real de dimensión n que es a su vez un espacio vectorial es Rn.
8Es claro que C∞(M) ⊆ C∞(p)
9Se puede demostrar que la misma formulación con funciones de C∞(M) en lugar de con gérmenes de funciones es

equivalente. Intuitivamente se entiende que, dado v un vector tangente a p con la definición anterior, si f, g ∈ C∞(M)
coinciden en algún entorno de p se tendrá que v(f) = v(g).

10Aplicaciones α : I ⊆ R → M diferenciables.
11Se puede probar que cada vector tangente a M en p es la velocidad de una curva diferenciable que pasa por p y que

la aplicación α′(t0) es de hecho una derivación sobre C∞(p).
12Entonces, TpM ∼= Rn: a cada vector de Rn le podemos asociar una derivación que actúe sobre C∞(M).
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dada una carta (U, ϕ = (x1, . . . , xn)) suya definimos

(
∂

∂xi

)
p

: C∞(p) −→ R

f 7−→
(
∂

∂xi

)
p

(f) ≡ ∂f

∂xi
(p) :=

∂
(
f ◦ ϕ−1

)
∂ri

∣∣∣∣∣
ϕ(p)

,

donde r1, . . . , rn son las coordenadas canónicas de Rn. Puede demostrarse que
{(

∂
∂xi

)
p

}n
i=1

es una

base de TpM , por lo que dado un vector v ∈ TpM se tendrá que v =
∑n

i=1 v (xi)
(

∂
∂xi

)
p

13.

El caso de Rn es especial pues, como vamos a motivar ahora, el espacio tangente en cada punto

puede ser identificado con él mismo, de manera que se establece una «conexión» trivial entre todos

los espacios tangentes que nos permite comparar vectores en distintos puntos, hablar de campos de

vectores constantes o derivarlos con facilidad. La aplicación

λ : Rn −→ TpRn

v 7−→ [λ(v)](f) =
d

dt

∣∣∣∣
0

f(p+ tv) ∀f ∈ C∞ (Rn) ,

es un isomorfismo de espacios vectoriales. Igualmente, también se puede pensar que cada vector v

tangente a Rn en p ∈ Rn (visto como derivación) se identifica con su lista de coordenadas respecto

a la base de TpRn asociada a la carta (Rn, IdRn) utilizando precisamente el inverso del isomorfismo

anterior λ−1(v) = (v(x1), . . . , v(xn)).

Ahora ya estamos en condiciones de generalizar el concepto de diferencial de una función del

análisis de Rn. Dada una función diferenciable entre dos variedades F ∈ C∞(M,N) y p ∈M , se define

la diferencial de F en p como

dFp ≡ F∗p : TpM −→ TF (p)N

v 7−→ [dFp(v)] (f) := v(f ◦ F ), ∀f ∈ C∞(F (p)).

Es claro que dFp es una aplicación lineal y dFp(v) ∈ TF (p)N . Si pensamos en v ∈ TpM como vector

tangente a una curva diferenciable α : (−ε, ε) → M con α(0) = p se puede demostrar que dFp(v) =

(F ◦α)′(0). Además, se cumple la regla de la cadena, como pasa en el cálculo real: dadas F ∈ C∞(M,N)

13También se puede denotar, y así se hace siempre en física,
(

∂
∂xi

)
p
= ∂p

i y de tal forma que mediante notación

de Einstein v = vi∂p
i . Aunque habitualmente utilizamos campos vectoriales – y pensamos en bases locales, dándonos

un poco igual escribir la dependencia en p explícitamente pues se sobreentiende – en lugar de vectores tangentes a la
variedad en un punto.
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y G ∈ C∞(N,P ) tenemos que d(G ◦ F )p = dGF (p) ◦ dFp, ∀p ∈ M . Por otra parte, si F es un

difeomorfismo tendremos que dFp será un isomorfismo y (dFp)
−1 = d

(
F−1

)
F (p)
∀p ∈M .

Una fórmula que utilizaremos con frecuencia siempre que trabajemos en coordenadas será

dFp

((
∂

∂xj

)
p

)
=

n∑
i=1

∂ (yi ◦ F )
∂xj

(p)

(
∂

∂yi

)
F (p)

∀j = 1 . . . , n,

donde (U,ψ = (x1, . . . , xn)) , (V, ϕ = (y1, . . . , ym)) son cartas de M y N alrededor de p y F (p) respecti-

vamente. Es claro que la matriz M (dFp, B1, B2) dada por la ecuación anterior14 es la matriz jacobiana

de ϕ ◦ F ◦ ψ−1 en ψ(p).

Ahora podemos enunciar una caracterización de los difeomorfismos locales entre variedades

M,N , es decir, las aplicaciones que conservan localmente la estructura diferenciable, mediante el teo-

rema de la función inversa. Serán las aplicaciones F ∈ C∞(M,N) tales que dFp : TpM → Tf(p)N es

un isomorfismo de espacios vectoriales ∀p ∈M . Enunciamos el teorema sin demostrarlo:

Sean M,N dos variedades diferenciables, F ∈ C∞(M,N) y p ∈M . Entonces, dFp : TpM → TF (p)N

es un isomorfismo de espacios vectoriales si y sólo si existen abiertos U ⊂ M,V ⊂ N con p ∈ U y

U ⊆ V tales que F|U : U → V es un difeomorfismo. Es decir, si F es un difeomorfismo local.

Es importante destacar el siguiente ejemplo que nos va motivar la definición del dual del espacio

tangente: dado p ∈M , si f ∈ C∞(M), la composición del isomorfismo canónico λ−1 : Tf(p)R→ R con

dfp : TpM → Tf(p)R puede identificarse con dfp para verla como un elemento del espacio dual de TpM :

dfp ∈ (TpM)∗ ≡ T ∗
pM . Si Id : R→ R, entonces

dfp ≡ λ−1 ◦ dfp : TpM −→ R

v 7−→ dfp(v) = λ−1(dfp(v)) = [dfp(v)](Id) = v(Id ◦ f) = v(f),

muetra lo deseado. Decimos que T ∗
pM es el espacio cotangente de M en p. Por tratarse del dual de un

espacio vectorial de un espacio de dimensión finita ya sabemos que será (no canónicamente) isomorfo

a él. Podemos construir la base dual a la que dimos anteriormente de TpM asociada a una carta

(U, ϕ = (x1, . . . , xn)): {((dx1)p, . . . , (dxn)p} considerando la diferencial de las funciones coordenadas

xi : U → R15.

Como motivamos al principio del capítulo, las variedades diferenciables son una generalización de

las superficies regulares que estudiamos en otras asignaturas. Ahora vamos a dar una definición de
14Esta matriz por coordenadas es (M (dFp, B1, B2))

j
i = ∂(yi◦F )

∂xj
(p).

15Se cumple que (dxi)p(
(

∂
∂xj

)
p
) = δij donde δij es la delta de Kronecker.
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subvariedad que nos va a permitir recuperar la noción de superficie e hipersuperficie en Rn.

Dadas dos variedades diferenciables M y N , p ∈M y una aplicación F ∈ C∞(M,N), tenemos que:

i) si dFp es inyectiva para cada p ∈M , de F se dice que es una inmersión de M en N , ii) si F es una

inmersión de M en N y además, F es inyectiva, entonces a M se la llama subvariedad de N y iii) si

M es una subvariedad de N y F es un embebimiento topológico16, se dice que M es una subvariedad

regular de N .

Un resultado muy importante en R3 era el que nos permitía construir superficies de forma implícita

como antiimagen de un valor regular de una aplicación diferenciable. Para generalizar esto al caso de

las variedades diferenciables necesitamos definir valor regular en este contexto. Dada una aplicación

F ∈ C∞(M,N) entre dos variedades diferenciables M,N , decimos que p ∈ M es un punto regular

de F si dFp es sobreyectiva; en caso contrario se dirá que es un punto singular. Igualmente, un punto

q ∈ N se llama valor regular si F−1(q) está formado puntos regulares.

De F se dirá que es una submersión de M en N si dFp es sobreyectiva ∀p ∈ M17. Entonces, se

puede demostrar que dada una aplicación diferenciable F ∈ C∞(M,N) entre dos variedades diferen-

ciables M,N de dimensiones m,n respectivamente, q ∈ N un valor regular de F tal que F−1(q) ̸= ∅.

Entonces, F−1(q) es una subvariedad regular de M de dimensión n−m.

1.1.3. Campos y formas diferenciables. Tensores. Nuestros primeros fibrados

Dada una variedad diferenciable M , decimos que TM =
⋃
p∈M TpM es su fibrado tangente.

Representaremos a los elementos de TM como v ∈ TpM o (p, v) indistintamente según el contexto18.

Se puede demostrar que TM es una variedad diferenciable 2n-dimensional con estructura diferenciable

heredada de la de M : dada una carta (U, ϕ) de M se induce sobre TM la carta (π−1(U), ϕ̃) dada por

ϕ̃(p, v) = (ϕ(p), v(x1), . . . , v(xn)).

Vamos a introducir ahora uno de los conceptos que más utilizamos en física: los campos vectoriales

o tensoriales. De forma análoga a lo que hicimos con el concepto de vector tangente, presentamos

distintas definiciones. En primer lugar, un campo vectorial puede verse como una sección diferenciable

del fibrado tangente. Es decir, dada una variedad M , decimos que una aplicación X : M → TM es

un campo vectorial si se cumple π ◦ X = IdM . Está claro que la base de TpM que construimos a

partir de una carta (U, ϕ = (x1, . . . , xn)) puede verse, al extenderse a todo p ∈ U , como un conjunto de
16Homeomorfismo en su imagen. Es decir, F : M → F (M) ⊆ N es un homeomorfismo cuando en F (M) se considera

la topología de subespacio inducida por N .
17Hay que darse cuenta de que la idea ahora es la contraria: la dimensión de la variedad de llegada es más pequeña

que la de partida y de hecho una aplicación será una submersión si dFp tiene rango (como homomorfismo entre espacios
vectoriales) igual a la dimensión de la variedad de llegada ∀p ∈ M .

18Denotamos por π a la proyección canónica π : TM → M dada por π(v) = p, ∀v ∈ TpM .
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campos de vectores sobre U al que llamaremos campos vectoriales coordenados. De hecho, dado

un campo vectorial X sobre M , existirán n funciones ai : U → R, i = 1, . . . , n. tales que

X |U=
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
19.

El campo vectorial X se dice diferenciable si X ∈ C∞(M,TM). Una condición equivalente es

que exista un atlas {(Uα, ψα = (xα1 , . . . , x
α
n))}α∈A en M tal que las funciones aαi : Uα → R anteriores

asociadas a (Uα, ψα = (xα1 , . . . , x
α
n)) sean diferenciables para todo i = 1, . . . , n y todo α ∈ A20. Al

conjunto de campos vectoriales diferenciables sobre M lo denotaremos por X(M). Es fácil probar

que X(M) tiene estructura de espacio vectorial (real) y de módulo sobre el anillo C∞(M): dados

X,Y ∈ X(M), a ∈ R y f ∈ C∞(M) se tiene que X + Y, aX, fX ∈ X(M).

Igual que entendimos los vectores tangentes a una variedad en un punto como las derivaciones

lineales sobre funciones definidas en un entorno de ese punto vamos a entender los campos vectoriales

como derivaciones de funciones definidas sobre la variedad21. Dado un campo vectorial X ∈ X(M)

podemos definir una aplicación FX : C∞(M) → C∞(M) como [FX(f)](p) = Xp(f) de manera que

FX actúa como una derivación lineal sobre C∞(M). Igualmente, dada una derivación F : C∞(M) →

C∞(M) podemos definir un campo de vectores X ∈ X(M) como Xp(f) = [F (f)](p). De hecho, de aquí

en adelante identificaremos indistintamente X y FX .

Además, se puede dotar a X(M) de una estructura de álgebra de Lie al considerar el corchete de Lie

de dos campos. Las álgebras de Lie nos apareceran en el siguiente capítulo y serán muy importantes.

Damos ahora la definición y el caso concreto de los campos vectoriales. Un álgebra de Lie22 es un

espacio vectorial V junto a una aplicación [ , ] : V × V → V bilineal, antisimétrica que cumple la

identidad de Jacobi : [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0 ∀u, v, w ∈ V 23 a la que llamamos corchete

de Lie. Así, el corchete de Lie [ , ] : X(M) × X(M) → X(M) de dos campos vectoriales se define

como[X,Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)), ∀f ∈ C∞(M).

Dado un difeomorfismo entre dos variedades diferenciables f : M → N podremos definir f∗ :

X(M) → X(N) de forma que (f∗X)f(p) := dfp(Xp) ∀X ∈ X(M), ∀p ∈ M., el push forward del campo

X por la aplicación f24. Entonces, se cumple que:
19De hecho, cuando damos los campos vectoriales en Rn como una colección de funciones lo que estamos dando son

estas coordenadas ai.
20Se puede demostrar que esta definición no depende del atlas.
21Se puede demostrar que dado v ∈ TpM va a existir un campo X ∈ X(M) tal que Xp = v.
22El ejemplo más sencillo que se nos puede ocurrir es el producto vectorial en R3, que se puede pensar en nuestro

lenguaje en términos de corchete de Lie de campos constantes.
23Merece la pena darnos cuenta de que esta es una de las primeras operaciones no asociativas con las que trabajamos,

la identidad de Jacobi justamente explica de qué precisa forma lo es.
24En realidad puede definirse un concepto más general: el de campos f -relacionados. Es necesario exigir que f sea un



13

1. (f∗X)(h) = X(h ◦ f)f−1, ∀h ∈ C∞(N).

2. f∗(aX + bY ) = af∗X + bf∗Y, f∗(fX) =
(
g ◦ f−1

)
f∗X, ∀a, b ∈ R, X, Y ∈ X(M), g ∈ C∞ (M).

3. [f∗X, f∗Y ] = f∗[X,Y ], ∀X,Y ∈ X(M).

4. Si g : M → N, f : N → L son difeomorfismos, entonces (f ◦ g)∗ = f∗ ◦ g∗. Además,
(
f−1

)
∗ =

(f∗)
−1 , (1M )∗ = (1X(M))

∗.

Se puede demostrar que, dado un conjunto de difeomorfismos Γ de M en M , el conjunto de cam-

pos vectoriales invariantes: AΓ(M) = {X ∈ X(M) | ϕ∗X = X ∀ϕ ∈ Γ}, es un subálgebra de Lie de

X(M)25

Algo muy importante en física cuando queremos formular geométricamente la mecánica clásica o

en el estudio de sistemas dinámicos es el concepto de flujo asociado a un campo vectorial. Merece

la pena entonces pararse a explicar este concepto: dado un campo vectorial sobre una variedad X ∈

X(M)26, de una curva diferenciable α : I ⊆ R → M27 se dice que es una curva integral de X si

α′(t) = Xα(t) ∀t ∈ I. La condición anterior se traduce, en cada punto, en un sistema de ecuaciones

diferenciales de primer orden que tendrá solución única al imponerle la condición α(0) = p. Entonces,

a cada campo X le podemos asociar una aplicación, el flujo de X,

ϕ : U ⊆ R×M →M

(t, p) 7→ ϕt(p) = γp(t),

donde γp es la curva integral de X tal que γp(0) = p. En caso de que el flujo esté definido en todo R×M

diremos que el campo X es completo. Dado un campo completo X y su flujo ϕ, el conjunto G = {ϕt :

t ∈ R} ⊆ C∞(M) tiene estructura de grupo (abeliano) con la composición como operación interna. Lo

llamamos grupo local de difeomorfismos o grupo uniparamétrico de difeomorfismos de M

y cumple que ϕt ◦ ϕs = ϕt+s ∀t, s ∈ R.

De manera análoga al fibrado tangente, definimos el fibrado cotangente de una variedad diferen-

ciable M como T ∗M :=
⋃
p∈M T ∗

PM . Representaremos a los elementos de T ∗M como ω ∈ T ∗
pM o (p, ω)

indistintamente según el contexto28. Se puede demostrar que T ∗M es una variedad diferenciable 2n-

dimensional con estructura diferenciable heredada de la deM . Igual que antes definimos los campos vec-

difeomorfismo y no basta con tomar una aplicación C∞ para poder asegurar que dfp(Xp) sea un campo vectorial.
25Será importante para el caso de los grupos de Lie, en que un conjunto especial de (auto)difeomorfismos vendrán

determinados por los elementos del propio grupo.
26Equivalentemente podríamos tomar un campo definido sobre un abierto U ⊆ M .
27Suponemos sin pérdida de generalidad que 0 ∈ I y que I es el dominio maximal de definición de α.
28Denotamos por π a la proyección canónica π : T ∗M → M dada por π(ω) = p, ∀ω ∈ T ∗

pM .
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toriales como secciones del fibrado tangente, diremos que una aplicación ω :M → T ∗M es un campo

de 1-formas diferenciales29 o un campo de covectores si se cumple que π◦ω = IdM . Igual que an-

tes, la base de T ∗
pM que construimos a partir de una carta (U, ϕ = (x1, . . . , xn)), {((dx1)p, . . . , (dxn)p},

al extenderse a todo p ∈ U , es una colección de 1-formas. De hecho, dada una 1-forma ω :M → T ∗M

existen n funciones ai : U → R, i = 1, . . . , n tales que

ω |U=
n∑
i=1

ai(dx
i)p.

La 1-forma ω se dice diferenciable si ω ∈ C∞(M,T ∗M). Una condición equivalente es que exista

un atlas
{(
Uα, ψα =

(
x1α, . . . , x

n
α

))}
α∈A en M tal que las funciones aαi : Uα → R anteriores asociadas

a
(
Uα, ψα =

(
x1α, . . . , x

n
α

))
sean diferenciables para todo i = 1, . . . , n y todo α ∈ A30. Al conjunto de

1-formas diferenciales sobre M lo denotaremos por Ω1(M). Es fácil probar que Ω1(M) tiene estructura

de espacio vectorial (real) y de módulo sobre el anillo C∞(M): ∀ α, β ∈ Ω1(M), a ∈ R y f ∈ C∞(M)

se tiene que α+ β, aα, fα ∈ Ω1(M). El ejemplo más sencillo de 1-forma que tenemos es la diferencial

de una función diferenciable: f ∈ C∞(M) implica que df ∈ Ω1(M).

Podemos ver que los campos de 1-formas son de hecho el módulo dual al de los campos vectoriales.

De forma análoga a lo que hicimos para X(M), dado α ∈ Ω1(M) podremos definir Fα : X(M) →

C∞(M) mediante [Fα(X)] (p) = αp (Xp). Se puede comprobar que Fα(X + Y ) = Fα(X) + Fα(Y ) y

Fα(fX) = fFα(X), ∀f ∈ C∞(M). Recíprocamente, dada una aplicación F : X(M) → C∞(M) que

cumpla lo anterior, se podrá definir un campo de 1-formas diferenciable α : M → T ∗M , dado por

αp(v) = [F (X)](p), donde X ∈ X(M) es un campo vectorial que cumpla Xp = v31.

Por completitud añadimos el siguiente enunciado que nos habla de los pullbacks de 1-formas por una

aplicación diferenciable: dada f ∈ C∞(M,N) se puede definir un homomorfismo de espacios vectoriales

f∗ : Ω1(N) → Ω1(M) como [f∗(α)]p(v) := αf(p)(dfp(v)) ∀α ∈ Ω1(N), ∀v ∈ TpM, ∀p ∈ M . Además,

tiene las siguientes propiedades:

1. f∗(gα) = (g ◦ f)f∗α, ∀α ∈ Ω1(N), g ∈ C∞(N).

2. Si g ∈ C∞(N,P ) es otra aplicación diferenciable, entonces (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗. Además, (1M )∗ =

1Ω1(M).

Ahora vamos a introducir el fibrado tensorial con la intención de formalizar el concepto de
29De aquí en adelante utilizaremos 1- forma y campo de 1-formas diferenciables indistintamente.
30Igual que en el caso de los campos vectoriales diferenciables, se puede demostrar que esta definición no depende del

atlas.
31Este campo existe por la afirmación análoga para campos vectoriales.
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campo tensorial como una generalización de lo anterior. Es decir, como sección diferenciable de un

cierto fibrado vectorial. Construimos el (p, q)-fibrado tensorial como

T pq M = TM ⊗ p. . .⊗ TM ⊗ T ∗M ⊗ q. . .⊗ T ∗M =
⋃
x∈M

TxM ⊗ p. . .⊗ TxM ⊗ T ∗
xM ⊗ q. . .⊗ T ∗

xM.

Se le puede dotar de estructura diferencial inducida de la de M . Así, diremos que una aplicación

diferenciable T : M → T pq M tal que T ◦ π = IdM
32 es un campo de (p, q) tensores y al conjunto

de todos estos los denotaremos T qp (M). De manera análoga a lo que nos pasó con los vectores y las

1-formas, podemos ver este espacio como un C∞(M)-módulo de formas multilineales de Ω1(M)⊗ p. . .⊗

Ω1(M) ⊗ X(M) ⊗ q. . . ⊗ X(M) Por otra parte, la idea que se tiene en física de «un tensor es algo que

se transforma como un tensor», que tiene que ver con pensar en sus coordenadas más que en el propio

objeto, se traduce aquí en unas reglas de transformación (covariantes en p índices y contravariantes en

q) cuando, dada una carta (U, ϕ = (x1, . . . , xn) de M , escribimos T ∈ T qp (M) como

T =
∑

1≤i1,...,ip≤n
1≤j1,...,jq≤n

T i1...ir j1...jq
∂

∂xi1
⊗ p. . .⊗ ∂

∂xip
⊗ dxj1 ⊗ q. . .⊗ dxjq ,

donde T i1...ipj1...jq ∈ C∞(U) ∀1 ≤ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ≤ n.

Para terminar este repaso de variedades diferenciables vamos a introducir la derivada de Lie, que

generaliza el concepto de derivada direccional de Rn. Nos interesa definir una operación que haga esto

mismo y que a su vez se pueda extender para otros campos tensoriales. Sea X un campo vectorial con

flujo ϕ y G = {ϕt : t ∈ I ⊂ R} ⊆ Difeo(M) su grupo uniparamétrico de difeomorfismos asociado.

Entonces, dada una función diferenciable f :M → R:

Xx(f) =

(
(ϕx)∗

(
d

dt

)
|0
)
(f) =

d

dt
(f ◦ ϕx) =

= ĺım
t→0

1

t
((f ◦ ϕx) (t)− (f ◦ ϕx) (0)) = ĺım

t→0

1

t
(ϕ∗t (f)) (x)− f(x)

)
.

Dados dos campos vectoriales X,Y , se define la derivada de Lie de Y respecto a X como el

campo vectorial definido por

(LXY )(x) = ĺım
t→0

1

t

(
(ϕ−t)∗

(
Yϕt(x)

)
− Yx

)
= ĺım

t→0

1

t

((
Yx − (ϕt)∗

(
Yϕ−t(x)

))
=

=
d

dt |t=0

(
(ϕ−t)∗

(
Yϕt(x)

))
,

32Ya veremos más adelante que esto es precisamente ser sección del correspondiente fibrado.
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que cumple LXY = [X,Y ].

1.2. Geometría Riemanniana

En esta sección vamos a hacer un pequeño repaso de algunos de los conceptos más importantes

de variedades riemannianas: variedades diferenciables que localmente parecen el euclídeo y en las que

además se puede definir una generalización del producto escalar, un producto entre vectores del mismo

espacio tangente.

Una variedad pseudoriemanniana es un par (M, g) donde M es una variedad diferenciable y

g es una métrica pseudo-Riemanniana, un tensor de tipo (0, 2) sobre M que satisface lo siguiente

∀p ∈M :

es simétrica: gp(u, v) = gp(v, u)
33.

es no degenerada: si gp(u, v) = 0 para todo u ∈ TpM entonces v = 0.

En caso de que la segunda condición se cumpla en una versión más fuerte: gp(u, u) > 0 para todo

vector u ̸= 0, es decir, es definida positiva, se dirá que la métrica es Riemanniana.

Podemos tomar una carta (U, ϕ) en M , con coordenadas {x1, . . . , xn}, y preguntarnos cómo es la

expresión local de la métrica:

gp = gµν(p)dx
µ ⊗ dxν gµν(p) = gp

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xv

)
= gνµ(p) ∀p ∈M.

Entonces, hay un isomorfismo entre TpM y T ∗
pM que es el «subir y bajar índices» de la física: ωµ =

gµνu
ν y uµ = gµνων . Además, a partir de esto se puede llegar, si tomamos un vector infinitesimal

en TpM a la definición que se usa en relatividad general de la métrica como el elemento de línea

infinitesimal: ds2 = gµνdx
µdxν34. Como g es simétrica, sus autovalores son reales, de hecho, se podrá

diagonalizar y quedará una matriz con 1 y −1 en la diagonal. Los casos relevantes serán en los que

la diagonalización nos de la identidad: métrica euclídea y en los que la diagonalización nos de

η = diag(−1, 1 . . . , 1): métrica lorentziana.

Ahora ya podemos definir ángulos entre vectores que estén en el mismo espacio tangente, pero lo

que queremos hacer es comparar vectores que estén «anclados» a distintos puntos de la variedad. Para

ello vamos a presentar el transporte paralelo. La forma más sencilla de entender por qué es necesario
33Abreviamos g |p= gp.
34En general llamaremos indistintamente al tensor g y a sus componentes.
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es ver qué pasa cuando queremos derivar un campo vectorial:

∂vµ

∂xν
= ĺım

∆x→0

vµ (. . . , xν +∆xν , . . .)− vµ (. . . , xν , . . .)
∆xν

.

En el lado derecho tenemos una cantidad definida en TxM y otra definida en Tx+∆xM , es decir, dos

vectores en espacios tangentes distintos. Para poder restarlos necesitaremos llevar vµ(x) a x+∆x sin

que cambie y, cuando estén ambos vectores en el mismo punto, calcular la diferencia. Este proceso

se llama transporte paralelo, pero no es único. De hecho, no hay una forma natural de hacerlo. Será

razonable exigir que se cumpla

ṽµ(x+∆x)− vµ(x) ∝ ∆x,

(v̂µ + wµ) (x+∆x) = ṽµ(x+∆x) + w̃µ(x+∆x)

donde ṽ |x+∆x es el vector v |x al que se le ha transportado paralelamente hasta x+∆x. La forma más

general de transporte es

ṽµ(x+∆x) = vµ(x)− vλ(x)Γµνλ(x)∆x
ν ,

donde Γµνλ son los coeficientes del transporte paralelo. Hay tantos transportes paralelos como elecciones

coherentes de estos. En nuestro caso, habrá una elección especial, en que el transporte paralelo sea

compatible con la estructura métrica de la variedad riemanniana, que definirá la conexión de Levi-

Civita. A partir de esto, se define la derivada covariante de v respecto de xν como

ĺım
∆xν→0

vµ(x+∆x)− ṽµ(x+∆x)

∆xν
∂

∂xµ
=

(
∂vµ

∂xν
+ vλΓµνλ

)
∂

∂xµ
.

Que es efectivamente por construcción, un vector en x+∆x. El concepto de transporte paralelo está

unívocamente relacionado con el de conexión, como veremos cuando definamos estos conceptos sobre

fibrados principales. De hecho, los coeficientes Γµνλ se llaman coeficientes de la conexión.

Una conexión afín es una aplicación ∇ : X(M)× X(M)→ X(M) que satisface lo siguiente:

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

∇(X+Y )Z = ∇XZ +∇Y Z,

∇(fX)Y = f∇XY,

∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY,

donde f ∈ C∞(M,R) y X,Y, Z ∈ X(M). Si ahora tomamos una carta (U, ϕ) podemos definir los
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coeficientes de la conexión:

∇νeµ ≡ ∇eveµ = eλΓ
λ
νµ

35,

Los coeficientes de la conexión nos dicen cómo cambian los vectores de una base al movernos de un

sitio a otro. Conocer esto es equivalente a conocer cómo actúa ∇ sobre todos los vectores. Dados

v = vµeµ, w = wvev ∈ Tp(M), se tiene que

∇vw = vµ∇eµ (wvev) = vµ
(
eµ [w

µ] ev + wv∇eµev
)
=

= vµ
(
∂wλ

∂xµ
+ wvΓλµν

)
eλ.

En esta expresión aparece la fórmula que habíamos propuesto antes de forma bastante heurística para

la derivada covariante: la conexión ∇ coge dos campos vectoriales v, w y los lleva a un campo ∇vw

cuya componente ν es vµ∇µwν , donde

∇µwν =
∂wν

∂xµ
+ Γνµλw

λ.

El concepto de transporte paralelo nos va a permitir definir las curvas geodésicas: las curvas auto-

paralelas36, y por tanto, las curvas «más rectas posibles». Para ello tomamos una curva γ : (a, b)→M

en M que podemos asumir está contenida en un abierto coordenado (U, ϕ). Si consideramos un campo

vectorial X que esté definido a lo largo de γ(t)37, diremos que se transporta paralelamente a lo largo

de la curva si

∇vX = 0 ∀t ∈ (a, b),

donde

v =
d

dt
=
dxµ(γ(t))

dt

∂

∂xµ
|γ(t)

es el vector tangente a γ(t) en cada punto. En caso de que el propio vector tangente a la curva

v(t) sea transportado paralelamente a lo largo de γ, i.e. ∇vv = 038, diremos que la curva γ es una

geodésica. Esta última expresión se puede escribir en componentes para llegar a la famosa ecuación
35donde {eµ} = {∂/∂xµ} es la base coordenada en TpM , con x = ϕ(p).
36Después, cuando tengamos una conexión de Levi-Civita podremos ver que también son las de menor longitud.
37Xγ(t) = Xµ(γ(t)) ∂

∂xµ
|γ(t).

38En realidad se podría pedir la condición (más débil) de que exista una función f en M tal que ∇vv = fv, es decir,
que la variación de v sea paralela a v, pero se puede demostrar que en caso de que esto se cumpla a lo largo de una curva
γ, se podrá reparametrizar para que la ecuación sea la anterior.
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de las geodésicas (xµ son las coordenadas de γ(t)):

d2xµ

dt2
+ Γµνλ

dxν

dt

dxλ

dt
= 0.

Para terminar esta sección de geometría Riemanniana vamos a definir una conexión privilegiada

en estas variedaddes: la conexión de Levi-Civita. Hasta ahora no hemos pedido a la conexión que

satisfaga ninguna condición relacionada con la estructura métrica de las variedades riemannianas.

Ahora queremos imponer que g sea covariantemente constante, en el sentido de que el transporte

paralelo conserve el producto escalar entre cualquier par de vectores. Sea v un vector tangente a

una curva cualquiera a lo largo de la que transportamos paralelamente dos vectores X,Y . Se puede

demostrar39 que imponer la condición que hemos dicho antes es equivalente a que

∂λgµν − Γκλµgκν − Γκλνgκµ = 0.

Cuando esto sucede se dice que la conexión afín es compatible con la estructura métrica. Utilizando

permutaciones de los índices en la ecuación anterior se termina llegando a la ecuación

−∂λgµν + ∂µgνλ + ∂νgλµ + T κλµgκν + T κλνgκµ − 2Γκ(µν)gκλ = 0,

donde T κλµ = 2Γκ[µν]
40 es el tensor de torsión. La ecuación anterior se puede resolver como

Γκ(µν) = { κ
µν }+

1

2
(Tν

κ
µ + Tµ

κ
ν),

donde { κ
µν } son los símbolos de Christoffel41. En caso de que el tensor de torsión sea nulo en toda la

variedad, la conexión compatible con la métrica se llama conexión de Levi-Civita.

1.3. Distribuciones y teorema de Frobenius

La idea del teorema de Frobenius es encontrar unas condiciones suficientes para poder integrar

una distribución. Para poder enunciarlo necesitamos entender qué es una distribución y qué significa

integrarla. La idea geométrica es la siguiente: una distribución es una asignación suave o diferenciable

–en un sentido que especificaremos después– p→ Wp subespacio vectorial de TpM . Y consideraremos

que dicha distribución puede integrarse en p0 ∈ M si encontramos una subvariedad N de M tal que
39Construcción estándar de la conexión de Levi-Civita, por ejemplo en la sección 7.2.6 de [12].
40La notación (, ) y [, ] significa índices simetrizados y antisimetrizados respectivamente
41{ κ

µν } = 1
2
gκλ(∂µgνλ + ∂nugµλ ++∂λgµν).
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po ∈ N y TpN = Wp ∀p ∈ N . Aún no hemos hablado de fibrados, por lo que se hace un poco

difícil introducir estas definiciones: al final veremos que la asignación p → Wp es un subfribrado del

fibrado tangente. El objetivo entonces es dar las definiciones y la intuición necesarias para que cuando

definamos fibrado todo tenga sentido.

Dado un entero 0 ≤ k ≤ n, definimos la Grasmanniana de k-planos en Rn como el conjunto

G(n, k) = {W : W ⊂ Rn es un subespacio de Rn con dimensión k} .

Entonces, habrá un espacio total al que llamaremos E que estará fibrando sobre M . La idea es pensar

que a cada punto p ∈ M le estamos asignando una copia de G(n, k)42, donde pensaremos que W ⊂

TpM
43. De forma semejante a lo que hicimos con el fibrado tangente TM , se podrá dotar a E de una

estructura diferenciable44, de forma que diremos que las secciones de E son las secciones diferenciables

s :M → E, a las que llamaremos distribuciones de k-planos sobre M .

Al final del día, se puede definir una estructura diferenciable45 sobre E = G(TM, k) tal que exista

una proyección diferenciable π : E →M y tal que π−1(p) sea difeomorfo a G(n, k) para todo p ∈M46.

Entonces, la definición de distribución de k-planos sobre M como secciones de π : E → M , es la

formalización de la idea de a ir escogiendo de forma suave subespacios vectoriales k dimensionales de

TpM . Diremos que k es el rango de la distribución.

La idea intuitiva de integrabilidad se traduce en lo siguiente. Dada una variedad diferenciable M

y una distribución de k-planos sobre M –una sección del fibrado G(TM, k) → M–, decimos que una

subvariedad N de M , de dimensión k, integra a W con condición inicial p0 si p0 ∈ N y además

TpN = Wp para todo p ∈ N . La distribución W se dice integrable si existe una subvariedad N en

esas condiciones ∀p0 ∈M . Definimos ahora también el concepto de condición de integrabilidad de

Frobenius: diremos que una distribución de k-planos sobre M , W , satisface la condición de integra-

bilidad de Frobenius en un abierto U ⊂ M si para todo par de campos vectoriales X,Y ∈ X(U) tales

que Xp, Yp ∈ Wp se cumple que [X,Y ]p ∈ Wp para todo p ∈ U . El teorema de Frobenius nos dice que

esta es una condición suficiente y necesaria para que la distribución sea integrable.
42Es razonable pensar que la dimensión de Wp no puede depender de p si la asignación que estamos haciendo es

«suave» en cierto sentido.
43Cosa que es cierta, ya que si M es una variedad de dimensión n, dimTpM = n =⇒ TpM ∼= Rn (en realidad esto

lo podríamos hacer también con los complejos pero no es un caso que vayamos a considerar).
44Para esto en realidad necesitaríamos ver que la acción que definimos de GL(n) sobre el conjunto es transitiva y

así después construir un cociente que sí sea variedad diferenciable. Las herramientas necesarias para entender esto las
daremos en el capítulo de representaciones y acciones de grupos de Lie.

45Se puede hacer a través de las funciones de transición entre cartas de M y de las del fibrado tangente.
46Tenemos una acción de GL(n) sobre la variedad G(n, k), que no es lineal, y por ello deberemos pensar –en el lenguaje

de fibrados– que G(TM, k) es un fibrado asociado al fibrado tangente de M .
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Geométricamente debemos pensar la condición como una versión más débil de conmutatividad:

estamos exigiendo a los campos vectoriales que en caso de conmutar, el «trozo» que no lo haga esté en

W , es decir, una especie de conmutación módulo W . En realidad, cuando conozcamos el lenguaje de

los fibrados lo podremos enunciar como que el subfibrado definido por la distribución W sea tal que

todas sus secciones tengan corchete de Lie que sea de nuevo una sección de ese subfibrado.
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Capítulo 2

Grupos de Lie y álgebras de Lie.

Los grupos de Lie reciben su nombre en honor al matemático noruego Marius Sophus Lie, que

trabajó y aplicó los grupos de simetría continuos para el estudio de la geometría [15]. En este capítulo,

además de introducir algunos conceptos básicos que necesitaremos más adelante de grupos y álgebras

de Lie, intentaremos mostrar cómo de importante fue el descubrimiento de que estos grupos se podían

entender a través de su «versión linealizada», las correspondientes álgebras de Lie.

Las simetrías, a la luz del teorema de Noether, no son solo otro concepto importante para la

física, sino uno absolutamente central. Vemos por ejemplo como, en el lenguaje de la física moderna,

se nombra a una teoría física dando sus simetrías: es famoso el caso de las large N theories, que sirven

para modelar multitud de sistemas, desde la cromodinámica cuántica (QCD)1 en algunos límites hasta

sistemas de espines de materia condensada. Del modelo estándar se dice que tiene como simetrías in-

ternas a SU(3)C ×SU(2)L×U(1)Y . En este capítulo intentaremos entender cuáles son estos grupos y

qué representan, por ejemplo, en términos de isometrías de ciertos espacios. Estos grupos de simetrías

continuas son algunos ejemplos de grupos de Lie: grupos algebraicos que tienen a su vez una estruc-

tura – compatible – de variedad diferenciable. La referencia que vamos a seguir mayoritariamente es

[16], utilizando a veces ciertos enfoques de [14] especialmente en lo relacionado con las aplicaciones

posteriores en fibrados. Se trata de un tema amplísimo y en el que se continua investigando, no solo

por sus aplicaciones a la física sino por el interés matemático propio que tienen. Aquí mostramos unos

pocos resultados relevantes para lo que haremos más adelante.

El capítulo se organiza como sigue: en primer lugar definimos grupo de Lie y los morfismos que

hay entre ellos, así como el concepto de subgrupo de Lie y algunos resultados que serán útiles más

adelante. Por ejemplo, el teorema de Cartan nos asegurará que muchos de nuestros grupos lineales –
1La teoría que explica la interacción fuerte.
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es decir, de matrices – habituales son grupos de Lie, por ser cerrados dentro del grupo lineal general.

Damos algunos ejemplos relevantes con los que ilustramos algunas propiedades expuestas. Después

pasamos a definir álgebra de Lie. Estas son objetos que existen independientemente de los grupos y

que merecen estudio aparte pero nos interesa especialmente la construcción canónica del álgebra de

Lie asociada a un grupo de Lie. En lugar de definirla como el espacio tangente al grupo en el elemento

neutro, la definimos a partir del álgebra de Lie – infinito dimensional – de campos vectoriales sobre

el grupo (como variedad diferenciable) mediante el concepto de campo invariante por la izquierda.

Demostramos que ambos enfoques son equivalentes y discutimos algunas propiedades de las álgebras

asociadas a un grupo de Lie, así como de los morfismos entre estos objetos. Por último, construimos la

aplicación exponencial, que da cuenta precisamente de la idea de Lie de «explicar» los grupos de Lie

a partir de su descripción lineal. Exponemos todo esto explícitamente con los grupos de matrices que

utilizaremos más adelante.

2.1. Grupos de Lie como variedades diferenciables: objetos y flechas

Los grupos topológicos son grupos (algebraicos) que a su vez son espacios topológicos en los que

ambas estructuras son compatibles 2. Vamos a estudiar un caso concreto de estos:

Definición 2.1. Un grupo G que a su vez tiene estrcutura de variedad diferenciable 3 tal que la

multiplicación es de clase C∞ 4 se llama grupo de Lie.

Asimismo, se pueden caracterizar los grupos de Lie como los grupos que son a su vez variedades

diferenciables tales que tanto la multiplicación como la inversión son aplicaciones C∞ entre variedades

diferenciables. Sin embargo, el teorema de la función inversa aplicado en un entorno del elemento neutro

e ∈ G y el carácter C∞ de la multiplicación nos aseguran que la inversión sea de clase C∞.

Definición 2.2. Dados dos grupos de Lie G,H, una aplicación ϕ : G → H que sea C∞ y tal que

ϕ (g1 · g2) = ϕ (g1) · ϕ (g2) ∀g1, g2 ∈ G se llama homomorfismo de grupos de Lie.

Se trata de aplicaciones entre grupos de Lie que respetan ambas estructuras – es decir, que sean

homomorfismos de grupos de clase C∞ –. Análogamente se definen los isomorfismos y automorfismos

de grupos de Lie.
2En el sentido de que la operación binaria interna – de aquí en adelante multiplicación – es continua cuando se

considera en G×G la topología producto de Tijonov.
3Solo consideraremos grupos de Lie de dimensión finita.
4Donde la estructura diferenciable en G×G es la canónica inducida por la de G.



24

2.1.1. Primeros ejemplos

Algunas de las primeras variedades diferenciables que se nos vienen a la cabeza son a su vez grupos

de Lie que, además, se utilizan continuamente en física y con las que trabajaremos explícitamente en

siguientes capítulos. Introducimos ahora algunos ejemplos.

Cualquier espacio vectorial de dimensión finita será una variedad diferenciable y un grupo de Lie

pues la suma es C∞ por ser lineal. Nos interesarán en particular Rn y Cn, que son grupos de Lie

conexos (desde el punto de vista topológico) y abelianos (desde el punto de vista algebraico).

El grupo lineal general GL(n,K) (K = R o C) formado por las matrices cuadradas n × n con

entradas reales (complejas) con determinante no nulo es una variedad diferenciable. Para demostrarlo

basta con utilizar que Rn2 es una variedad diferenciable y que el determinante es una aplicación conti-

nua. Entonces, GL(n,K) = det−1(R \ {0}) es un abierto de Rn2 y como ya dijimos en los preliminares,

cualquier abierto de una variedad diferenciable tiene estructura de variedad diferenciable. Con la mul-

tiplicación de matrices como operación forma un grupo de Lie 5. El grupo lineal especial SL(n,K)

formado por las matrices cuadradas n× n con entradas reales (complejas) cuyo determinante vale +1

también lo es. Esto se puede demostrar gracias al teorema de la subvariedad regular: 1 es un valor

regular de la aplicación det y por tanto SL(n,K) una subvariedad regular de Rn2 .

La circunferencia S1 es un grupo de Lie. Se ve fácilmente si pensamos en ella como {z ∈ C : |z| = 1}

pues la multiplicación y la inversión son C∞ en C. Se trata de un grupo conexo, compacto y abeliano.

Veremos más adelante que S1 ∼= SO(2) ∼= U(1), que es precisamente el grupo del electromagnetismo y

el de las rotaciones en el plano.

2.2. Construir otros grupos a partir de unos dados. Subgrupos y pro-

ductos. El teorema de Cartan

Como siempre, a partir de unos pocos ejemplos pretenderemos construir muchos más grupos de

Lie. En primer lugar, dados dos grupos de Lie G y H, diremos que G × H es el grupo producto,

que será un grupo de Lie al considerar la estructura algebraica de producto directo. Esto hace que sea

inmediato probar que el toro Tn es un grupo de Lie, así como cualquier producto finito de grupos de

Lie.

Los embebimientos e inmersiones de variedades diferenciables que definimos en el capítulo anterior,

cuando vengan dados por homomorfismos de grupos, darán lugar a grupos de Lie. Así, dados dos
5Podemos pensar esto como que el grupo de automorfismos sobre un espacio vectorial de dimensión finita es un grupo

de Lie.
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grupos de Lie H,G y una inmersión o embebimiento ϕ : H → G que sea un homomorfismo de grupos

tendremos que ϕ(H) es un grupo de Lie. La diferencia entre ambos viene de la estructura topológica:

aunque la restricción de ϕ a su imagen es un difeomorfismo e isomorfismo de grupos en ambos casos,

solo cuando es un embebimiento la estructura topológica de ϕ(H) coincide con la de subespacio de G.

Como nuestras variedades diferenciables son siempre T2, en caso de que H sea compacto toda inmersión

será a su vez un embebimiento 6. Esto sirve, por ejemplo, para ver que Zn y Z son subgrupos de S1

generados por eiα2π donde α es racional y tal que n es el menor natural tal que nα ∈ Z para el primer

caso y α es irracional para el segundo.

Otro resultado muy importante que servirá para demostrar que muchos de los grupos de matrices

con los que vamos a trabajar son grupos de Lie es el teorema de Cartan, que no probamos aquí por

ser la demostración demasiado extensa y utilizar conceptos que aún no hemos introducido.

Teorema 2.1 (Cartan). Dado un grupo de Lie G y un subgrupo (algebraico) H suyo, H será un

subgrupo de Lie embebido en G si y sólo si H es un cerrado en G.

Se dice que un subgrupo cerrado del grupo lineal general es un grupo de matrices. Por el teorema

anterior, todos estos serán grupos de Lie. Tienen mucha importancia porque representan los grupos

de simetrías de ciertos espacios vectoriales métricos 7 Además de los grupos lineales especiales 8 son

importantes los siguientes ejemplos:

El grupo ortogonal de dimensión n: O(n) =
{
A ∈ GL(n,R) | A ·At = Id

}
y el grupo especial

ortogonal de dimensión n: SO(n) =
{
A ∈ GL(n,R) | A ·At = Id

}
= O(n) ∩ SL(n,R).

El grupo unitario de dimensión n: U(n) =
{
A ∈ GL(n,C) | A ·A† = Id

}
y el grupo especial

unitario de dimensión n: O(n) =
{
A ∈ GL(n,R) | A ·A† = Id

}
= U(n) ∩ SL(n,R).

Estos grupos de Lie, unidos a los grupos simplécticos Sp(n) se llaman grupos clásicos 9.

En realidad, los grupos clásicos se pueden ver como grupos de automorfismos de espacios vectoriales

de dimensión finita con una estructura adicional dada por un producto escalar sobre ellos. Un producto

escalar < ·, · > sobre un K-espacio vectorial V se dice10 euclídeo si K = R y es bilineal, simétrico y
6Que G sea T2 y H compacto nos asegura que la inmersión, que es inyectiva, es en realidad un homeomorfismo sobre

su imagen.
7Esto hace que sean importantísimos en física. Por ejemplo, SO(1, 3), las isometrías del espacio de Minkowski, serán

el ingrediente fundamental a la hora de formular la relatividad especial o la teoría cuántica de campos.
8Podemos ver ahora que son grupos de Lie como consecuencia del teorema de Cartan.
9Veremos que este nombre tiene más que ver con la clasificación de sus álgebras de Lie asociadas, pues las álgebras de

Lie simples se dividen en clásicas y excepcionales. Los grupos de Lie excepcionales (compactos y simplemente conexos)
son G2, F4, E6, E7, E8.

10De forma análoga, cuando tenemos un H-espacio vectorial podemos definir un producto escalar simpléctico sobre él
y tendremos que Sp(V ) ∼= Sp(n).
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definido positivo11 y hermítico si K = C y es lineal en el primer argumento, autoadjunto y definido

positivo. Así, si V es un R-espacio vectorial de dimensión n tendremos que O(V ) ∼= O(n) y si V es un

C-espacio vectorial de dimensión n, U(V ) ∼= U(n).

Un resultado importante es que los grupos de Lie compactos, que utilizaremos para formular muchas

teorías gauge en los siguientes capítulos, siempre se pueden identificar con grupos de matrices. Es decir,

para todo grupo de Lie compacto G existe un homomorfismo de grupos de Lie de G en GL(n,C) para

algún n. 12

Como corolario del teorema de Cartan se tiene que todo homomorfismo continuo entre grupos de

Lie es un homomorfismo de grupos de Lie.

Se puede probar que dado g ∈ G las aplicaciones:

Lg : G −→ G

h 7−→ g · h

Rg : G −→ G

h 7−→ h · g

cg : G −→ G

h 7−→ g · h · g−1.

son difeomorfismos. Los llamamos traslación a la izquierda, la derecha y conjugación13 por g respecti-

vamente.

Será importante cuando trabajemos con álgebras de Lie utilizar el concepto de componente conexa

con la identidad. Es a su vez un grupo de Lie 14, que a veces llamamos componente conexa de G y

denotaremos por Ge. Es relevante el siguiente resultado:

Proposición 2.1. Dado un grupo de Lie G, todas sus componentes conexas son difeomorfas a Ge. En

particular, todas tienen la misma dimensión.

Demostración.

Sea g ∈ G y Gg una componente conexa de G que lo contenga. La aplicación Lg : Ge → G es

11En general, si se considera Rp,q con el producto escalar dado por la métrica diag(−1,
p
· · ·,−1, 1,

q
· · ·1) se pueden

definir de forma análoga O(p, q) y SO(p, q).
12La demostración es difícil y tiene que ver con teoría de representaciones. En particular, se obtiene como consecuencia

del teorema de Peter-Weyl [16] [17], que clasifica las representaciones de los grupos de Lie compactos.
13A las conjugaciones se las suele llamar automorfismos internos.
14Esto es inmediato pues las componentes conexas de un cierto grupo son simultáneamente abiertos y cerrados conexos.

Que sea un subgrupo nos lo asegura el hecho de que la imagen por una aplicación continua de un conexo es un conexo.
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un difeomorfismo. Entonces, como Lg(Ge) es conexa y contiene a g, tendremos que Lg(Ge) ⊆ Gg.

Análogamente podemos definir Lg
−1 : Gg → G y demostrar que Lg

−1(Gg) ⊆ Ge. Entonces, Lg : Ge →

Gg es un difeomorfismo. Todas las componentes son difeomorfas y tienen la misma dimensión porque

ésta es invariante por difeomorfismos. ■

2.3. Volvemos a los ejemplos. Primer encuentro con grupos de sime-

tría: algunos grupos lineales

Repasamos y demostramos rigurosamente algunas propiedades importantes de los grupos lineales

que se utilizan con frecuencia. En primer lugar, es interesante insistir en que, dado que habitualmente

pensamos en las matrices actúando sobre vectores, es natural pensar en los elementos de GL(n,K) – o

sus subgrupos – multiplicando por la izquierda a vectores de Kn. Al hacer esto estamos pensando en

realidad en la representación fundamental del grupo, como ya veremos más adelante 15.

Proposición 2.2. SL(n,K) (K = R o C), (S)O(n) y (S)U(n) son grupos de Lie. Los grupos li-

neales especiales no son compactos para n ≥ 2 y tienen dimensiones dim(SL(n,R)) = n2 − 1 y

dim(SL(n,C)) = 2n2−2. Los grupos (especiales) ortogonales y unitarios son compactos para todo n ≥ 1

y tienen dimensiones dim(O(n)) = dim(SO(n)) = 1
2n(n−1), dim(U(n)) = n2 y dim(SU(n)) = n2−1.

Idea de la demostración.

Para demostrar que son grupos de Lie, por el teorema 2.1 bastará con probar que son subgrupos

cerrados de un grupo de Lie, GL(n,K) en este caso. Los grupos lineales especiales se pueden ver como

SL(n,K) = det−1(1) ⊆ GL(n,K), un cerrado por ser det : GL(n,K) → K una aplicación continua.

Además, el 1 es un valor regular de la aplicación det. Entonces, el teorema de la subvariedad regular

que enunciamos en los preliminares nos dice que SL(n,K) = det−1(1) es una variedad diferenciable de

dimensión dim(GL(n,K)) − dim(K), es decir, dim(SL(n,R)) = n2 − 1 y dim(SL(n,C)) = 2n2 − 216,

como queríamos demostrar.

Igualmente, las aplicaciones ϕK : GL(n,K) −→ GL(n,K) donde ϕK(A) = A · A⋆ 17 son continuas.

Entonces, O(n) = ϕR
−1(Id) y U(n) = ϕC

−1(Id) son cerrados de GL(n,R) y GL(n,C) respectivamente.
15Las representaciones de los grupos de Lie son fundamentales en física. Sirven por ejemplo, en física de altas energías,

para identificar las partículas con las diferentes representaciones del grupo de simetría de la teoría y en el caso de las
teorías gauge – que estudiaremos más adelante – para entender cómo se producen las interacciones entre ellas. Así, es
bien sabido que los quarks transforman en la representación del grupo gauge mientras que los bosones – portadores de la
correspondiente fuerza – lo hacen en la adjunta. Igualmente, Higgs – un campo escalar – transforma en la representación
singlete del grupo de Lorentz. Hay que poner atención en no mezclar las representaciones de los distintos grupos. De
hecho, hay un teorema – Coleman-Mandula – que nos dice que las simetrías espaciotemporales y las internas «no se ven»,
es decir, que solo se pueden combinar de forma trivial (como producto directo).

16Como variedades reales.
17Donde A⋆ = At para el caso real y A⋆ = A† en el complejo.
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Como la intersección de cerrados es un cerrado, O(n), U(n) y sus parientes especiales, son grupos de

Lie. Se puede demostrar que estas aplicaciones (restringidas en la imagen) tienen como valor regular a

la identidad, lo que nos da dim(O(n)) = 1
2n(n− 1), dim(U(n)) = n2.

Lo relativo a la compacidad se demuestra utilizando el teorema de Heine - Borel. Como ya hemos

demostrado que son cerrados de una espacio euclideo isomorfo a Rn2 , ser acotado será equivalente a

ser compacto para estos grupos. El conjunto de matrices de la forma

 1 a

0 1

 ∈ SL(2, K), a ∈ R no

está acotado. Entonces, SL(2,K) no es compacto y es inmediato ver que sucede lo mismo con SL(n,K)

∀n ≥ 2. Por otra parte, dada A ∈ O(n) se tiene que Tr(AAt) = AAtii = A2
i1 + . . . + A2

in = 1 =⇒

|Aij | ≤ 1 ∀i, j18. ■

2.4. Álgebras de Lie

La definición de álgebra de Lie la dimos en los preliminares al explicar que al espacio de los

campos vectoriales de una variedad X(M) se le puede dotar de esta estructura. Trataremos en general

con álgebras de Lie reales o complejas pero siempre de dimensión finita.

Sobre cualquier espacio vectorial V se puede definir el álgebra de Lie trivial: [ , ] ≡ 0, que es

abeliana. Otro corchete de Lie que conocemos es el conmutador de matrices: [A,B] = A · B − B ·

A ∀A,B ∈ Mn(K) donde K = R o C. Este álgebra de Lie se denota gl(n,K) y demostraremos más

adelante que se trata precisamente del álgebra de Lie de los grupos lineales generales. Además, el

teorema de Ado 19 dice que toda álgebra de Lie de dimensión finita sobre K = R,C es subálgebra

de un álgebra de Lie de matrices.

Dada un álgebra de Lie V , diremos que un subespacio vectorial W ⊆ V es una subálgebra de

Lie de V si [w,w′] ∈W ∀w,w′ ∈W .

Definición 2.3. Dadas dos álgebras de Lie (V, [·, ·]V ),(W, [·, ·]W ), una aplicación lineal ψ : V →W tal

que [ψ(x), ψ(y)]W = ψ ([x, y]V ) ∀x, y ∈ V se llama homomorfismo de álgebras de Lie.

Análogamente se definen los isomorfismos o automorfismos de álgebras de Lie.

Definición 2.4. Sea V un álgebra de Lie sobre un cuerpo K y T1, . . . , Tn una base suya20. Entonces,

tenemos que

[Ta, Tb] = fabcTc
21,

18Equivalentemente, A ∈ U(n) =⇒ Tr(AA†) = AA†
ii = Ai1A

∗
i1 + . . .+Ai2A

∗
i2 = 1 =⇒ |Aij | ≤ 1 ∀i, j.

19Que no demostraremos porque requiere de muchos resultados de teoría de estructura de álgebras de Lie [18].
20Como espacio vectorial.
21Hemos utilizado el criterio de suma de Einstein. Lo haremos así en todo este capítulo: índices repetidos están

sumados.
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donde los coeficientes fabc ∈ K se llaman constantes de estructura.

La bilinealidad del corchete de Lie hace que las constantes de estructura fijen totalmente los conmu-

tadores de todos los elementos del álgebra de Lie. Además, las propiedades de antisimetría y la identidad

de Jacobi del corchete se traducen en lo siguiente: fabc = −fbac y fabcfdce + fbcdfdae + fcadfdbe = 0

∀a, b, c ∈ {1, . . . , n}. Recíprocamente, un conjunto de escalares {fabc ∈ K : a, b, c = 1, . . . , n} que

satisfaga las condiciones anteriores define un álgebra de Lie en Kn.

2.5. Hay un álgebra de Lie para cada grupo de Lie

Habitualmente, especialmente cuando se viene de explicar variedades diferenciables, se define el

álgebra de Lie de un grupo de Lie como el espacio tangente al grupo de Lie en el elemento neutro.

Esto lleva a la interpretación del álgebra de Lie como una descripción infinitesimal del grupo. Así, en

mecánica cuántica o, en general, en física, al hablar de los grupos de simetría, llamamos generadores

infinitesimales del grupo a los elementos (de una base) del álgebra de Lie asociada. Cuando lo hacemos

de esa forma parece que metiéramos «a mano» el conmutador, pues en principio no hay una forma

inmediata (que no esté relacionada con el siguiente enfoque) de entender por qué ese espacio tangente,

además de estructura de espacio vectorial, tiene un corchete de Lie asociado. Como ya mencionamos

antes, por ser un grupo de Lie G una variedad diferenciable, tendremos el álgebra de Lie de los campos

vectoriales X(G). Sin embargo, este álgebra será de dimensión infinita si dimM ≥ 1. Nuestro objetivo

será encontrar una forma canónica de asociar una subálgebra de Lie g de X(G) que tenga la misma

dimensión que G. Diremos que g es el álgebra de Lie asociada al grupo de Lie G.

En los preliminares ya hablamos de que el conjunto de campos de vectores invariantes bajo un con-

junto de difeomorfismos forma una subálgebra de X(M). Vamos a utilizar precisamente esta propiedad

para encontrar el álgebra de Lie asociada a un cierto grupo. Diremos de aquí en adelante que AΓ(G)

es el conjunto de campos de vectores invariantes por traslaciones a la izquierda 22 y Γ el conjunto de

todas las traslaciones a la izquierda 23.

Proposición 2.3. Dado un grupo de Lie G, el conjunto de campos de vectores invariantes por la

izquierda junto al conmutador de campos de vectores de G forma una subálgebra de Lie L(G) = g de

X(M)24. Diremos que g es el álgebra de Lie de G.
22También campos vectoriales invariantes por la izquierda.
23La construcción que viene ahora se podría hacer de forma equivalente con traslaciones a la derecha o con conjuga-

ciones.
24Aunque definimos álgebras de Lie para K espacios vectoriales ahora estamos considerándolas reales, pues nuestras

variedades diferenciables siempre lo son sobre R. Por esta razón GL(n,C) tiene dimensión 2n2, las variedades complejas
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Queremos demostrar que esta definición es equivalente a la del espacio tangente al elemento neutro,

que pone énfasis en que los elementos del álgebra serán la mejor aproximación lineal infinitesimal.

Proposición 2.4. Sea G un grupo de Lie y g su álgebra de Lie. La aplicación ev : g → TeG, que

evalua cada campo en el origen, ev(X) = Xe es un isomorfismo lineal.

Demostración.

La aplicación ev es lineal por construcción25. Para construir su inversa, dado x ∈ TeG podemos definir

ev−1(x) = X. Sea Xh := (dLh)ex = X ∀h ∈ G. Para demostrar que X es un campo vectorial basta con

darse cuenta de que (dLh)ex = dµ((h, 0), (e, x)) donde µ : G×G→ G es la multiplicación del grupo,

que es de clase C∞ por definición de grupo de Lie. Además, Xh es de hecho invariante por la izquierda

porque (dLg)hXh = (d (Lg ◦ Lh))e x = (dLgh)e x = Xgh ∀g ∈ G.

■

Entonces, el álgebra de Lie de un grupo de Lie de dimensión finita es un álgebra de Lie que tiene

misma dimensión que el grupo. Además, por la construcción anterior, tenemos que todo campo vectorial

invariante por la izquierda está completamente determinado por su valor en un punto 26. Si nos fijamos,

el álgebra de Lie X(G) vendría de considerar, en lugar de únicamente las traslaciones a la izquierda,

todos los difeomorfismos de G en G. Entonces, tiene sentido dar esta definición de g, que consiste en

restringirnos a los difeomorfismos de G en G que además vienen dados por elementos del propio grupo.

Ahora que sabemos que a cada grupo de Lie se le puede asociar canónicamente uun álgebra de Lie,

tiene sentido preguntarse si toda álgebra de Lie es a su vez el álgebra de un cierto grupo de Lie. La

respuesta a esto nos la da el tercer teorema de Lie:

Teorema 2.2 (Tercer teorema de Lie.). Toda álgebra de Lie de dimensión finita es isomorfa al álgebra

de Lie de algún grupo de Lie conexo y simplemente conexo.

De la misma forma, queremos ver que cada homomorfismo de grupos de Lie define a su vez un

homomorfismo entre las correspondientes álgebras de Lie. En el lenguaje de la geometría diferencial,

está claro que esto va a tener que ver con la diferencial 27.

las estamos pensando sobre R. Se puede hacer geometría diferencial compleja y para estos casos se demuestra que ambas
cosas son equivalentes.

25El famoso principio de superposición de los campos vectoriales.
26Esto tiene que ver con que la acción del grupo sobre sí mismo es transitiva: entonces podremos conocer el valor de

X en el neutro a partir de su valor en h y, utilizando el resultado anterior, en todo punto.
27Es lo que consigue «trasladar» aplicaciones entre variedades a aplicaciones entre los correspondientes fibrados

tangentes.
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Dado un homomorfismo de grupos de Lie ϕ : G→ H, definimos su diferencial o el homomorfismo

inducido por ϕ como ϕ∗ : g→ h, donde para cada X ∈ g 28, ϕ∗(X) := (dϕ)e(Xe). Entonces, se tiene

que

Teorema 2.3. La diferencial ϕ∗ : g → h de un homomorfismo de grupos de Lie ϕ : G → H es un

homomorfismo de álgebras de Lie.

Demostración.

La diferencial de una aplicación C∞ es una aplicación lineal entre los espacios tangentes en cier-

to punto (el elemento neutro en este caso). Además, en los preliminares vimos que [ϕ∗X,ϕ∗Y ] =

ϕ∗[X,Y ] ∀X,Y ∈ X(M), lo que asegura que ϕ∗ sea un homomorfismo de álgebras de Lie. ■

Como la inclusión i : H → G de un subgrupo de Lie H en un grupo G es una homomorfismo

inyectivo de grupos de Lie cuando H está inmerso o embebido en G, existe una aplicación i∗ : h → g

también inyectiva que es un homomorfismo de álgebras de Lie. Esto asegura que una inmersión o

embebimiento de grupos de Lie se corresponde con que h sea subálgebra de Lie de g.

Nos gustaría que, para cada homomorfismo entre dos álgebras asociadas a ciertos grupos de Lie,

pudiéramos definir unívocamente un homomorfismo entre los grupos29. Sin embargo, esto no es cierto

en general y tiene que ver con el concepto de integrabilidad : cuándo se puede pasar unívocamente del

objeto lineal de las álgebras al no lineal de los grupos. El siguiente resultado da condiciones suficientes

para que esto ocurra:

Teorema 2.4. Dados un grupo de Lie simplemente conexo G y un grupo de Lie H, para todo homo-

morfismo de álgebras de Lie ϕ : g → h , existe un único homomorfismo de grupos de Lie ψ : G → H

tal que ψ∗ = ϕ.

2.6. La aplicación exponencial

Ahora vamos a presentar la famosa aplicación exponencial, que construye elementos de un grupo de

Lie a partir de los de su correspondiente álgebra, desde el enfoque de campos vectoriales invariantes por

la izquierda que hemos venido planteando. Para hacerlo vamos a utilizar el concepto de curva integral

y grupo uniparamétrico asociado al flujo de un campo vectorial que introdujimos en los preliminares.
28Estamos pensando X como un campo de vectores invariante por la izquierda. La notación no es arbitraria: ϕ∗X es

de hecho el pushforward de un campo de vectores (invariante por la izquierda) por un difeomorfismo (homomorfismo de
grupos de Lie). Precisamente esta definición es posible por la construcción del álgebra de Lie de un grupo: utilizamos
que los campos vectoriales invariantes por la izquierda vengan determinados por su valor en un punto.

29Podemos pensar que Hom(G,H) → Hom(g, h) es inyectiva siempre y que estamos buscando cuándo es sobreyectiva.
?
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Dado un grupo de Lie G y un campo vectorial invariante por la izquierda X ∈ g, denotamos como ϕX

a la curva integral de X que pasa por el elemento neutro30.

Teorema 2.5. Sea G un grupo de Lie y g su álgebra de Lie. Entonces, todo campo vectorial invariante

por la izquierda X ∈ g es completo. Así, el conjunto {ϕX(t) : t ∈ R} es un grupo abeliano con la

composición. Además, ϕX es un homomorfismo de grupos de Lie: ϕX(s+ t) = ϕX(s) · ϕX(t) ∀s, t ∈ R

que cumple ϕsX(t) = ϕX(st) ∀s, t ∈ R.

Demostración.

Para demostrar que todoX en las condiciones anteriores es completo tenemos que probar que el dominio

maximal de definición de su curva integral a través del origen es todo R. Sea ϕX : (t1, t2) ⊆ R→ G dicha

curva, que satisface ϕX(0) = e y ϕ̇X(t) = XϕX(t). Supongamos que t2 <∞ y sea α = mı́n{t2, |t1|} <∞.

Podemos considerar la curva

γ :

(
−α
2
,
3α

2

)
−→ G

t 7−→ ϕX

(α
2

)
ϕX

(
t− α

2

)
,

que es una curva integral de X tal que γ(0) = ϕX
(
α
2

)
ϕX
(
0− α

2

)
= e. Entonces, como 3α

2 > t2, hemos

llegado a la contradicción ya que partíamos de que (t1, t2) era el intervalo maximal de definición de la

curva integral de X a través del elemento neutro 31.

De los preliminares ya tenemos que en general, dada un campo vectorial completo sobre una va-

riedad diferenciable, se puede construir (tal y como se dice en nuestro enunciado) el grupo unipara-

métrico (global) de difeomorfismos. Esto nos asegura que ϕX(s + t) = ϕX(s) · ϕX(t) ∀s, t ∈ R. Que

ϕsX(t) = ϕX(st) ∀s, t ∈ R se sigue por definición pues para un s ∈ R fijo, δ(t) := ϕX(st) es la curva

integral de sX a través del elemento neutro. ■

Estamos en condiciones de definir la aplicación exponencial, cuyo nombre tomará sentido más

adelante al aplicarlo a los grupos lineales:

Definición 2.5. Dado un grupo de Lie G, definimos la aplicación exponencial como

exp : g −→ G

X 7→ exp(X) = expX = ϕX(1).

30La llamaremos también, de aquí en adelante, subgrupo uniparamétrico del grupo de Lie G asociado a un elemento
del álgebra de Lie X.

31Que es única por ser solución de un problema de Cauchy bien definido.
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Figura 2.1: La aplicación exponencial. Figura 1.1 de [16].

Por construcción, la exponencial solo llegará a la componente conexa con la identidad de G 32. La

acción de esta aplicación se ilustra en la figura 2.1.

De la definición y el teorema 2.5 se siguen las siguientes propiedades, que nos van adelantando la

relación que la exponencial tiene con el flujo: i) exp(0) = e, ii) exp((s + t)X) = exp(sX) · exp(tX) y

iii) exp(−X) = (expX)−1 ∀X ∈ g, ∀s, t ∈ R.

Proposición 2.5. Sea G un grupo de Lie y X ∈ g. Entonces, su flujo a través de cualquier punto

p ∈ G está definido ∀t ∈ R y viene dado por ϕX(t, p) = p · exp(tX) = Rexp tX(p) = Lp(exp tX).

Demostración.

Se trata de una comprobación: ϕX(0, p) = p · exp(0X) = p. Además,

d

dt

∣∣∣∣
t=s

ϕt(p) =
d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

Lp(exp sX · exp τX) = (dLp exp sX)e (Xe) = Xp exp sX = Xϕτ (p).

Porque X es por definición un campo vectorial invariante por la izquierda. Entonces, como cada curva

integral es solución única de un problema de Cauchy bien planteado, el enunciado queda demostrado.

■

Aunque por este último resultado ya nos lo podemos imaginar, merece la pena destacar el siguiente

resultado:

Proposición 2.6. La aplicación exponencial es un difeomorfismo local.
32Esto ya lo sabíamos en física pues siempre estudiamos que cualquier rotación que no contuviera una inversión (una

rotación propia) podía escribirse como exponencial de los generadores infinitesimales (multiplicados por unos ciertos
parámetros).
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Demostración.

Hemos demostrado que TeG ∼= g. Además, si vemos g como espacio vectorial, podemos identificar

trivialmente T0g ∼= g. La diferencial de la aplicación exponencial en el 0 es la identidad: dado X ∈ g y

una curva γ(t) = tX en g tenemos que ·
γ(0) = X y se tiene que (d exp(X))0 = d

dt

∣∣
t=0

exp(tX) = X.

Entonces, utilizando el resultado que enunciamos en los preliminares, que la diferencial en un punto

de una aplicación F ∈ C∞(M,N) entre variedades diferenciables sea un isomorfismo de espacios

vectoriales es condición equivalente a que F sea un difeomorfismo local en dicho punto. ■

Sin embargo, la aplicación exponencial no es un difeomorfismo global en general, lo que tiene

sentido pues ya conocemos, por ejemplo, grupos de Lie compactos, y eso obligaría a que los grupos

de Lie fueran triviales – como variedades diferenciables, pues serían difeomorfos a espacios vectoriales

–. Terminamos con un resultado que utilizaremos con cierta frecuencia en el que probamos que la

aplicación exponencial se comporta de la forma que deseamos respecto al homomorfismo de álgebras

de Lie inducido por un homomorfismo de grupos de Lie:

Proposición 2.7. Sea ψ : G → H un homomorfismo de grupos de Lie. Entonces, ψ(expX) =

exp (ψ∗X) ∀X ∈ g. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

g h

G H

ψ∗

exp exp

ψ

Idea de la demostración.

Dado X ∈ g, sea γ(t) = ψ(exp tX) una curva con t ∈ R. Entonces, como ψ es homomorfismo de grupos

de Lie y X ∈ g tenemos que γ(0) = ψ(e) = e y que d
dtγ(t) = (ψ∗X)γ(t). Entonces, γ es la curva integral

de X a través de e, y por tanto exp (ψ∗X) = γ(1) = ψ(expX).

■

2.7. De vuelta a los ejemplos. Álgebras de los grupos de Lie lineales

Vamos a construir en primer lugar el álgebra de Lie del grupo lineal general, que viene dada por el

conmutador de matrices como ya adelantamos en el apartado anterior.

Proposición 2.8. El álgebra asociada a GL(n,K) es M(n,K), los endomorfismos de Kn, junto al

conmutador de matrices como corchete de Lie. La denotamos como gl(n,K).

Demostración.

Como GL(n,K) es un abierto de Rn2 todos los espacios tangentes se identifican trivialmente con él
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mismo: TIdM(n,K)= gl(n,K). Vemos primero cuál es el campo vectorial invariante por la izquierda

X̃ asociado a una matriz X ∈ TIdGL(n,K): X̃A = A ·X ∀A ∈ GL(n,K) ya que dada una curva γX

tangente a X en GL(n,K) que pase por e = Id tenemos que X̃A = (dLA)e(X) = d
dt

∣∣
t=0

LA (γX(t)) =

d
dt

∣∣
t=0

A · γX(t) = A · X. Consideramos ahora dos campos vectoriales invariantes por la izquierda

X̃, Ỹ en GL(n,K), queremos ver que su corchete de Lie (como campos vectoriales) se corresponde

con el conmutador de las matrices evaluadas en el origen X̃e := X, Ỹe := Y . Esto es fácil sabiendo

cómo se define el corchete de Lie sobre campos vectoriales y pensando estos como derivaciones; en los

preliminares vimos que [X̃, Ỹ ]Id = d
dt

∣∣
t=0

ỸγX̃(t) − d
dt

∣∣
t=0

X̃γỸ (t). De esto podemos derivar [X̃, Ỹ ]Id =

d
dt

∣∣
t=0

(
γX̃(t) · Y

)
− d

dt

∣∣
t=0

(
γỸ (t) ·X

)
= X · Y − Y ·X. ■

Ahora vamos a ver por qué la aplicación exponencial recibe ese nombre. Buscamos la forma explícita

de la aplicación exponencial para el grupo lineal general. Dada una matriz A ∈ GL(n,K), sabemos que

su matriz viene definida por la serie eA =
∑∞

k=0
1
k!A

k 33.

Proposición 2.9. Sea A ∈ gl(n,K) cualquiera. Entonces, expA = eA. Esto se cumple para cualquier

grupo lineal.

Demostración.

En la demostración del teorema anterior probamos que el campo vectorial invariante por la izquierda

asociado a una matriz A ∈ gl(n,K) se define en cada punto P ∈ GL(n,K) como ÃP = P · A. Se

comprueba fácilmente que ϕA(0) = Id y que, fijado s ∈ R, d
dt

∣∣
t=s

ϕA(t) = ϕA(s)A. Entonces, la curva

integral a través de Id ∈ GL(n,K) del campo Ã viene dada por la aplicación ϕA(t) = etA. De la

definición de aplicación exponencial se deriva inmediatamente que expA = eA. ■

Nos proponemos ahora construir las álgebras de los grupos que introdujimos en la sección 2.3.

Para ello vamos a utilizar la forma de la aplicación exponencial para los grupos lineales, tal y como

demostramos en la proposición anterior.

Grupos lineales especiales.

Sea A ∈ sl(n,K). Sabemos por la proposición 2.9, que etA ∈ SL(n,K). Entonces, para todo t ∈ R se

cumple que 1 = det
(
etA
)
= eTr(A)t de lo que obtenemos que tr(A) = 0. Deberíamos demostrar ahora

que toda matriz de traza nula está en sl(n,K). Para ello tendríamos que calcular la dimensión de esta

subálgebra de gl(n,K) y ver que es la misma que dim(SL(n,K).

sl(n,K) = {M ∈ GL(n,K) : tr(M) = 0}.
33Que será convergente con la norma del supremo si lo hace en cada entrada.
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Grupos ortogonales y unitarios.

Motivamos únicamente el caso ortogonal porque el unitario es análogo cambiando traspuesta por

hermítica. Sea M ∈ o(n) cualquiera, M̃ el campo vectorial invariante a la izquierda asociado a ella y

A(t) su curva integral a través de Id. Como Ȧ(0) = M y A(t) ∈ O(n), se deduce que A(t)A(t)T = I.

Entonces, 0 = d
dt

∣∣
t=0

A(t)A(t)T =M +MT , es decir, M es antisimétrica. Igual que antes, deberíamos

probar que el conjunto de matrices antisimétricas es un subálgebra de gl(n,R) y que sus dimensión –

como espacio vectorial – se corresponden con la dimensión de O(n).

o(n) =
{
M ∈ GL(n,R) |M +MT = 0

}
,

u(n) =
{
M ∈ GL(n,C) |M +M † = 0

}
.

Las álgebras de SO(n) y SU(n) se deducen fácilmente como intersecciones de las anteriores. Como

una matriz antisimétrica tiene automáticamente traza nula, so(n) = o(n). Sin embargo, su(n) ={
M ∈Mn(C) |M +M † = 0, tr(M) = 0

}
.

Recogemos ahora algunas bases para los grupos de matrices de dimensión más pequeña.

Las álgebras de Lie u(1) y so(2) tienen dimensión 1 y son por tanto isomorfas. Una base de la

primera es {i} y de la segunda {( 0 -1
1 0 )}. Ya nos lo podíamos esperar pues U(1) son los números

complejos de módulo unidad mientras que SO(2) representa las rotaciones propias 34 de R2. Ambas

tienen un único grado de libertad: la elección de una fase α ∈ R. Esto facilita entender también que

U(1) ∼= SO(2) ∼= S1.

Una base de so(3) viene dada por las matrices de rotación 35:

r1 =


0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , r2 =


0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , r3 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 ,

que satisfacen [ra, rb] = εabcrc donde εabc es el símbolo de Levi-Civita. A este hecho lo conocemos en

mecánica clásica como teorema de Euler: cualquier rotación de un sólido rígido se puede describir

como una rotación alrededor de un eje que deja fijo un punto suyo, que viene a decir que toda rotación se

puede descomponer en tres rotaciones planas consecutivas (no conmutativas) con los llamados ángulos

de Euler. Este álgebra es isomorfa a la de su(2), que tiene dimensión 3 también. La base más conocida

es la que viene dada por las matrices de Pauli, que conocemos de mecánica cuántica por darnos la
34En mecánica clásica, se dice que una rotación es propia cuando está conectada con la identidad.
35Como vemos, la exponencial de cada una nos daría una rotación en torno a cada uno de los tres ejes. Esto es una

forma de ver que SO(3) tiene, como nos dice nuestra intuición geométrica, subespacios isomorfos a SO(2).
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base de espín:

σ1 =

 0 1

1 0

 σ2 =

 0 −i

i 0

 σ3 =

 1 0

0 −1

 .

Una base de su(2) es {τa = −i/2σa}. Estas matrices satisfacen las mismas relaciones de conmutación

que las matrices de rotación: [τa, τb] = εabcτc. A pesar de que su(2) ∼= so(3), sus correspondientes

grupos de Lie no son isomorfos. De hecho, SU(2) recubre dos veces a SO(3) 36. Así, en física de

partículas, las partículas bosónicas se corresponden con representaciones de SO(3)37 mientras que las

fermiónicas aparecen al considerar SU(2). Esto viene de que desde el punto de vista moderno, una

partícula –un campo– es una representación irreducible del grupo de simetrías del espaciotiempo en

que construyamos la teoría de campos correspondiente. En el caso de la teoría cuántica de campos

(QFT) en 4 dimensiones, se suele tener el espaciotiempo de Minkowski, que ya dijimos tiene como

grupo de isometrías a SO(1, 3). Así, como se puede demostrar que so(1, 3) ∼= su(2) ⊕ su(2). Por esta

razón, de forma encubierta, en muchas asignaturas de mecánica cuántica hemos estado estudiando

representaciones de su(2).

El último ejemplo que vamos a comentar es el de su(3), interesante, por ejemplo, porque SU(3) es

la simetría de color, asociada a la fuerza nuclear fuerte del modelo estándar. Una base de su(3) viene

dada por las matrices de Gell-Mann:

λ1 =


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 λ2 =


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 λ3 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0



λ4 =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 λ5 =


0 0 −i

0 0 0

i 0 0



λ6 =


0 0 0

0 0 1

0 1 0

 λ7 =


0 0 0

0 0 −i

0 i 0

 λg =
1√
3


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 .

36De hecho, SU(2) es el recubrimiento universal de SO(3).
37O representaciones de SU(2) con índice entero.
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Capítulo 3

Representaciones lineales de grupos de Lie

y acciones sobre variedades

Los grupos de Lie que hemos definido en el capítulo anterior son unas estructuras bastante difíciles.

En general, una de las motivaciones matemáticas para estudiar lo que vamos a hacer en este capítulo,

representaciones y acciones, es tratar de describir un grupo entendiendo de qué forma se implemen-

ta como el grupo de transformaciones de un objeto matemático. En particular, querremos trabajar

con grupos de Lie que actúan sobre espacios vectoriales –representaciones lineales– o variedades

diferenciables –acciones–:

objeto homomorfismo de G en
Representación de G sobre un espacio vectorial V Aut(V ) = GL(V )

Acción de G sobre una variedad diferenciable M Difeo(M)

Una de las razones por las que las representaciones son relevantes en física –más adelante daremos

una relacionada con la mecánica cuántica– es que muchas veces los campos que nos aparecen son

aplicaciones que a cada punto del espaciotiempo le asignan un objeto de un espacio vectorial1. Entonces,

para entender las simetrías de las teorías de campos es importante entender cómo sus correspondientes

grupos actúan sobre espacios vectoriales.

Por otra parte, además de pensar las acciones como generalizaciones no lineales de las representa-

ciones, es importante estudiar acciones de grupos de Lie sobre variedades diferenciables para lo que

viene a continuación en fibrados principales.

El objetivo de este capítulo entonces es presentar los conceptos y resultados básicos sobre represen-
1En realidad aquí ya estamos introduciendo el concepto de sección de un fibrado sin saberlo, en particular de fibrado

vectorial.
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taciones y acciones de grupos de Lie. En la primera parte hablamos de representaciones de grupos y

álgebras de Lie, incidiendo especialmente en una representación especial: la adjunta. Además, hablamos

de las representaciones que preservan una estructura métrica en V , así como de las métricas sobre el

grupo G que son invariantes bajo la acción del grupo sobre sí mismo. Definimos también la forma de

Killing, una forma bilineal simétrica que nos permitirá construir métricas bi-invariantes en grupos de

Lie compactos. En la segunda parte del capítulo hablamos sobre acciones de grupos de Lie, definimos

los campos fundamentales: campos vectoriales en una variedad M dados a partir de un elemento del

álgebra de Lie a partir de una acción de G y la forma de Maurer-Cartan, que será necesaria al estudiar

fibrados principales y las conexiones sobre ellos.

En este capítulo, a no ser que se especifique otra cosa, G será un grupo de Lie y g su álgebra de

Lie asociada, definida en el capítulo anterior. Igualmente, V será un K espacio vectorial donde K = R

o C2 de dimensión finita 3.

3.1. Representaciones de grupos y álgebras de Lie

3.1.1. Representaciones de grupos de Lie

Desde el punto de vista de la física4 tenemos un gran argumento para aprender cosas sobre re-

presentaciones de grupos de Lie: el teorema de Wigner nos dice –de forma precisa– que las simetrías

cuánticas físicas se implementan en las teorías mediante representaciones (anti) unitarias de los grupos

sobre el espacio de estados.

Por ejemplo, toda la información sobre las interacciones del modelo estándar –en primera aproxi-

mación y post ruptura de la simetría electrodébil–, viene codificada mediante la identificación de las

partículas fundamentales con su representación bajo los subgrupos de SU(3)C × SU(2)EW × U(1)Y .

Además, el hecho de que en física de altas energías identifiquemos las partículas por su espín y su masa

tiene que ver con que es la forma en que se clasifican las representaciones unitarias irreducibles del

grupo de isometrías del espaciotiempo5. El objetivo de esta sección es introducir las herramientas que

se necesitan para entender todo esto.

Definición 3.1. Una representación de un grupo de Lie G sobre un K espacio vectorial V es un
2En general nos centraremos en las representaciones reales.
3En realidad, existen representaciones de dimensión infinita pero en nuestros ejemplos vamos a trabajar con grupos

de Lie compactos.
4Desde un punto de vista más matemático, podemos pensar que estudiar representaciones de grupos es algo muy

útil, porque los espacios vectoriales son objetos mucho más sencillos que los grupos y entender cómo un grupo actúa
sobre un espacio vectorial nos va a dar información sobre el propio grupo.

5Minkowski 4 dimensional (SO(1, 3)) normalmente pero en general SO(1, d− 1).
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homomorfismo de grupos de Lie

ρ : G→ GL(V ) ∼= GL(n,K)6

g → ρ(g) : V → V

v 7→ ρ(g)v = g · v = gv

∀g ∈ G, v ∈ V . Si ρ es inyectiva se dice que la representación es fiel.

De la definición se deduce que ρ(gh) = ρ(g) ◦ ρ(h) y ρ(g−1) = ρ(g)−1 ∀g, h ∈ G. Además, podemos

construir una representación de un subgrupo H ⊂ G a partir de una representación ρ : G → GL(V ),

tan solo restringiendo el dominio del homomorfismo de grupos de Lie: ρH : H → GL(V ).

Los grupos de Lie lineales tienen una representación canónica definida por la multiplicación de

vectores por la izquierda que se llama representación fundamental. En muchas ocasiones se denota

una representación por la dimensión del espacio vectorial sobre el que el grupo está actuando7. En

particular, cuando V es 1-dimensional, diremos que la representación es singlete mientras que para

2, 3-dimensional existe la nomenclatura de doblete y triplete.

Podemos plantearnos entonces el problema de cómo construir representaciones a partir de otras.

Sean ρV , ρW dos representaciones de un grupo de Lie G sobre dos espacios vectoriales V,W . Entonces,

se pueden definir:

La representación suma directa ρV⊕W sobre V ⊕W definida por g(v, w) = (gv, gw).

La representación producto tensorial ρV⊗W sobre V ⊗W definida por g(v ⊗ w) = gv ⊗ gw.

La representación dual ρV ∗ sobre V ∗ definida por (gλ)(v) = λ(g−1v) ∀λ ∈ V ∗8.

La representación producto exterior k-ésimo: ρΛkV definida por

g (v1 ∧ v2 ∧ . . . ∧ vk) = gv1 ∧ gv2 ∧ . . . ∧ gvk, ∀v1 ∧ v2 ∧ . . . ∧ vk ∈ ΛkV

Definición 3.2. Los morfismos entre dos representaciones ρV , ρW de un grupo de Lie G sobre dos

espacios vectoriales V,W son las aplicaciones lineales G-equivariantes f : V →W . Es decir, aplica-

ciones tales que f(ρV (g)v) = ρW (g)f(v) ∀v ∈ V, g ∈ G.
7Especialmente cuando la dimensión determina unívocamente la representación. Todo lo dicho en este párrafo tendrá

una definición análoga para las representaciones de álgebras de Lie que definiremos un poco más adelante.
8Es importante que se hace tanto la inversa como la transpuesta de la representación. También se llama represen-

tación grediente. Este es un caso particular de la representación ρHom(V,W ) definida por (gf)(v) = gf
(
g−1v

)
, ∀f ∈

Hom(V,W ).
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El concepto de G-equivariancia es muy importante y se ilustra con el siguiente diagrama conmuta-

tivo para todo elemento g ∈ G del grupo:

V W

V W

f

ρV (g) ρW (g)

f

Dos representaciones se dirán isomorfas o equivalentes si existe entre ellas un isomorfismoG-equivariante.

Entonces, el objetivo de la teoría de representaciones –en general– es clasificar todas las representacio-

nes salvo isomorfismo.

De la misma manera definimos las representaciones de álgebras de Lie:

Definición 3.3. Una representación de un álgebra de Lie g sobre un K espacio vectorial V es un

homomorfismo de álgebras de Lie

ϕ : g→ gl(V ) ∼=End(V )

ϕ→ ϕ(X) : V → V

v 7→ ϕ(X)v = X · v = Xv

∀X ∈ g, v ∈ V . Si ϕ es inyectiva se dice que la representación es fiel.

Igual que en el caso de las representaciones de grupos de Lie, se pueden definir representaciones

de una subálgebra de Lie h ⊂ g como restricciones de las representaciones del álgebra g. De la misma

forma, los morfismos de representaciones de álgebras de Lie se definen como aplicaciones lineales g-

equivariantes. Además, dadas ϕV , ϕW dos representaciones de un álgegra de Lie g sobre dos espacios

vectoriales V,W , se pueden definir:

La representación suma directa ϕV⊕W sobre V ⊕W definida por X(v, w) = (Xv,Xw).

La representación producto tensorial ϕV⊗W sobre V ⊗W definida por X(v⊗w) = Xv⊗w+

v ⊗Xw.

La representación dual ϕV ∗ sobre V ∗ definida por (Xλ)(v) = λ(−Xv) ∀λ ∈ V ∗.

La representación producto exterior késimo: ϕΛkV definida por

X (v1 ∧ v2 ∧ . . . ∧ vk) =
k∑
i=1

v1 ∧ . . . ∧Xvi ∧ . . . ∧ vk, ∀v1 ∧ v2 ∧ . . . ∧ vk ∈ ΛkV
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Por otra parte, nos interesa encontrar una representación de un álgebra de Lie asociada a una cierta

representación de su grupo. Utilizando el teorema 2.4 se deduce que

Proposición 3.1. Dada una representación ρ : G → GL(V ) de un grupo de Lie G, se tiene que su

diferencial, ρ∗ : g→ End(V ) es una representación de g.

Entonces, la definición de aplicación exponencial nos va a permitir escribir el siguiente diagrama

conmutativo:
g End(V )

G GL(V )

ρ∗

exp exp

ρ

donde en el lado derecho tenemos la exponencial de matrices por tratarse de grupos lineales.

El enunciado siguiente –consecuencia directa del teorema 2.4– nos da una condición suficiente para

la existencia y unicidad de una representación de grupos de Lie dada una representación de su álgebra:

Teorema 3.1. Sea G un grupo de Lie conexo y simplemente conexo. Entonces, dada una representación

ϕ de su álgebra de Lie g existe una única representación ρ : G→ GL(V ) tal que ρ∗ = ϕ.

3.1.2. Representaciones ortogonales y unitarias

En general, nos va a interesar considerar representaciones que sean compatibles con una forma bili-

neal definida sobre el espacio vectorial, especialmente cuando se trata de un producto escalar euclídeo

o hermítico. Este concepto es importante porque las representaciones ortogonales (resp. hermíticas)

van a poder descomponerse en suma directa de representaciones ortogonales (resp. hermíticas). Como

vamos a dar una condición suficiente para la existencia de un producto escalar G-invariante, estos

conceptos son muy útiles en la clasificación de representaciones de grupos de Lie.

Definición 3.4. Una representación ρ : G → GL(V ) de un grupo de Lie sobre un espacio vectorial

(V, ⟨·, ·⟩) euclídeo (resp. hermítico) se dice ortogonal (unitaria) si el producto escalar es G-invariante,

es decir,

⟨ρ(g)v, ρ(g)w⟩ = ⟨v, w⟩ ∀g ∈ G, v, w ∈ V.

Esto es equivalente a que la representación valore en los subgrupos O(V ) (U(V )) del grupo de

automorfismos de V : GL(V ), lo que significa que el grupo está actuando sobre el espacio vectorial

como lo hacen las rotaciones. Análogamente construimos un concepto similar para las representaciones

de álgebras de Lie:
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Definición 3.5. Una representación ϕ : g → End(V ) de un álgebra de Lie sobre un espacio vectorial

(V, ⟨·, ·⟩) euclídeo (resp. hermítico)se dice antisimétrica (anti-hermítica) si se satisface

⟨ϕ(X)v, w⟩+ ⟨v, ϕ(X)w⟩ = 0

∀X ∈ g, ∀v, w ∈ V .

Y de la misma forma, lo que tenemos es que estas representaciones toman valores en las subálgebras

o(n) (u(n)) del álgebra general lineal gl(V ) determinada por los endomorfismos de (V, ⟨·, ·⟩).

Además, estas representaciones están relacionadas:

Proposición 3.2. Sea ρ : G → GL(V ) una representación ortogonal (resp. unitaria) de un grupo de

Lie G. Entonces, la representación inducida ρ∗ : g → End(V ) del álgebra de Lie g es antisimétrica

(resp. antihermítica).

Un resultado importante que utilizaremos más adelante nos da las condiciones de existencia para

las representaciones ortogonales de un cierto grupo de Lie, o, visto de otra forma, un producto escalar

invariante bajo la acción de dicho grupo:

Proposición 3.3. Sea ρ : G→ GL(V ) una representación de un grupo de Lie G compacto. Entonces,

existe un producto escalar euclídeo (resp. hermítico) ⟨·, ·⟩ en V que es G-invariante, es decir, tal que ρ

es una representación ortogonal (resp. unitaria) para (V, ⟨·, ·⟩).

Idea de la demostración.

Dada una base {X1, . . . , Xn} de g podemos construir una base dual suya {ω1, . . . , ωn} (que estará

formada por 1-formas invariantes por la izquierda) y σ = ω1 ∧ · · · ∧ωn será una forma de volumen que

podremos integrar en todo G. Por ser el grupo compacto, la forma de volumen será también invariante

por la derecha y la integral finita. Entonces, dado un producto escalar ⟨⟨·, ·⟩⟩ cualquiera en V , podemos

definir un producto escalar que va a ser G-invariante:

⟨v, w⟩ =
∫
G
⟨⟨hv, hw⟩⟩σ(h).

■

3.1.3. La representación adjunta

Si partimos de un grupo lineal es bastante natural construir la representación fundamental pero,

considerando un grupo de Lie cualquiera, el primer espacio vectorial que se nos puede ocurrir es su
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álgebra de Lie, que tiene la misma dimensión que el grupo.

Definición 3.6. La aplicación

Ad :G→ Aut(g)

g 7→ Ad(g) = Adg = (cg)∗

es una representación de G sobre el espacio vectorial g, llamada representación adjunta Ad de G.

Esta representación es particularmente útil en distintas situaciones. En particular, se cumple que

dada una representación ρ : G→ GL(V ) de un grupo de Lie G:

ρ∗ (AdgX) ◦ ρ(g) = Ad(g) ◦ ρ∗(X) ∀X ∈ g.

Además, la representación adjunta se comporta bien respecto al producto directo. Dado G = H×K

un producto directo de grupos de Lie. La representación adjunta de G en g = h⊕ k es la suma directa

de las representaciones adjuntas de H sobre h y K sobre k:

Ad(h,k)(X,Y ) = (AdhX,Adk Y ) ∀(h, k) ∈ H ×K, (X,Y ) ∈ h⊕ k.

En caso de que G sea un grupo abeliano, la representación adjunta es trivial y si G es lineal, tendremos

que su forma es particularmente sencilla9:

Proposición 3.4. Dado G ⊂ GL(n,K) cualquiera y Q ∈ G, se tiene que AdQ : g→ g viene dada por

AdQX = Q · X · Q−1, donde X es un elemento del álgebra de Lie de GL(n,K), es decir, una matriz

n× n.

Demostración.

Consideramos γ(t) = etX , una curva en G. Entonces, la definición 3.6 nos dice que

AdQX =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Q · γ(t) ·Q−1 = Q ·X ·Q−1

■

Inspirándonos en la misma idea: buscar representaciones sobre espacios vectoriales con la misma

dimensión del propio grupo de Lie, buscamos la representación adjunta de un álgebra de Lie. En

concreto, se puede demostrar que la diferencial de la representación adjunta de un grupo de Lie G, que
9Donde, démonos cuenta, el espacio vectorial sobre el que está actuando G, vía representación adjunta, es un espacio

vectorial de matrices.
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denotamos como adg = ad = Ad∗, es una representación del álgebra de Lie g sobre End(g), a la que

llamamos representación adjunta de g.

Además, tenemos una particularización del diagrama conmutativo de la definición 3.1:

g End(g)

G GL(g)

ad

exp exp

Ad

Y se cumple que

ad(X)(Y ) = adX Y = [X,Y ] ∀X,Y ∈ g

Demostración.

Sean X,Y dos campos vectoriales invariantes por la izquierda en G y ϕt el flujo asociado al campo

vectorial X. Entonces, el diagrama anterior nos dice que:

adX Y =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Adexp tX Ye =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(cexp tX)∗ Ye =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Rexp−tX)∗ (Lexp tX)∗ Ye =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Rexp−tX)∗ Yexp tX =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ−t)∗ Yϕℓ(e) = [X,Y ]e.

■

3.1.4. Métricas invariantes en grupos de Lie

Los grupos de Lie G son variedades diferenciables así que tiene sentido plantearnos definir sobre

ellas métricas (pseudo)Riemannianas. En particular, en física, nos interesará tener métricas invariantes

bajo la acción del grupo G, que nos permitirán definir lagrangianos invariantes gauge.

Definición 3.7. Dada una métrica s en un grupo de Lie G, se dice que es invariante por la iz-

quierda (resp. derecha) si las traslaciones a la izquierda (resp. derecha) son isometrías de G – i.e.

L∗
gs = s ∀g ∈ G (resp.R∗

gs = s ∀g ∈ G)–. En caso de que sea invariante por la derecha y por la

izquierda se dirá que es bi-invariante.

Se puede demostrar que las geodésicas de una métrica bi-invariante en un grupo de Lie G –pensadas

como las geodésicas de una variedad riemanniana– que pasan por el elemento neutro son de la forma

γ(t) = exp(tX) donde X ∈ g. Es decir, la noción de exponencial geométrica (de la variedad riemannia-

na) coincide con la de la aplicación exponencial de grupos de Lie cuando la métrica es bi-invariante.

Es inmediato comprobar que una métrica induce un producto escalar en g pues, como sabemos,

g ∼= TeG. Además, dado un producto escalar ⟨·, ·⟩ en g, se puede definir
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una métrica invariante por la derecha sobre G dada por s(X,Y ) =
〈
Rg−1∗(X), Rg−1∗(Y )

〉
∀g ∈

G, X, Y ∈ TgG.

una métrica invariante por la izquierda sobre G dada por s(X,Y ) =
〈
Lg−1∗(X), Lg−1∗(Y )

〉
∀g ∈

G, X, Y ∈ TgG.

Sin embargo, esta forma no nos permite definir métricas bi-invariantes salvo en el caso trivial en

que G es abeliano y Lg = Rg ∀g ∈ G. Por ello, es muy relevante el siguiente resultado, que nos da una

condición suficiente y necesaria para que una métrica invariante por la izquierda10:

Teorema 3.2. Una métrica invariante por la izquierda de un grupo de Lie G es bi-invariante si y sólo

si el producto escalar ⟨·, ·⟩ en g inducido por s es Ad-invariante:

⟨Adgv,Adgw⟩ = ⟨v, w⟩, ∀g ∈ G, v, w ∈ g

Demostración.

SeanX,Y ∈ TpG. Entonces, sp(X,Y ) =
〈
Lp−1∗(X), Lp−1∗(Y )

〉
y se cumple, utilizando la Ad-equivariancia

y la invariancia por la izquierda de s, que

(
R∗
gs
)
p
(X,Y ) =

〈
L(pg)−1Rg∗(X), L(pg)−1∗Rg∗(Y )

〉
=

=
〈
Adg−1 ◦ Lp−1∗(X),Adg−1 ◦ Lp−1∗(Y )

〉
.

como queríamos demostrar. ■

Ahora, a partir del teorema 3.3 podemos deducir el siguiente resultado:

Teorema 3.3. Todo grupo de Lie compacto tiene una métrica bi-invariante.

En teorías gauge esto se va a traducir en que para una teoría con grupo de simetrías (internas)

compacto siempre podremos escribir un lagrangiano invariante gauge y que además sea tal que la

energía esté acotada por debajo.

3.1.5. La forma de Killing

Ahora vamos a introducir la forma de Killing, que nos servirá para construir métricas invariantes

en grupos de Lie compactos. Es una forma bilineal simétrica que se define intrínsecamente y que además

es especialmente importante en la teoría de representaciones de álgebras de Lie porque se utiliza para

saber si un álgebra es semisimple gracias a un resultado de Cartan.
10Claramente, se puede demostrar algo análogo para una métrica invariante por la derecha.
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Definición 3.8. Sea g un álgebra de Lie sobre K. Se define una forma K-lineal, simétrica en g

Bg : g× g −→ K

(X,Y ) 7−→ tr(adX ◦ adY )

a la que llamamos forma de Killing Bg en g.

Teorema 3.4. Dado un automorfismo de álgebras de Lie σ : g→ g, se cumple que

Bg(σX, σY ) = Bg(X,Y ) ∀X,Y ∈ g.

Demostración.

Como σ es un automorfismo de álgebras de Lie se tiene que adσX = σ ◦ adX ◦ σ−1, ya que

adσX Y = [σX, Y ] = σ
([
X,σ−1Y

]
= σ ◦ adX

(
σ−1Y

)
.

Entonces, de la definición de forma de Killing se sigue que

Bg(σX, σY ) = tr (adσX ◦ adσY )

= tr
(
σ ◦ adX ◦ adY ◦σ−1

)
= Bg(X,Y ).

■

En caso de que g sea el álgebra de Lie de un grupo G se tendrá que esta relación es cierta para

Adg, que es un automorfismo ∀g ∈ G. De esto se sigue que

Corolario 3.1. La forma de Killing Bg define una forma simétrica bi-invariante en cualquier grupo

de Lie G.

Nos interesa especialmente el caso en que las álgebras de Lie son compactas –son álgebras de Lie

de algún grupo de Lie compacto–, donde se cumple

Teorema 3.5. La forma de Killing de un álgebra de Lie real compacta es semidefinida negativa. Se

cumple

Bg(X,X) = 0 ∀X ∈ z(g)

Bg(X,X) < 0 ∀X ∈ g\z(g),

donde z(g) es el centro de g.
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3.2. Acciones de grupos de Lie sobre variedades diferenciables

En esta parte del capítulo vamos a interesarnos por la forma en la que los grupos de Lie actúan

como transformaciones o simetrías de objetos más generales que los espacios vectoriales, en particular,

nos interesarán las acciones de grupos de Lie sobre variedades diferenciables. Todo lo que hemos visto

hasta ahora será un caso particular de esto: una representación es una acción lineal del grupo en que

la variedad es un espacio vectorial. Igual que sucedía antes, las acciones de grupos sobre conjuntos se

estudian con el objetivo de poder a veces entender mejor el funcionamiento del grupo11, especialmente

cuando G representa las simetrías de nuestra teoría. Además, estudiaremos cuándo el espacio cociente

M/G tiene estructura de variedad diferenciable.

Definición 3.9. Sea G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Entonces, una aplicación

diferenciable

Φ : G×M −→M

(g, p) 7−→ Φ(g, p) = g · p = gp

es una acción por la izquierda de G en M si cumple

1. (g · h) · p = g · (h · p) para todo p ∈M, g, h ∈ G.

2. e · p = p para todo p ∈M .

De forma análoga se definen las acciones por la derecha12. Debemos pensarlas como una generali-

zación no lineal de las representaciones: ahora el soporte es una variedad diferenciable y la acción se

corresponde con un homomorfismo entre el grupo G y Difeo(M).

Definición 3.10. Sea Φ : G ×M → M una acción por la izquierda de un grupo de Lie G en una

variedad diferenciable M . Entonces, definimos la traslación a la izquierda por g ∈ G como

lg :M −→M

p 7−→ g · p

que es una aplicación diferenciable. Además, dado p ∈M ,

ϕp : G −→M

g 7−→ g · p

11Así sucede cuando entendemos un grupo finito como un subgrupo de un cierto grupo de permutaciones.
12En general, a lo largo de la sección se darán definiciones y resultados para acciones por la izquierda pero de forma

análoga se construyen para el caso en que cogemos acciones por la derecha.
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es la aplicación órbita de p bajo G, que es una aplicación diferenciable. Así, se define la órbita de

G a través de p como ϕp(G):

Op = G · p = {g · p | g ∈ G}.

Se dice que p es un punto fijo de la acción si todos los elementos de G actúan trivialmente sobre él.

Se define el conjunto de puntos fijos de g ∈ G como

Mg = {p ∈M | g · p = p}.

Alternativamente, el estabilizador de un punto p ∈ M está formado por los elementos del grupo que

actúan trivialmente sobre el punto

Gp = {g ∈ G | g · p = p}.

Dada una acción Φ : G×M →M , «pertenecer a la misma órbita» es una relación de equivalencia,

así que se puede definir el siguiente cociente en M :

M/G = {Op ⊂M | p ∈M} ,

al que llamamos espacio de las órbitas o espacio cociente de M por la acción Φ.

El estabilizador es un subgrupo de G y se le llama también grupo de isotropía o little group13.

Como el estabilizador de cualquier punto va a ser un cerrado, el teorema de Cartan nos asegura que

Gp son subgrupos de Lie de G.

Diremos que el álgebra de Lie del estabilizador de un punto p bajo una acción Φ : G ×M → M

es la subálgebra de isotropía de p. Se puede ver que los estabilizadores de dos puntos que están en la

misma órbita son conjugados. Va a ser útil caracterizar la subálgebra de isotropía de un punto de una

variedad con el siguiente resultado.

Proposición 3.5. Dada una acción Φ : G ×M → M y p ∈ M un punto cualquiera se tiene que el

núcleo de la aplicación deϕp : g −→ TpM es la subálgebra de isotropía de p: gp.

Demostración.
13Es importante en física porque, por ejemplo, las partículas, que hemos dicho que vienen etiquetadas por represen-

taciones irreducibles unitarias del grupo de simetría del espaciotiempo, pero la realidad es que las simetrías son distintas
según estemos considerando que el grupo esté actuando sobre vectores que están o no en el cono de luz. Esto termina
llevando a la distinción entre helicidad y espín. En el caso m = 0 el little group será precisamente el estabilizador de un
4-vector de tipo tiempo (k, 0, 0,−k) y nos ayudará a clasificar las partículas posibles.
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Empezamos con el contenido de la derecha: X ∈ gp =⇒ exp(tX) ∈ Gp ∀t ∈ R así que

ϕp(exp(tX)) = exp(tX) · p = p =⇒ X ∈ Ker(deϕp) ∀t ∈ R,

como queríamos demostrar.

Por otra parte, dado X ∈ Ker(deϕp), se cumple que

d

dt

∣∣∣∣
t=s

(exp(tX) · p) = d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

(exp(sX) · exp(τX) · p) = Dplexp(sX)

(
d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

exp(τX) · p
)

= 0.

para todo s ∈ R. Entonces, exp(tX) · p es una curva constante: exp(tX) · p = exp(0) · p = p. Entonces,

por la definición de subálgebra de isotropía de p, tenemos que X ∈ gp. ■

Ahora damos algunas definiciones, que de nuevo se estudian en el caso general de acciones de grupos

G sobre un conjunto X.

Definición 3.11. Sea Φ una acción de un grupo de Lie G sobre una variedad diferenciable M . Sea ϕp

la aplicación órbita de p bajo G. Entonces,

Si ϕp es sobreyectiva ∀p ∈ M , se dice que la acción Φ es transitiva. En ese caso M tiene tan

solo una órbita y se dice que la variedad M es un espacio homogéneo respecto a G.

Si ϕp es inyectiva ∀p ∈M , se dice que la acción Φ es libre.

Si Φ es libre y transitiva se dice que es simplemente transitiva.

Si el homomorfismo ϕ : G→ S(M)14 inducido por Φ es inyectivo se dice que la acción Φ es fiel

o efectiva.

Es inmediato comprobar, a partir de las definiciones, que

Φ es transitiva si y sólo si ϕp es sobreyectiva para algún p ∈M .

Φ es libre si y sólo si todos los elementos no trivial de G cambian todos los puntos de M , o,

equivalentemente, si los estabilizadores de todos los puntos son el grupo trivial o ningún elemento

del grupo –salvo el neutro– deja fijo ningún punto p ∈M . Si Φ es libre entonces las aplicaciones

órbitas son inmersiones, que en caso de ser G compacto, serán embebimientos.

Si Φ es simplemente transitiva, ϕp es una biyección entre G y M ∀p ∈M .
14El grupo de biyecciones de los puntos de M .
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Si Φ es fiel entonces no existe ningún elemento no trivial del grupo que deje fijos todos los puntos

de M .

Definición 3.12. Dadas dos acciones Φ : G ×M → M and Ψ : G × N → N de G sobre variedades

M y N decimos que una aplicación f :M → N es G-equivariante si

f(g ·Φ p) = q ·Ψ f(p) ∀p ∈M, q ∈ G.

En realidad, la mayor parte de los conceptos que hemos ido definiendo se pueden dar en general

para acciones de grupos sobre conjuntos. En particular, presentamos ahora una definición que nos va

a permitir responder una pregunta interesante para lo que sigue: ¿cuándo tiene el espacio cociente

estructura de variedad diferenciable?

Definición 3.13. Decimos que una acción libre por la derecha Φ : G×M →M de un grupo de Lie G

en una variedad diferenciable M es una acción principal si la aplicación

Ψ :M ×G→M ×M

(p, g) 7→ (p, pg).

es cerrada.

Se puede demostrar que la condición necesaria para que M/G tenga una estructura diferenciable

única tal que π : M → M/G sea una submersión es precisamente que la acción Φ de G en M sea

principal. En particular, utilizaremos principalmente los siguientes casos, que se puede demostrar son

acciones principales:

Acciones libres de grupos de Lie compactos en variedades diferenciables.

Acciones de un subgrupo cerrado H ⊂ G de un grupo de Lie G sobre el propio grupo.

Por tanto, los espacios cocientes definidos a partir de estas van a ser variedades diferenciables (con una

estructura diferenciable única tal que la proyección canónica sea una submersión).

3.2.1. Campos fundamentales de una acción

Ahora queremos discutir cómo se construye, dada una acción de G en una variedad M , un campo

vectorial en M a partir de un elemento del álgebra de Lie g. La idea viene del teorema 2.3, que nos

decía que la diferencial de un homomorfismo de grupos de Lie es un homomorfismo de álgebras de Lie.
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Si pensamos en el homomorfismo ϕ : G → Difeo(M) inducido por una acción de un grupo de Lie G

sobre una variedad M , tiene sentido pensar que la solución a la pregunta que nos acabamos de hacer va

a venir dado por el homomorfismo inducido entre las correspondientes álgebras de Lie: ϕ∗ : g→ X(M).

La formalización de esta idea geométrica viene dada por la siguiente definición.

Definición 3.14. Dada una acción por la derecha Φ : G ×M → M de un grupo de Lie G en una

variedad diferenciable M y X ∈ g, definimos el campo vectorial fundamental X̃ sobre M como

X̃p =
d

dt t=0
(p · exp(tX)) = (deϕp)(Xe), ∀p ∈M,

donde ϕp es la aplicación órbita de la acción por la derecha de la definición 3.10.

En caso de que la acción sea por la izquierda la definición es un poco distinta –veremos en un

segundo el porqué de esto–:

X̃p =
d

dt t=0
(exp(−tX) · p) = (Deϕ

′
p)(Xe) ∀p ∈M,

donde
ϕ′p : G→M

g 7→ g−1 · p.

Es decir, parametrizando la curva integral en sentido contrario.

Geométricamente estas definiciones solo quieren precisar lo que dijimos antes: un elemento del

álgebra de Lie X ∈ g –recordemos, un campo vectorial invariante por la izquierda– define el subgrupo

uniparamétrico exp(tX), que es una curva integral de X que pasa por el neutro. La acción de este

subgrupo en p ∈M define precisamente una curva en M y el campo vectorial fundamental en p viene

dado por la velocidad de esa curva en t = 0.

En el caso de las representaciones que estudiamos en la sección anterior esto nos permite ver que los

campos fundamentales son los endomorfismos del espacio vectorial. Una representación ρ : G→ GL(V )

de un grupo de Lie en un espacio vectorial V define una acción por la izquierda Φ : G × V → V . La

representación inducida del álgebra de Lie g es ρ∗ : g→ End(V ) y por tanto los campos fundamentales

vienen dados, a partir de X ∈ g, por

X̃v =
d

dt t=0
(exp(−tX) · v) = −ρ∗(X)(v) ∀v ∈ V.
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Entonces, dada una acción Φ : G×M →M hemos conseguido definir una aplicación

ϕ∗ : g→ X(M)

X 7→ X̃.

La proposición 3.5 nos asegura que en caso de que la acción sea libre esta va a ser una aplicación

inyectiva. El siguiente resultado nos dice que la aplicación es de hecho un homomorfismo de álgebras

de Lie, como deseábamos.

Proposición 3.6. Sea G un grupo de Lie actuando sobre una variedad diferenciable M . Entonces, la

aplicación

ϕ∗ : g→ X(M)

X 7→ X̃,

que asocia a cada elemento del álgebra su campo fundamental es un homomorfismo de álgebras de Lie.

Tiene sentido preguntarnos cómo transforman los campos fundamentales bajo la acción de grupo.

Se puede demostrar que dado un grupo de Lie G que actúa sobre una variedad M y X ∈ g, g ∈ G:

Si G está actuando por la derecha, entonces rg∗(X̃) = Ỹ , donde Y = Adg−1 X ∈ g.

Si G está actuando por la izquierda, entonces lg∗(X̃) = Z̃, donde Z = AdgX ∈ g.

3.2.2. La forma de Maurer-Cartan y la diferencial de una acción

Ahora vamos a definir la forma de Maurer-Cartan, que es una 1-forma g-valuada que se puede

definir canónicamente sobre un grupo de Lie G. Geométricamente podemos pensar en ella como un

análogo de la identificación un vector tangente a un punto de una variedad con los gérmenes de funciones

en dicho punto. Es decir, hemos visto que el álgebra de Lie g asociada a un grupo de Lie G se puede

definir como el espacio tangente al elemento neutro TeG y por tanto como una clase de equivalencia

de curvas diferenciables en G que empiezan en e. Entonces, lo que hace la forma de Maurer-Cartan

es: al pensar en TgG como una clase de equivalencia de curvas que empiezan en g ∈ G, asignar a cada

vector v ∈ TgG la clase de equivalencia de las curvas trasladadas por la izquierda con g−1. Esas curvas

(y esa clase) comenzará en e y por tanto estará en el álgebra de Lie g. Esta 1-forma es muy importante

para trabajar con sistemas coordenados comóviles o bases móviles, que permiten formalizar la idea de

observador en relatividad general.
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Definición 3.15. Dado un grupo de Lie G con álgebra de Lie g, se define µ ∈ Ω1(G, g), una 1-forma

en G g-valuada dada por

(µ)g (v) =
(
dgLg−1

)
(v) ∀g ∈ G, v ∈ TeG.

Llamamos a µ forma de Maurer-Cartan o forma canónica asociada al grupo de Lie G.

Geométricamente tenemos que pensar que es un objeto que a cada vector tangente a g ∈ G le

asocia el único campo vectorial invariante por la izquierda –elemento del álgebra de Lie por tanto– tal

que Xg = v. Se puede comprobar con la definición que es invariante bajo traslaciones a la izquierda

L∗
gµ = µ y se transforma como

R∗
gµ = Adg−1 ◦µ15

bajo traslaciones a la derecha16.

Entonces, utilizando la forma de Maurer-Cartan y la proposición 3.6 se puede demostrar que la

diferencial en un punto (x, g) ∈M ×G de la acción Φ :M ×G→M viene dada por

D(x,g)Φ : TxM ⊕ TgG −→ TxgM

(X,Y ) 7−→ (Dxrg) (X) + µ̃(Y )xg,

donde hemos utilizado que T(x,g)M ×G ∼= TxM ⊕ TgG.

15Esta propiedad se puede explicar diciendo que la forma de Maurer Cartan es una forma pseudotensorial de tipo
(Ad, g), como precisaremos en el siguiente capítulo.

16A pesar de que todo lo que se hace para acciones a la izquierda se puede traducir en acciones a la derecha, durante
toda esta sección hemos visto como esta relación no es inmediata muchas veces porque algunas definiciones distinguen
entre un «lado» y el otro. Seguiremos las convenciones más habituales: considerar acciones por la derecha cuando queremos
estudiar espacios cocientes M/G y acciones por la izquierda cuando son transitivas, cuando M es un espacio homogéneo.
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Capítulo 4

Fibrados sobre variedades

In the beginning

Then God said:

Let there be gauge theories!

And there was light,

clear and bright

followed by particles

fundamental or otherwise. [...]

And it was called

the miracle of gravity.

Este es un fragmento del poema cómico con el que empieza el libro The mathematical foundations

of gauge theories [19],escrito por Marathe y Martucci, en el que se desarrolla de forma pedagógica toda

la teoría de fibrados necesaria para formalizar las teorías gauge. En este capítulo utilizaremos princi-

palmente material del capítulo 4 de [16], del capítulo 9 de [14] y de las notas [20]. Hemos llegado ahora

al objetivo principal del trabajo: estudiar los fibrados sobre variedades diferenciables. En particular,

nos interesará aprender un tipo especial de fibrados que se llaman fibrados principales.

La idea detrás los espacios fibrados es una que se usa continuamente en física1 y que en realidad

también utilizamos en el día a día: cuando vemos un mapa del tiempo en realidad lo que estamos

imaginándonos es que tenemos un espacio y a cada punto le estamos asociando una temperatura, por

ejemplo. Entonces, en cada punto tenemos colocado un semieje real positivo2; esto serán las fibras

–que tendrán todas la estructura de una fibra modelo–. La idea entonces es pensar en unos spaghetti
1Por ejemplo, lo que explicamos en la introducción: las dimensiones extra necesarias en teoría de cuerdas se pueden

pensar como que en cada punto 4 dimensional se está colocando una variedad de Calabi-Yau 6 dimensional.
2Supongamos que medimos en Kelvin.



56

Figura 4.1: Representación esquemática de un fibrado.

colocados sobre una variedad diferenciable M a la que llamaremos variedad base. Como veremos,

este es un ejemplo muy sencillo en el que el fibrado es trivial: un producto cartesiano entre la variedad

base y la fibra. Sin embargo, los ejemplos que verdaderamente nos interesarán, y los que explican un

montón de fenómenos que conocemos3, serán aquellos en que el fibrado no es trivial sino que esté

«retorcido». El caso general se ilustra en la figura 4.1.

Como venimos diciendo a lo largo de todo el trabajo, nuestro interés está en las teorías gauge. Pero

para formalizar esto nos falta lo que estudiaremos en el capítulo siguiente: las conexiones y curvaturas

sobre fibrados. Pero estos ejemplos nos muestran, y es objetivo de este capítulo, que en realidad el sitio

natural desde el que pensar muchos conceptos de geometría y física es desde la teoría de fibrados. Un

resumen de la «historia» de las teorías gauge es el siguiente: el marco geométrico fundamental será un

fibrado principal con grupo estructural el grupo gauge de la interacción. La variedad base será nuestro

espaciotiempo. Las fibras se piensan en física como el «espacio interno» sobre el que se «mueven»

también los campos. Las conexiones serán los campos gauge, mediadores de las interacciones, mientras

que los campos de materia son secciones de fibrados vectoriales asociados al fibrado principal. A lo

largo de lo que queda de trabajo le intentaremos dar sentido a todas estas palabras.

El capítulo se organiza en tres partes. En la primera damos las definiciones básicas de fibrados

(generales) sobre variedades diferenciables y comentamos por encima el caso particular de los fibrados

vectoriales. También definimos aplicaciones entre fibrados y los automorfismos, que en el caso de los
3Aunque en un primer lugar pudiera parecer que, por ejemplo, formular el electromagnetismo de esta forma solamente

es una manera más elegante de describirlo, terminamos llegando a sistemas como el monopolo de Dirac, donde el fibrado
de Hopf es el lugar natural desde el que pensar las cosas. Es decir, aunque en muchos ejemplos tengamos fibrados triviales,
hay veces en que la física está «retorcida» y todo este desarrollo no es un artificio sino la mejor manera de describirlo.
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fibrados principales serán las transformaciones gauge. En la segunda explicamos los fibrados principales

utilizando toda la teoría de grupos de Lie y de acciones de grupos de Lie que desarrollamos en los

capítulos anteriores. En particular, estudiamos el fibrado de las referencias como ejemplo paradigmático

de fibrado principal, que además nos va a permitir motivar que muchos de los conceptos estudiados en

el capítulo 1 se pueden entender mejor desde este punto de vista. Terminamos definiendo los fibrados

asociados a fibrados principales, haciendo énfasis en el caso vectorial, cuyas secciones serán los campos

de materia de las teorías gauge.

4.1. Fibrados y fibras

Nuestro objetivo ahora es formalizar la idea de «colocar un spaghetti encima de cada punto de nues-

tra variedad». En general, dada π : E →M , una proyección –una aplicación diferenciable sobreyectiva–

entre variedades diferenciables, decimos que Ex = π−1(x) = π−1({x}) ⊆ E es la fibra de π sobre x. En

general, las fibras Ex y Ey sobre puntos distintos no tienen por qué estar relacionadas de ninguna forma

y puede ser que en particular no sean subvariedades de E. El caso que queremos estudiar es ese en

que sí están embebidas en E como subvariedades y en que todas son difeomorfas a una fibra modelo4.

Queremos una generalización del ejemplo trivial en que E = M × F . Los fibrados serán productos

retorcidos5 globalmente que de forma local sí se podrán ver como productos cartesianos como ese6. La

formalización de esta idea geométrica es la siguiente definición.

Definición 4.1. Un fibrado es una cuaterna (E, π,M ;F ) donde E,M,F son variedades diferen-

ciables, π : E → M una aplicación diferenciable sobreyectiva y tal que ∀x ∈ M ∃U ⊆ M entorno

abierto suyo tal que π|EU
, donde EU = π−1(U), se puede trivializar. Es decir, ∃ ϕU : EU → U × F

difeomorfismo tal que pr1 ◦ϕU = π7.

Se suele escribir
F E

M

π

y se dice que E es el espacio total, M la variedad base, F la fibra modelo, π la proyección y

(U, ϕU ) una trivialización local8.
4A la que más adelante le pediremos tener más estructura además de ser variedad diferenciable.
5En inglés twisted, por eso se los llama a veces twisted fiber bundles.
6A esto se lo llama ser localmente trivializable.
7Donde pr1 es la proyección del producto sobre el primer factor.
8Que además veremos nos servirá para construir las cartas que le podrán dar estructura diferenciable a los fibrados

cuando los «construyamos».



58

Figura 4.2: Fibrado F → E
π→M . Figura 4.1 de [16].

La definición nos asegura, como deseábamos, que cada fibra Ex := π−1(x) sea una subvariedad

de E, gracias al teorema del valor regular y que todas son difeomorfas a F . Esta definición se puede

visualizar como se muestra en la figura 4.2.

En el capítulo 1 decíamos que los campos vectoriales son secciones del fibrado tangente, está relación

campo ←→ sección de un cierto fibrado va a seguir siendo cierta –de una forma que precisaremos más

adelante–. Por ello, definimos lo siguiente:

Una sección global de π como una aplicación diferenciable s : M → E tal que π ◦ s = IdM .

Además, denotamos por Γ(E) al conjunto de secciones globales del fibrado.

Una sección local de π como una aplicación diferenciable s : U ⊂ M → E tal que π ◦ s = IdU

donde U es un abierto de M . Además, denotamos por Γ(U,E) al conjunto de secciones locales

de un abierto U .

Como, por definición, un fibrado es localmente trivializable, está claro siempre que tendrá secciones

locales. Para ilustrar esta definición vamos a explicar dos ejemplos. El primero, un fibrado trivial9,

donde M = S1, F = [0, 1] y E = S1 × [0, 1], es decir, un fibrado en que el espacio total es un cilindro

con borde y la base es una circuferencia. En este caso las trivializaciones locales son también globales.

Sin embargo, el ejemplo que tiene que venirnos a la cabeza al pensar en la idea de fibrado es en el que

el espacio total es la banda de Möbius10 en lugar de un cilindro. En ese caso, localmente tendremos

trivializaciones –iguales a las del cilindro– y todas las fibras serán difeomorfas a [0, 1], pero al mirarlo
9En general, se dice que un fibrado en que se toma E = M × F es un fibrado trivial, en el que la proyección es

precisamente la proyección canónica sobre el primer espacio. En un fibrado trivial o en un fibrado isomorfo a un fibrado
trivial (al que llamamos trivializable –precisamos en un segundo qué es que dos fibrados sean isomorfos–) tendremos
que existen secciones globales.

10Lo más sencillo es pensar en [0, 1]× [0, 1] con la relación de equivalencia (0, y) ∼ (1, 1− y).
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de lejos –globalmente– nos encontramos con que está retorcido11. Esto se ilustra en la figura 4.3.

Figura 4.3: Cilindro y banda de Möbius fibrando sobre una S1.

Parece razonable preguntarnos qué condiciones van a tener que cumplir las trivializaciones que

hemos definido en 4.1. Para ello, consideramos un recubrimiento abierto de M , {Ui}i∈I , y sus corres-

pondientes trivializaciones (Ui, ϕi). Decimos que el conjunto {(Ui, ϕi)}i∈I es un atlas del fibrado

F → E
π→M y que dados Ui, Uj tales que Uij = Ui ∩ Uj ̸= ∅, los difeomorfismos

ϕj ◦ ϕ−1
i

∣∣
(Ui∩Uj)×F

: (Ui ∩ Uj)× F → (Ui ∩ Uj)× F

se llaman funciones de transición. De hecho, ∀x ∈M podemos construir un difeomorfismo

ϕjx ◦ ϕ−1
ix : F −→ F.

A veces se llama también función de transición a las aplicaciones12

ϕji : Ui ∩ Uj −→ Difeo(F )

x 7−→ ϕjx ◦ ϕ−1
ix .

Lo que hemos dicho hasta ahora nos asegura que las trivializaciones (y las funciones de transición )

«pegan bien» dos entornos de un punto. Si ahora además exigimos que cuando cojamos tres Ui, Uj , Uk

abiertos todo siga «funcionando», llegamos a la condición ϕik(x) ◦ ϕkj(x) ◦ ϕji(x) = IdF para todo

x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk.
11En este caso M puede embeberse en el espacio total (la circunferencia central en la banda) pero esto ni siquiera

tiene por qué ser cierto en general.
12Es posible que todas las funciones de transición vayan a un subgrupo G < Difeo(F ). En ese caso diremos que

tenemos un G-fibrado. Aunque no lo vamos a explicar así, un fibrado vectorial (como los fibrados tangente o cotangente
que definimos en el primer tema) será un GL(n,K)-fibrado.
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Esto nos lleva a otra forma de pensar los fibrados: en lugar de darnos la cuaterna de la que

hablábamos en 4.1 podrían habernos dado dos variedades M,F , un recubrimiento abierto {Ui}i∈I de

M y unas funciones ϕij : Uij → Difeo(F ) que satisfagan

ϕii(x) = IdF ∀x ∈ Ui,

ϕij(x) ◦ ϕji(x) = IdF ∀x ∈ Ui ∩ Uj

ϕik(x) ◦ ϕkj(x) ◦ ϕji(x) = IdF ∀x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk,

que se llaman condiciones de cociclo. Se puede demostrar fácilmente que las funciones de transición de

un fibrado definido tal y como lo hicimos antes satisfacen todas estas propiedades13 y que a partir de

esta información de verdad se puede construir un fibrado. En estas funciones vendrá entonces codificado

cómo de retorcido está el fibrado. Esta última forma de entender los fibrados puede pensarse como un

«libro de instrucciones» para construirlo: nos dan el espacio base, la fibra tipo y las instrucciones sobre

cómo se deben ir pegando las fibras, que deben ser consistentes.

Tal y como llevamos haciendo en el resto de capítulos, queremos definir las aplicaciones entre fibra-

dos que respetan su estructura – i. e. los morfismos de esta categoría–. Dados dos fibrados (E, π,M ;F )

y (E′, π′,M ′;F ′) un morfismo de fibrados es un par de aplicaciones diferenciables (f̄ , f) tales que

el siguiente diagrama conmuta:

E E

M M ′

f̄

π π′

f

De forma análoga se definen isomorfismos, monomorfismos... En realidad, el caso de mayor interés

será ese en que M = M ′. De hecho, un automorfismo de fibrados es una transformación gauge,

que serán objeto de estudio del próximo capítulo. Esto codifica precisamente la idea de física de que

una transformación gauge es una redundancia: un cambio en la descripción. Podemos pensar en dos

ejemplos: el caso trivial en que todas las fibras cambian de la misma forma como cuando pasamos de

grados Celsius a Kelvin14 o el caso no tan trivial y que en realidad nos va a describir algo muy semejante

a las teorías gauge físicas del cambio de divisas15 donde quizá no todas las fibras se transformen de las

misma forma.

Antes de pasar a la definición de fibrados principales, que es la que más nos importa, vamos a dar
13Las dos primeras inmediatas por definición y la otra solo viene de considerar la composición de tres funciones de

transición, como ya hemos motivado.
14Podemos pensar que un mapa donde a cada sitio le asignamos una temperatura es un fibrado (muy trivial).
15La idea de explicar transformaciones gauge a través del cambio de divisas está desarrollada en [21], si bien no hace

un desarrollo riguroso de la teoría de fibrados sino que lo explica por analogía a la conexión y curvatura en variedades
pseudo-Riemannianas.
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algunas definiciones sobre fibrados vectoriales, que son en realidad muy importantes.

4.1.1. Fibrados vectoriales

Hemos dicho que las funciones de transición se pueden ver como aplicaciones que van de abiertos

de la variedad a Difeo(F ). En caso de que todas estén en un subgrupo G de los difeomorfismos de F ,

diremos que es un G-fibrado. De ser así, tendremos una simetría «extra» y tendrá sentido exigir que

la fibra F tenga una estructura que la respete. Vamos a comentar el caso en que G = GL(n,K): los

fibrados vectoriales, donde pediremos que π−1(x) sea un espacio vectorial ∀x ∈M .

Decimos que
V E

M

π

es un fibrado vectorial de rango n si V ∼= Kn 16 y existe un atlas {(Ui, ϕi)}i∈I tal que las aplicaciones

ϕix : π−1(x)→ V

inducidas por ϕi son isomorfismos de espacios vectoriales ∀x ∈ Ui. Si n = 1 se dirá que es un fibrado

de línea.

Todo lo que sabemos hacer con espacios vectoriales: productos tensoriales, sumas directas... se

puede extender en fibrados de forma inmediata. Estas construcciones serán útiles y en general, dado

un fibrado vectorial E →M , podremos construir fibrados AkT ∗M ⊗E →M17 tales que las fibras sean

k-formas sobre M E-valuadas.

Podríamos probar que el fibrado tangente cumple esta definición pero vamos a ver que es un fibrado

vectorial viéndolo como fibrado vectorial asociado a un cierto fibrado principal (el de las referencias

lineales, que definiremos más adelante).

4.2. Fibrados principales

Los fibrados principales, junto a las conexiones que vamos a estudiar en el capítulo siguiente, son el

enfoque desde el que entender la mayor parte de las teorías físicas que se han desarrollado y formalizado

como teorías de campos durante el siglo pasado. De hecho, no se trata solo de un artificio matemático

para escribir las cosas de forma más compacta y elegante sino que hay ciertos fenómenos para los que
16Y entonces π−1(x) ∼= Kn ∀x ∈ M
17Donde A es el antisimetrizador, ya que las k-formas son por definición tensores antisimétricos.
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el lenguaje en el que la física se vuelve trasparente es precisamente el de la teoría de fibrados.

Definición 4.2. Sea
G P

M

π

un fibrado con fibra un grupo de Lie G y una acción por la derecha de G sobre P . Diremos que es un

G-fibrado principal o fibrado principal con grupo estructural G si se cumple que

1. La acción de G es simplemente transitiva sobre las fibras de π y, además, las deja invariantes.

Es decir, la acción se podrá restringir a Px ×G→ Px y la aplicación órbita G→ Px es biyectiva

∀x ∈M,p ∈ Px.

2. Existe un atlas donde las trivializaciones son G-equivariantes. Es decir, ϕi : PUi → Ui×G es tal

que ϕi(p ·g) = ϕi(p) ·g ∀p ∈ PUi , g ∈ G donde G actúa en (x, a) ∈ Ui×G como (x, a) ·g = (x, ag).

La fibra Px es una subvariedad de P para la que la aplicación órbita ϕp : G→ Px tal que ϕp(g) = p·g

es un embebimiento (por definición el estabilizador de todo punto es trivial). Esto nos permite pensar

que la fibra de un punto de M va a ser precisamente la órbita por la acción de G.

En un fibrado principal las funciones de transición son especiales18:

Proposición 4.1. Sean P → M un fibrado principal con grupo estructural G y un atlas del fibrado

{Ui, ϕi}i∈I donde {Ui}i∈I es recubrimiento abierto de M . Entonces, las funciones de transición valoran

en G ⊂ Difeo(G):

ϕji : Ui ∩ Uj −→ G ⊂ Difeo(G)

x←→ ϕjx ◦ ϕ−1
ix

donde g ∈ G actúa en G con la multiplicación por la izquierda, que es un difeomorfismo:

Lg(h) = g · h.

La demostración es inmediata ya que a partir del difeomorfismo ϕjx ◦ ϕ−1
ix : G −→ G, que existe

∀x ∈ Uij , podemos definir un elemento g = ϕjx ◦ ϕ−1
ix (e). La G-equivariancia nos asegura la acción por

la derecha de la forma deseada.
18Tan especiales que en realidad se puede probar que se puede construir un fibrado principal con grupo estructural G

a partir de un recubrimiento abierto de M y unas funciones de transición ϕij : Uij → Difeo(G) del estilo multiplicación
por la izquierda: ϕij(x)(h) = ϕ̂ij · h donde ϕ̂ij : Uij → G y tal que ϕjk ◦ ϕij = ϕik. Es decir, como hicimos antes al
dar las «instrucciones» para construir un fibrado cualquiera. Demostramos una de las implicaciones ahora, la otra es
constructiva.



63

Una propiedad de los fibrados principales es que las secciones locales y las trivializaciones locales

están relacionadas por una biyección. Esto a veces sirve para probar de forma más sencilla que cierta

acción de un grupo de Lie está definiendo un fibrado principal sobre una variedad P .

Proposición 4.2. Sean G un grupo de Lie, π : P →M una proyección de variedades diferenciables y

una acción de G sobre P por la derecha. Entonces, P es un fibrado principal con grupo estructural G

si y sólo si la acción de G preserva las fibras de π y actúa sobre ellas de forma simplemente transitiva

y existe un conjunto de secciones locales si : Ui → P de π donde {Ui}i∈I es un recubrimiento abierto

de M .

Está claro que una de las dos implicaciones es muy sencilla: dado un fibrado principal P → M

sabemos que existe un atlas {Ui, ϕi}i∈I , así que podemos definir las siguientes secciones locales:

si : Ui −→ P

x −→ ϕ−1
i (x, e).

Sin embargo, para demostrar la otra implicación es mejor utilizar el siguiente lema (que no demostra-

remos), con el que el resultado es inmediato.

Lema 4.1. Sean G un grupo de Lie y π : P →M una proyección de variedades diferenciables junto a

una acción de G sobre P por la derecha. Entonces, si la acción de G preserva las fibras y actúa sobre

ellas de forma simplemente transitiva, dada una sección local s : U → P se puede construir el siguiente

difeomorfismo G-equivariante:

t : U ×G −→ PU

(x, g) 7→ s(x) · g

Lo que quiere decir esto es que construimos una especie de inversa de la trivialización. Este resultado

hace razonable la afirmación «un fibrado principal es trivializable si y sólo si admite una sección global»,

que es muy interesante porque de nuevo solo es cierta en fibrados principales.

4.2.1. Morfismos entre fibrados principales y otro encuentro con lo gauge

Nos restringimos a definir los morfismos entre fibrados principales para los casos en que la variedad

base es la misma. Como ya dijimos, lo que en realidad querremos estudiar serán los automorfismos, a

los que llamamos transformaciones gauge.

Definición 4.3. Sean G→ P
π→M y G′ → p′

x′→M dos fibrados principales sobre la misma variedad

base M y con grupos estructurales G,G′ y f : G → G′ un homomorfismo de grupos de Lie. Decimos
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que una aplicación diferenciable H : P → P ′ es un morfismo de fibrados principales entre P y P ′

si es f -equivariante. Se cumple entonces que

π ◦H = π

y

H(p · g) = H(p) · f(g) ∀p ∈ P, g ∈ G.

Además, dado un G′-fibrado P ′ y un homomorfismo de grupos de Lie f : G → G′, se dice que el

G′-fibrado P ′ junto a la aplicación H : P → P ′ son una reducción de P ′ según f . En caso de que

f : G → G′ sea un embebimiento, H se llama G-reducción de P ′ y a la imagen de H se la llama

subfibrado principal de P ′.

La literatura en física y matemáticas es confusa respecto a esto porque la palabra gauge, del

inglés calibre, se utiliza para muchas cosas distintas. Ya hemos definido las transformaciones gauge

–automorfismos entre fibrados principales– y de aquí en adelante un gauge global (local) será una

sección global(local) de un fibrado principal. Entonces, el resultado 4.2 nos da lo siguiente:

Proposición 4.3. Dado un fibrado principal P → M con grupo estructural G y s : U → P un gauge

local definido sobre un abierto, la aplicación

t : U ×G −→ PU

(x, g) 7−→ s(x) · g

es un difeomorfismo G-equivariante. En caso de que s sea un gauge global19 el fibrado es trivializable y

la trivialización (global) viene dada por la inversa de t.

Esto es algo que en realidad conocemos en el contexto de la relatividad especial (un espaciotiempo

M y una trivialización M ∼= R4 al escoger un observador inercial) y que nos da una razón para

haber escogido llamar trivializables20 y no triviales a los fibrados isomorfos a un fibrado trivial (el

morfismo entre ellos no es canónico): un gauge local es una elección de un sistema coordenado en la

dirección de la fibra dentro del fibrado. Esto es fácil de entender porque como hemos dicho, las secciones

locales definen unívocamente trivializaciones locales21. En este caso las transformaciones gauge son las
19Como ya motivamos antes.
20Incluso cuando el fibrado es trivializable se puede elegir un gauge global del que no nos podemos «deshacer» de

forma canónica.
21Obviamente, distintas secciones locales representan distintas elecciones de sistemas inerciales y tiene que haber

una forma de pasar de unos a otros porque la física tiene que ser independiente del sistema de coordenadas, del gauge
escogido.
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transformaciones de Lorentz que actúan sobre los frames de cada punto del espaciotiempo –sobre las

fibras–. Esto se puede traducir de forma casi inmediata al caso de las teorías gauge, que es lo que

hemos estado utilizando hasta ahora.

4.2.2. Fibrado de las referencias

Ahora vamos a exponer rápidamente algunas nociones importantes sobre el fibrado de las re-

ferencias. Dada una variedad diferenciable real M de dimensión n, definimos el conjunto de las

referencias22 lineales en un punto p ∈M como

FrG(M)p = {(v1, . . . , vn) base de TpM} ,

y definimos el fibrado de las referencias lineales como la unión disjunta de todos estos:

LM =
·⋃
p∈M

FrGL(M)p.

Se puede probar que LM es una variedad diferenciable de dimensión n(n + 1). Dado un abierto

coordenado de M , (U ;x1, . . . , xn), las bases bx serán transformaciones lineales de { ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn } en

todo x ∈ U : u⃗i = aji
∂
∂xj

con A = (aji )i,j=1,...,n ∈ GL(n,R). Entonces, cada punto en LM viene con un

punto de M y una matriz de GL(n,R).

En realidad, también hemos dicho, implícitamente, la acción del grupo. Es fácil ver que tras definir

la proyección π : LM →M y la acción de GL(n,R) sobre LM dada por

(v1, . . . , vn) ·A =

(
n∑
i=1

viAi1, . . . ,
n∑
i=1

viAin

)
, ∀ (v1, . . . , vn) ∈ FrGL(M)p, A ∈ GL(n,R).

hemos definido un fibrado principal LM →M sobre M con grupo de estructura GL(n,R).

Las reducciones de fibrados que definimos antes son especialmente importantes ahora. Una G-

reducción del fibrado de las referencias se llama G-estructura de la variedad. Podemos preguntarnos

qué información geométrica se saca de las distintas reducciones que pueda admitir el fibrado de las

referencias de una variedad diferenciable M :

Si G = {Id} entonces existe una sección global y por tanto la variedad es paralelizable.

Si G = GL+(n,R), las transformaciones lineales generales de determinante positivo, el admitir
22Estas referencias o frames se llaman muchas veces vielbein en física.
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una G-reducción significa ser orientable. Entonces, LM+ serán las bases con orientación positi-

va23.

Si G = SL+(n,R), admitir una G-reducción también significa ser orientable. Esto es porque una

forma de volumen en M determina una SL+(n,R)-reducción (y esto en realidad es una condición

suficiente y necesaria).

Si G = O(n), admitir una G-reducción significa ser variedad Riemanniana. Entonces, OM serán

las bases ortonormales. En caso de que G = SO(n) serán bases ortonormales con orientación

positiva.

El resto de ejemplos que se nos puedan ocurrir U(n) < GL(2n,R), Sp(n) están asociadas con

estructuras muy importantes relacionadas con las variedades complejas y simplécticas24.

4.3. Fibrados asociados

Vamos a dar la primera definición en general, pero en realidad siempre nos restringiremos a los

fibrados vectoriales asociados a fibrados principales.

Definición 4.4. Sea P →M un fibrado princial con grupo estructural G, una variedad F y una acción

por la derecha ρ25 de G sobre F . Esto induce una acción por la derecha de G sobre P × F dada por

(p, f) · g = (p · g, ρ(g−1)f).

Si definimos

P ×ρ F = (P × F )/G,

se cumple que [p · g, f ] = [p, ρ(g)f ] para todo g ∈ G. Entonces, podemos considerar la fibración sobre

M dada por

π′ : P ×ρ F →M

[y, f ] 7→ π(y).

que será un fibrado sobre M con grupo estructural G y fibra F .
23Obviamente, ser de orientación positiva es una convención. En general, cuando LM tenga una componente conexa

será que la variedad es no orientable mientras que cuando tenga dos, será orientable.
24En este caso la condición no es equivalente: las variedades simplécticas 2n dimensionales tienen una Sp(2n,R)-

estructura natural y las variedades complejas o casi complejas 2n dimensionales tienen una GL(n,C)-estructura natural.
La otra implicación no es siempre cierta porque hay condiciones de integrabilidad añadidas que no tienen por qué
cumplirse.

25Aunque el convenio que habíamos seguido en el capítulo 3 era Φ para acciones y ρ para representaciones, aquí vamos
a utilizar ρ siempre.
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En el caso que nos interesa, dado P → M un fibrado princial con grupo estructural G y una

representación ρ : G→ GL(V ) de G sobre un K espacio vectorial V , definimos un fibrado vectorial

asociado E → M con fibras isomorfas a V . La acción por la derecha de G sobre P × V viene dada

por

(P × V )×G −→ P × V

(p, v, g) 7−→ (p, v) · g =
(
p · g, ρ(g)−1v

)
.

De hecho, el cociente P ×ρ F es una variedad (la acción es libre y principal). Igualmente se puede

demostrar que tiene la estructura de fibrado vectorial. La proyección es

πE : E −→M

[p, v] 7−→ πp(p),

y las fibras

Ex = (Px × V ) /G ∼= V,

donde la estructura de espacio vectorial viene definida en el cociente por

λ[p, v] + µ[p, w] = [p, λv + µw], ∀p ∈ P, v, w ∈ V, λ, µ ∈ K,

donde πP (p) = x.

De la misma forma que vimos en los fibrados principales, nos interesa describir las secciones locales

de los fibrados vectoriales asociados a fibrados principales:

Proposición 4.4. Sea P → M un fibrado principal con grupo estructural G, E = P ×ρ V un fibrado

vectorial asociado y s : U → P un gauge local. Entonces, existe una biyección entre secciones locales

τ : U → E y funciones diferenciables f : U → V dado por

τ(x) = [s(x), f(x)] ∀x ∈ U.

Es decir, un gauge local nos define un isomorfismo entre V y todos los vectores de Ex con x ∈ U .

Esto es importante porque en las teorías gauge, los campos de materia vienen descritos por secciones

de fibrados vectoriales asociados a fibrados principales donde la representación del grupo gauge G que

induce el fibrado asociado es precisamente en la que decimos que «transforma» el correspondiente

campo. Este último resultado nos dice que, dado un gauge local del fibrado principal, una sección

en E se corresponde con una función diferenciable de M (el espaciotiempo) a V , que es un espacio
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vectorial. En el caso en que los campos sean fermiónicos todo esto es más sutil ya que aparecen fibrados

espinoriales26. Cuando el espaciotiempo sobre el que hayamos construido la teoría sea contráctil, se

tiene que todos los fibrados principales son trivializables27, así que los campos de materia se podrán

describir como aplicaciones diferenciables entre Rn y otro espacio vectorial.

Un fibrado importante es el que nos da la O(n)-estructura sobre una variedad riemanniana. Al final,

podemos pensar que el problema que nos planteábamos en curvas y superficies de derivar a lo largo

de una curva no plana tiene que ver con esto: con encontrar una base móvil ortonormal que nos va a

permitir recorrerla. Esto será más preciso en el siguiente capítulo, donde estudiaremos conexiones y

curvaturas en fribrados principales, pero justifican explicar también el siguiente punto: nos interesa ser

capaces de definir métricas sobre los fibrados vectoriales asociados a un fibrado principal. Y obviamente

querremos que la métrica sea compatible con la acción del grupo.

Así, dado un fibrado principal P →M con grupo estructural G, una representación ρ : G→ GL(V )

de G y un fibrado vectorial asociado E →M donde E = P ×ρ V , tendremos que en caso de que exista

un producto escalar G- invariante en V : ⟨·, ·⟩V , se podrá definir una métrica en el fibrado E ⟨·, ·⟩E a

partir de

⟨[p, v], [p, w]⟩Ex = ⟨v, w⟩v,

donde p ∈ Px cualquiera.

Como ya hemos dicho, el fibrado tangente es un fibrado vectorial, pero es que además se trata

precisamente de un fibrado vectorial asociado al fibrado de las referencias. Partimos entonces de una

variedad diferenciable (real) M de dimensión n y consideramos el fibrado principal de las referencias:

GL(n,R) LM

M

Sea V = Rn y la representación fundamental de GL(n,R) sobre él: multiplicación matricial por la

izquierda sobre los vectores (columna) de Rn. Entonces existe un isomorfismo de fibrados vectoriales
26En particular, tiene que ver con hacer reducciones del fibrado de las referencias ortonormales con G = Spin(1, 3), el

recubridor universal de SO(1, 3).
27Esto es un resultado no trivial que relaciona equivalencia por homotopías con isomoría de los fibrados principales.

En particular, que todo fibrado principal sobre una variedad contráctil es trivializable.
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TM ∼= LM ×GL(n,R) Rn dado por

H : LM ×GL(n,R) Rn −→ TM

[(v1, . . . , vn) , (x1, . . . , xn)] 7−→
n∑
i=1

vixi.

En caso de que la variedad M sea pseudo-Riemanniana podríamos definir esto mismo con la acción

de O(n) y en general, como dijimos antes, los distintos «tipos» de variedades van asociados a una

G-estructura. En general, se puede probar el siguiente resultado:

Proposición 4.5. Sea E → M un fibrado vectorial real o complejo. Entonces, E es fibrado vectorial

asociado de un cierto fibrado principal con grupo estructural O(n) o U(n).

En general, todo fibrado se puede ver como fibrado asociado de un fibrado principal, lo que justifica

su nomenclatura.

Para terminar el capítulo vamos a definir un fibrado un poco especial que se utiliza para formalizar

las teorías gauge en términos de fibrados. Consideramos un fibrado principal P → M con grupo

estructural G y la representación adjunta de G:

AdG −→ GL (g).

El fibrado vectorial asociado se denota Ad(P ) = P×Ad g y se llama fibrado adjunto. Las fibras son

isomorfas al álgebra de Lie g –vista como espacio vectorial–:

g Ad(P )

M
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Capítulo 5

Conexión y curvatura en fibrados

principales

En el capítulo anterior hemos ido viendo que el lenguaje de la teoría de fibrados es el adecuado para

construir las teorías gauge. Sin embargo, nos faltan dos ingredientes fundamentales para poder entender

geométricamente estas teorías físicas: la conexión y la curvatura. A lo largo del capítulo explicaremos

precisamente la frase «un campo gauge es una conexión sobre un fibrado principal» y veremos también

de qué forma estas conexiones definen derivadas covariantes sobre los fibrados vectoriales asociados,

que codifican la interacción entre los campos de materia –secciones de estos fibrados vectoriales– y los

campos gauge mediante lo que se llama el acoplo mínimo. Además, esto no solo es interesante desde el

punto de vista de la física sino que, al estudiarlo en el fibrado de las referencias, nos damos cuenta de

que la mayor parte de la geometría diferencial que estudiamos se puede entender desde los fibrados,

por ejemplo, la conexión de Levi-Civita de una variedad pseudoriemanniana será efectivamente una

conexión también en este sentido. También hablamos de la curvatura asociada a una conexión, que se

identificará con el field strength del campo gauge.

El capítulo se divide en dos secciones. En la primera, dedicada a la conexión, se introducen dos

definiciones equivalentes de conexión sobre fibrados principales y se estudia cómo se comporta bajo

transformaciones gauge. En la segunda se define la curvatura de una conexión y el transporte paralelo

y la derivada covariante asociados a una conexión. A lo largo de todo el capítulo se trata rigurosamente

la relación entre las transformaciones gauge tal y como se entienden en física y los automorfismos de

fibrados principales (transformaciones gauge en matemáticas), además de estudiar cómo se comportan

los distintos campos bajo transformaciones gauge.
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5.1. Conexión

5.1.1. Definición de conexión

Vamos a explicar dos definiciones equivalentes de conexión sobre fibrados principales. Para ello,

empezamos por formular una generalización del concepto de distribución que dimos en el primer ca-

pítulo cuando hablamos del teorema de Frobenius. A un subfibrado del fibrado tangente TM de una

variedad M se le llama distribución1. La primera definición de conexión que vamos a dar, que tiene

una interpretación geométrica muy sencilla2, se llama conexión de Ehresmann a una distribución

de un fibrado principal.

Dado un fibrado principal con grupo estructural G, queremos construir canónicamente un fibrado

al que llamaremos fibrado vertical. Para ello utilizamos que π−1(x) = Px ⊂ P es una subvariedad

embebida en P ∀x ∈ M . Entonces, dado un p ∈ Px de la fibra en x, podemos definir el espacio

tangente vertical Vp de P en p como

Vp = Tp(Px),

el espacio tangente en p de la fibra Px.

Es natural plantearse que la unión de todos los espacios verticales sea el fibrado vertical que estamos

buscando. Esto y otras propiedades importantes vienen en la siguiente proposición:

Proposición 5.1. Sea P
π→ M un fibrado principal con grupo estructural G. Entonces, ∀p ∈ P se

tiene que Vp = ker dpπ y

ϕ∗ : g −→ Vp

X −→ X̃p

es un isomorfismo de espacios vectoriales entre g y Vp.

Además, V = {Vp}p∈P es una distribución en P llamada fibrado vertical. Su rango es la dimensión

del grupo G. Se trata de un fibrado vectorial trivial:

P × g −→ V

(p,X) 7−→ X̃p

1Este concepto no tiene nada que ver con el de distribución de análisis funcional.
2Tiene mucho que ver con la idea de conexión en variedades Riemannianas. Como incidimos muchas veces el «proble-

ma» al tener una variedad diferenciable en lugar de un espacio euclídeo Rn es que los espacios tangentes en cada punto
no son comparables, lo que complica la idea de diferenciación a lo largo de una curva: no podemos restar vectores que
no están en el mismo espacio vectorial. Lo que nos resuelve este problema es la idea del transporte paralelo: una regla
que me explica cómo «mover» los vectores a lo largo de una curva. Al final se demuestra que dar un transporte paralelo
es lo mismo que dar una conexión.
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es un difeomorfismo (global). Además, V es invariante bajo la acción de G por la derecha:

rg∗ (Vp) = Vp·g ∀g ∈ G.

Idea de la demostración.

Si consideramos un U ⊂ M donde el fibrado sea trivializable es muy fácil ver la equivalencia entre

ambas definiciones: dado x ∈ U , π−1(x) = Px = {x}×G y, entonces, dado p = (x, g) ∈ Px, se tiene que

Tp(Px) = {⃗0}×TgG. Además, las dimensiones serán dimker dpπ = dimP −dimM = dimG = dimPx,

ya que π es una submersión y podemos aplicar el teorema del valor regular.

La aplicación ϕ∗ será un isomorfismo por ser la acción de G libre y transitiva en cada fibra. Esto

hace trivial demostrar que la aplicación del enunciado es un difeomorfismo, que por tanto hace al

fibrado vertical trivial.

■

De la misma forma que pensamos, cuando tenemos una superficie embebida en R3, en descomponer

un vector «apoyado» en cualquiera de sus puntos en una parte tangente y una parte ortogonal a la

superficie, queremos construir un espacio complementario al espacio vertical. Esta es la idea geométrica

en la que pensar salvo por algunas sutilezas: en este caso no tenemos una forma canónica de hacerlo3

y en realidad lo que queremos es construir una distribución sobre P a la que llamaremos conexión.

Dado p ∈ P , definimos el espacio tangente horizontal en p como un subespacio de TpP com-

plementario a Vp, i.e.

TpP = Vp ⊕Hp.

Con lo que vimos en el capítulo 1 se puede demostrar que dados p ∈ P tal que π(p) = x, dpπ : Hp →

HxP es un isomorfismo de espacios vectoriales. Ahora ya estamos en condiciones de dar la definición

de conexión:

Definición 5.1. Sea P
π→ M un fibrado principal con grupo estructural G. Una distribución H de

espacios tangentes horizontales sobre P que es invariante por la derecha4 bajo la acción de G, es decir,

rg∗ (Hp) = Hp·g ∀p ∈ P, g ∈ G
3Si tuviéramos una métrica bastaría con tomar el ortogonal a Vp en TpP .
4Si pensamos en que la acción por la derecha de G en P induce canónicamente una acción por la derecha de G en

TP , esta condición de invariancia por la derecha no es más que una condición de simetría. Geométricamente lo debemos
pensar como que todos los espacios Hp son «paralelos» a lo largo de Px.
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Figura 5.1: Conexión de Ehresmann sobre un fibrado principal P [22].

se llama conexión de Ehresmann o conexión en P 5.

Esta construcción se muestra en la figura 5.1, donde a la variedad base se la llama X.

El caso en que el fibrado de partida es trivial es un buen ejemplo que además es muy importante6

para darnos cuenta por ejemplo de que la definición de conexión nunca es única, incluso en el caso en

que haya una elección canónica. Sea G→M×G pr1→ M el fibrado principal trivial con grupo estructural

G. Entonces, los subespacios verticales serán

V(x,g) = T(x,g)({x} ×G) ∼= TgG

en todo (x, g) ∈ M × G y, ahora que tenemos otra proyección pr2 dada naturalmente, tiene sentido

escoger

H(x,g) = T(x,g)(M × {g}) ∼= TxM.

Se dice que esta es la conexión plana canónica sobre un fibrado trivial7. La respuesta a la pregunta

natural de si se va a poder definir una conexión sobre todo fibrado principal es afirmativa, pero dado

que la demostración es difícil, solo enunciamos el resultado.

Esta definición de conexión tiene una interpretación geométrica muy clara pero es difícil de utilizar:

hace falta mucha información para poder construir en cada punto del fibrado un espacio vertical y uno
5También se puede llamar conexión a toda la construcción que acabamos de hacer y fibrado tangente horizontal a la

distribución H. En general, se tiene que TP = H ⊕ V .
6Desde el punto de vista de la física, en muchos ejemplos en los que la variedad es sencillamente el espaciotiempo de

Minkowski, que es contráctil, todos los fibrados principales serán trivializables.
7Cuando lleguemos a curvatura veremos qué es una conexión plana.



74

horizontal. Ahora vamos a dar otra definición, para después motivar por qué son equivalentes8.

Definición 5.2. Sea P
π→ M un fibrado principal con grupo estructural G. Entonces, una 1-forma

g-valuada sobre el espacio total P , A ∈ Ω1(P, g) tal que

r∗gA = Adg−1 ◦A para todo g ∈ G.

A(X̃) = X para todo X ∈ g.

se llama conexión sobre el fibrado principal.

A veces, a una conexión sobre un fibrado principal se la llama campo gauge sobre P , pero en

general, cuando pensamos en un campo gauge de una teoría física, la idea que tenemos es una función

definida sobre el espaciotiempo M . Veremos más adelante que en realidad estas dos nociones son

equivalentes –mediante la fijación de un gauge–.

Vamos a esbozar la demostración de que ambas definiciones son equivalentes. En primer lugar,

si partimos de una conexión de Ehresmann sobre un fibrado principal podemos definir una 1-forma

g-valuada sobre P como

Ap

(
X̃p + Yp

)
= X ∀p ∈ P, X ∈ g, Yp ∈ Hp.

Está claro que A(X̃) = X ∀X ∈ g. Para calcular r∗gA bastará con utilizar que la transformación de un

campo fundamental viene dada por rg∗X̃ = ˜Adg−1 X:

(
r∗gA

)
p

(
X̄p + Yp

)
= Adg−1 ◦Ap

(
X̄p + Yp

)
.

Por otra parte, dada A ∈ Ω1(P, g) una conexión según la definición 5.2, basta con tomar

Hp = kerAp,

que se puede demostrar define una conexión de Ehresmann sobre P .

5.1.2. Transformaciones gauge matemáticas, transformaciones gauge físicas y su

relación

El objetivo de esta sección es establecer un diccionario entre las nociones de gauge en física y

en matemáticas para poder entender cómo traducir, en el siguiente capítulo, una teoría física a su
8En realidad se pueden enunciar algunas más. Una que está a medio camino es la siguiente: una conexión es un

isomorfismo de fibrados vectoriales que en V es trivial (A : TP → V tal que A |V = IdV ) e invariante bajo la acción por
la derecha del grupo (A ◦ drg = drg∗ ◦A). La demostración de que las tres son equivalentes está en la sección 2.4 de [20].
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formulación geométrica a través de fibrados. Ya habíamos definido una transformación gauge como

un automorfismo de fibrados. Sin embargo, a partir de ahora reservaremos esa nomenclatura para

los automorfismos de fibrados principales que preserven las fibras y además sean G-equivariantes:

difeomorfismos f : P → P tales que π ◦ f = π y f(p · g) = f(p) · g para todo p ∈ P, g ∈ G. Es

claro que, bajo la composición, el conjunto de todas estas transformaciones van a formar un grupo

que denotamos por G (P )9, al que a veces llamaremos grupo gauge del fibrado principal P 10. Las

transformaciones gauge locales serán transformaciones gauge del fibrado PU
π−→ U donde U ⊂ M es

un abierto y PU = π−1(U).

Una transformación gauge desde el punto de vista de la física tiene que ver con una función que

va (de un abierto) del espaciotiempo al grupo de simetrías internas –el grupo gauge–, ya que siempre

se piensa como un cambio de gauge: la transformación que se debe hacer para pasar de un punto a

otro dentro de la misma fibra11. Para hacer esto tendremos que fijar antes un gauge, pero una visión

«intermedia» entre ambos puntos de vista vendrá de la identificación entre las transformaciones gauge

que acabamos de definir y un conjunto de aplicaciones del (espacio total del) fibrado P al grupo G:

C∞(P,G)G =
{
σ : P → G diferenciables | σ(p · g) = cg−1(σ(p)) = g−1σ(p)g

}
,

que forman un grupo bajo la operación (σ′ · σ) (p) = σ′(p) ·σ(p)12. Entonces, dada una transformación

gauge f ∈ G (P ) podemos construir σf ∈ C∞(P,G)G a partir de

f(p) = p · σf (p) ∀p ∈ P.

De hecho, se puede demostrar que G (P )→ C∞(P,G)G es un isomorfismo de grupos13.

Definición 5.3. Sea P π→M un fibrado principal con grupo estructural G. Diremos que una aplicación
9El grupo de automorfismos del fibrado principal con grupo estructural G (las dos condiciones que hemos impuesto

las podemos pensar como condiciones de compatibilidad: los morfismos de G-fibrados principales tendrán que preservar
su estructura).

10Es razonable pensar que una teoría gauge será una teoría de campos simétrica –invariante– bajo transformaciones
gauge y por tanto con grupo de simetría G (P ). Podemos pensar esto como un análogo de lo que significa el grupo de
difeomorfismos Difeo(M) cuando hacemos relatividad general sobre un espaciotiempo M . En realidad esto no es absoluta-
mente cierto porque las transformaciones gauge son transformaciones sobre el fibrado (dejan invariante el espaciotiempo)
lo que en el «lado de la física» se traduce en que la teoría sea local de una forma distinta.

11Todo esto en realidad hay que pensarlo mayoritariamente en el caso local pues, como veremos, cuando la transfor-
mación gauge sea global estará siendo en cierto sentido constante y se corresponderá con lo que en física es una simetría
global y no gauge.

12El elemento neutro es precisamente σ(p) = e ∀p ∈ P .
13De hecho, si el grupo G es abeliano tendremos que hay un isomorfismo C∞(M,G) −→ C∞(P,G)G, es decir, las

transformaciones gauge se podrán ver directamente como aplicaciones del espaciotiempo al grupo. Esto lo podemos
pensar en primer lugar porque la conjugación es trivial pero veremos más adelante que tiene que ver con que el álgebra
de Lie va a ser directamente R (en el caso de que G sea compacto y simple), este será el caso del electromagnetismo, lo
que nos va a «ahorrar» el tener que fijar el gauge.
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diferenciable τ : U → G definida sobre un abierto U ⊂M es una transformación gauge física.

El conjunto de todas estas transformaciones, que denotaremos C∞(U,G), forman un grupo con la

misma multiplicación punto a punto que definimos antes. Cuando la aplicación τ es constante se dice

que es una transformación gauge física rígida; todas estas transformaciones también forman un grupo,

que de hecho es isomorfo a G14.

La relación que buscamos se codificará en un isomorfismo de grupos. En primer lugar, dado un

gauge –una sección local s : U → P– se puede inducir el siguiente isomorfismo:

C∞ (PU , G)
G −→ C∞(U,G)

σ 7−→ τσ = σ ◦ s,

con inversa
C∞(U,G) −→ C∞ (PU , G)

G

τ 7−→ στ ,

donde στ (s(x) · g) = g−1τ(x)g ∀x ∈ U, g ∈ G. Esto será lo que precisamente nos diga que, después de

hacer una elección de una gauge local –i.e. después de fijar una sección local s– podremos identificar

los automorfismos locales del fibrado PU → PU con las transformaciones gauge locales físicas sobre U .

Antes dijimos que a la conexión A vista como 1-forma a veces se la llama campo gauge. Sin

embargo, en física a lo que llamamos campo es a un objeto que, valore donde valore, esté definido sobre

el espaciotiempo en que hemos puesto la teoría. Lo que queremos hacer ahora es ampliar el diccionario:

encontrar los campos gauge de la física –que sabemos que en las teorías gauge son los campos que

median las interacciones– «dentro» de estas conexiones.

Consideramos entonces un fibrado principal P π→ M con grupo estructural G y una conexión

A ∈ Ω1(P, g). Entonces, tras fijar un gauge local s : U → P con U ⊂ M abierto, definimos el campo

gauge local inducido por s como

As = A ◦ ds = s∗A ∈ Ω1(U, g).

Ahora sí tenemos una 1-forma definida sobre un abierto de la base, lo que se puede considerar un

campo sobre el espaciotiempo en el sentido habitual. Esto nos permite escoger una carta sobre U15 y
14En física esto es una simetría global en contraposición con las transformaciones gauge «puras», que serán las que

tengan soporte compacto. Por ello se piensa en las transformaciones gauge generales como una transformación constante
(global) y una transformación gauge pura.

15Puede ser que U no esté cubierto por una única carta pero es indiferente porque todo se transforma de la forma
adecuada. De hecho, ahora veremos lo que significan en este contexto las funciones de transición.
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una base local de campos vectoriales sobre U : {∂µ}µ=1,...,n
16, de forma que

Aµ = As (∂µ) ∈ g,

que podrá escribirse por componentes utilizando una base {ea} del álgebra de Lie

Aµ =

dim g∑
a=1

Aaµea.

Ahora sí, a los campos reales Aaµ ∈ C∞(U,R) o a las 1-formas Aas ∈ Ω1(U) se llaman campos gauge

(locales)17.

La parte interesante viene ahora: ¿qué sucede cuando escojo dos gauges locales distintos? Nos

interesa ver cómo se transforman estos campos gauge bajo un cambio de gauge18. Consideramos si :

Ui → P y sj : Uj → P dos gauges locales con Ui ∩ Uj ̸= ∅. Ya habíamos visto que

si(x) = sj(x) · gji(x) ∀x ∈ Ui ∩ Uj ,

donde gji : Ui ∩ Uj −→ G es la función de transición entre las trivializaciones correspondientes del

fibrado principal. Entonces, gji es una transformación de gauge física entre si y sj . Ahora queremos

calcular la relación entre los correspondientes campos gauge

Ai = Asi ∈ Ω1 (Ui, g)

Aj = Asj ∈ Ω1 (Uj , g) .

Se puede demostrar que la transformación es

Ai = Adgji−1 ◦Aj + µji

sobre Ui ∩ Uj , donde

µji = g∗jiµ ∈ Ω1 (Ui ∩ Uj , g)

con µ la forma de Maurer-Cartan µ ∈ Ω(G, g).
16n es la dimensión de M .
17Que después resultan ser campos bosónicos.
18Que para una física es una transformación gauge, como hemos motivado.
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En caso de que G sea un grupo de matrices, G ⊂ GL(n,K) con K = R o C:

Ai = g−1
ji ·Aj · gji + g−1

ji · dgji.

Esto nos recuerda a las reglas de transformación de los campos gauge en las teorías de campos. De

hecho, muchas veces en física se definen los campos gauge como 1-formas g-valuadas que satisfacen

precisamente esto.

Podemos generalizarlo al caso en que tenemos un G-fibrado principal P → M , una conexión

A ∈ Ω(P, g) y un automorfismo del fibrado f ∈ G (P ) global. Entonces, f∗A será otra conexión

f∗A = Adσ−1
f
◦A+ σ∗fµG.

5.1.3. Sobre cómo operan las transformaciones gauge sobre fibrados vectoriales

asociados

Ahora que ya sabemos cómo se transforman los campos gauge, queremos ver qué sucede con las

secciones de los fibrados vectoriales asociados, que estarán relacionados con los campos de materia de

las teorías gauge.

La idea clave es que un automorfismo de fibrados principales induce una acción sobre los fibrados

asociados, lo veremos en el caso de fibrados vectoriales. Sea P πP→ M un fibrado principal con grupo

estructural G y E = P ×ρ V
πE→M un fibrado vectorial asociado, definido por una representación ρ de

G sobre V . Entonces, se puede demostrar que el grupo de automorfismos del fibrado G (P ) actúa sobre

el fibrado vectorial asociado mediante un isomorfismo de fibrados definido por

G (P )× E −→ E

(f, [p, v]) 7−→ f · [p, v] = [f(p), v] = [p · σf (p), v] .

Es decir, deja el vector fijo y actúa sobre el fibrado P transformando por la derecha de la forma

adecuada. De hecho, en el lenguaje de la física esto es, una vez fijado un gauge local s : U → P y una

sección local Φ : U → E podremos escribir

Φ(x) = [s(x), ϕ(x)] ∀x ∈ U,

donde ϕ : U → V es una función diferenciable. De hecho, en caso de que f ∈ G (P ) y τf sea su
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transformación gauge física asociada:

(f · Φ)(x) = [s(x), ρ (τf (x))ϕ(x)] .

Estas dos definiciones, a pesar de ser equivalentes, deben pensarse de dos formas distintas. En física

se dice que esta última se corresponde con una transformación activa: se piensan las transformaciones

gauge como automorfismos, las simetrías tienen que ver con invariancia/ buen comportamiento bajo

estos automorfismos, mientras que la definición anterior se corresponde con una transformación

pasiva, donde las simetrías tienen que ver con el comportamiento bajo los cambios de coordenadas.

Decimos que son equivalentes porque en realidad, en el segundo caso hemos tenido que fijar un gauge,

de manera que lo que hago para ver como se transforma (cómo llevar una sección a otra) es escoger la

única transformación gauge (vista como automorfismo) que lo hace.

5.2. Curvatura de una conexión

5.2.1. Definición de curvatura e identidad de Bianchi

Hemos visto que una conexión sobre un fibrado principal π : P → M es una 1-forma g-valuada

definida sobre P , A ∈ Ω1(P, g), y que geométricamente debemos pensar en una descomposición19

TP = V ⊕H

del fibrado tangente de P . Entonces, si ahora consideramos la proyección πH : TP → H, dado un

campo vectorial en P podremos descomponerlo en parte horizontal y parte vertical. Para poder definir

la curvatura antes vamos a hablar primero de la derivada covariante exterior de una k-forma sobre

un fibrado principal, que estará asociada a una conexión. Definimos

D : Ωk(P )→ Ωk+1(P )

por su actuación sobre θ ∈ Ωk(P ):

Dθ (v1, . . . , vk+1) = dθ (πH(v1), . . . , πH(vk+1)) ∀v1, . . . , vk+1 ∈ Tp, ∀p ∈ P 20,

19Donde H = ker(A). En general, lo único que queremos es utilizar lo que vimos en la sección anterior: descomponemos
TpP = Hp ⊕ Vp.

20La definición hace que baste con ver cómo actúa la derivada covariante exterior sobre vectores horizontales para
saber cómo actúa en general.



80

donde d es la diferencial exterior que definimos en variedades diferenciables. La dependencia en la

conexión entra precisamente en la proyección de los vectores sobre los espacios horizontales. En realidad,

para definir la curvatura lo que nos interesa es definir esto para formas g-valuadas como la conexión.

En general, si V es un K-espacio vectorial de dimensión finita , bastará con considerar la definición

anterior componente a componente21: Dθ ∈ Ωk+1(P, V ) dado θ ∈ Ωk(P, V ).

Esto es así porque, en general, si cogemos un abierto coordenado U ⊂M de una variedad diferen-

ciable, para definir la derivada exterior de una k-forma E valuada (E un K-espacio vectorial cualquiera)

θ ∈ Ωk(M,E)22 escribiremos θ |U= fi1...ikdx
i1 ∧ dxik , de lo que esperaríamos

dθ |U= dfi1...ik ∧ dx
i1 ∧ dxik ,

y df lo sabemos definir fácilmente porque, con f ∈ C∞(M,E), dpf : TpM → Tf(p)E = E es la

diferencial usual y todo funciona bien, ya que Tf(p)E = E por ser un espacio vectorial. Entonces, nos

termina quedando, tal y como queríamos

d : Ωk(M,E)→ Ωk+1(M,E).

Todo es análogo para el caso de D, en el que lo único que cambia es que componemos con las proyec-

ciones que nos da la conexión. Es útil introducir ahora dos definiciones que utilizaremos más adelante:

una k-forma V -valuada ω ∈ Ωk(P, V ) se dice

horizontal si ∀p ∈ P se cumple que ωp(v1, . . . , vk) = 0 siempre que uno de los vectores sea

vertical.

equivariante respecto a la representación ρ : G → GL(V ) de G si r∗gψ = ρ(g−1)(ψ) para todo

g ∈ G, se dice que son k-formas pseudotensoriales de tipo (ρ, V ). En particular, se dirá de tipo

(Ad, g) si es equivariante respecto a la representación adjunta. A las formas pseudotensoriales de

tipo (ρ, V ) que son horizontales se las llama formas tensoriales de tipo (ρ, V ).

Definición 5.4. Definimos la curvatura de la conexión A como la 2-forma sobre P g-valuada F ∈

Ω2(P, g) dada por

F (X,Y ) = DA (X,Y ) = dA (πH(X), πH(Y )) ∀X,Y ∈ X(P ),

21Habría que demostrar que esto es independiente de la base.
22En realidad, podríamos escribir, si pensamos Ωk(M,E) = Ωk(M) ⊗ E, al tomar θ = θa ⊗ Ta, donde {Ta} sea una

base del álgebra de Lie g y θa ∈ Ωk(M), tendremos que dθ = dθa ⊗ Ta.
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donde D es la derivada covariante exterior respecto a la conexión A.

De la misma forma que en una variedad Riemanniana pensamos en la curvatura como una medida

de cuánto falla una conexión en ser plana, en este caso tendrá que ver con cuánto se aleja H de ser

una distribución integrable. Se cumple que la curvatura es de tipo (Ad, g) y que

F (·, X̃) = 0

∀X ∈ g. Además, se cumple la siguiente ecuación de estructura (de Cartan):

F = dA+
1

2
[A,A]23.

Esta ecuación es muy importante y de hecho muchas veces –especialmente en física, cuando se dice

que F es el field strength de la teoría– se propone como definición de la curvatura. La prueba se hace

por casos, distinguiendo cuando X,Y ∈ TpP sobre los que aplicar F son horizontales y/o verticales. A

una conexión cuya curvatura se anula en todo punto se la llama plana. Este es el caso de la conexión

canónica sobre fibrados triviales. En general, encontrar todas las conexiones planas no es una pregunta

trivial y es algo en lo que se continua trabajando.

Ahora podemos preguntarnos qué sucede con DF , que será una 3-forma g-valuada. Una forma de

expresar la identidad de Bianchi nos dice esto justamente en el caso en que miremos cómo actúa sobre

el subfibrado H definido por la conexión.

Teorema 5.1 (Identidad de Bianchi (I)). Sea P π→M un fibrado principal con grupo estructural G y

A ∈ Ω1(P, g) una conexión, que induce una descomposición TP = V ⊕H. Entonces, DF = 0.

5.2.2. Versión local de la curvatura: field strength de un campo gauge

Igual que nos sucedió en la sección anterior, nos interesa poder ver la curvatura como un campo

–en el sentido de la física, es decir, una función definida sobre el espaciotiempo M–. Para ello, como

ya aprendimos, habrá que fijar un gauge. Dada una conexión A sobre un fibrado principal P → M y

un gauge local s : U → P –una sección local definida sobre un abierto U ⊂ M– definíamos el campo

gauge (local) As ∈ Ω1(U, g) como As = A ◦ ds = s∗A. Queremos hacer esto mismo con la curvatura.
23Para definir [η, ϕ] cuando son formas g-valuadas se procede igual que hemos dicho antes (lo podemos pensar como que

existe un producto en E [·, ·] : E×E → E que se va a traducir en un producto [·, ·] : Ωk(M,E)×Ωl(M,E) → Ωk+l(M,E)).
Descomponemos η = ηa ⊗ Ta y ϕ = ϕa ⊗ Ta y hacemos [η, ϕ] = ηa ∧ ϕb ⊗ [Ta, Tb]. En particular nos interesa que para
1-formas esto es [η, ϕ](X,Y ) = [η(X), ϕ(Y )]− [η(Y ), ϕ(X)] = 2[η(X), ϕ(Y )]. Es decir, la intuición de 1-formas R-valuadas
de [A,A] = 0 o A∧A = 0 ya no es cierta en general. De hecho, d no tiene por qué ser nilpotente – en particular, D2 = 0
cuando la conexión sea plana–.
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Definimos la 2-forma de curvatura (local) o el field strength24 del campo Fs ∈ ω2(U, g) determinado

por el gauge local s a partir de

Fs = F ◦ (ds, ds) = s∗F.

Siempre podremos escoger un abierto U que esté en alguna carta de M , de tal forma que podamos

escoger una base {∂µ} de campos vectoriales sobre U . Entonces,

Fµν = Fs(∂µ, ∂ν),

Si además tomamos una base {ea} del álgebra de Lie g, podremos expandir esto como

Fµν = F aµνea.

Esto nos permite escribir la ecuación de estructura de Cartan de la forma en que de verdad se escribe

en los libros de física cuando se introducen las teorías de campos25:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]
26.

En particular, cuando G es abeliano esto se convierte en F = dA y se tiene el conocido Fµν =

∂µAν − ∂νAµ del electromagnetismo.

De nuevo, razonamos igual que en el caso de la conexión y nos hacemos la pregunta razonable de

cómo cambia el field strength cuando cambiamos de un gauge a otro, es decir, cuando escogemos dos

secciones distintas si : Ui → P , sj : Uj → P con intersección no vacía Ui ∩ Uj ̸= ∅. Consideramos sus

curvaturas locales asociadas Fi, Fj . Entonces, habrá una transformación gauge local

gij : Ui ∩ Uj −→ G

dada por

si(x) = sj(x) · gji(x) ∀x ∈ Ui ∩ Uj .
24En el caso del electromagnetismo, en castellano se le llama tensor de intensidad del campo electromagnético.
25Que viene de haber aplicado la ecuación de estructura al campo local: Fs = dAs +

1
2
[As, As].

26El término cuadrático [Aµ, Aν ] representa en física la autointeracción de los campos bosónicos en las teorías gauge
no abelianas. El término cinético de YM será algo como F 2, lo que lleva a sumandos cúbicos y cuárticos en A: esto serán
los vértices con tres y cuatro gluones en QCD, donde G = SU(3). Es interesante que el hecho de que esta teoría sea no
abeliana está directamente relacionado con el confinamiento y la libertad asintótica frente al caso abeliano, que no está
bien definido a energías arbitrariamente altas (QED no es UV complete).
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De aquí se llega solamente por sustitución a cómo se transforma el field strength en Ui ∩ Uj :

Fi = Adg−1
ji
◦ Fj .

Además, en caso de que G sea un grupo lineal tendremos que las funciones de transición estarán en G

y se cumple

Fi = g−1
ji · Fj · gji.

En general, es posible que estas curvaturas locales no puedan extenderse a una 2-forma definida sobre el

espaciotiempo. Sin embargo, en el caso en que G sea abeliano se puede demostrar que sí es cierto: Fs es

independiente de la elección de la sección s. Esto lo podemos pensar como que Fs es localmente exacta

pero hemos de tener en cuenta que no es globalmente exacta: As no se puede extender a una 1-forma

sobre todo el espaciotiempo. En el lenguaje de la física esto se dice como que, en el caso abeliano, F es

invariante gauge mientras que A transforma covariantemente respecto a transformaciones gauge –es

decir, se transforma pero de la manera adecuada–. En el caso no abeliano ambas cosas son mentira: F

no es invariante gauge.

5.2.3. Transporte paralelo y derivada covariante

En la sección anterior habíamos motivado la necesidad de definir una conexión con el caso de las

superficies que conocemos bien: para derivar un campo vectorial a lo largo de una trayectoria necesito

«restar» vectores y eso no es posible cuando la variedad que estudiamos no es Rn, porque cada uno se

encontrará en el espacio tangente en el correspondiente punto. Hablamos entonces de que escoger una

conexión es equivalente a escoger un transporte paralelo, pero es que entonces nuestro interés no estaba

en las conexiones sobre variedades Riemannianas que estudiamos en 1.2 27 sino en el caso general de

la conexión sobre un fibrado principal. Ahora queremos ver cómo el concepto de conexión nos permite

definir un transporte paralelo sobre fibrados principales y fibrados vectoriales asociados, así como

el concepto de derivada covariante sobre fibrados asociados.

Sean P π→ M un fibrado principal con grupo estructural G y una conexión sobre él, de forma que

TP = V ⊕H. Entonces, dada una curva γ : I →M definida en I ⊂ R, decimos que γ∗ : I → P es un

levantamiento horizontal si se cumple lo siguiente:

π ◦ γ∗ = γ.
27Y esto de hecho lo encontraríamos si construyéramos la conexión de Ehresmann sobre el fibrado de las referencias

y vieramos cómo se traduce al fibrado tangente, que sabemos es un fibrado vectorial asociado suyo.
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Figura 5.2: Levantamiento horizontal de una curva cerrada, figura 14.4 de [23].

γ̇∗(t) ∈ Hγ∗(t) ∀t ∈ I, es decir, las velocidades son horizontales respecto a la conexión.

Esta idea se ilustra en la figura 5.2. Se puede demostrar –y es una consecuencia del teorema de existencia

y unicidad de ecuaciones diferenciales– que dada una curva γ.[a, b]→M con γ(a) = x y p ∈ Px, existe

un único levantamiento horizontal γ∗p tal que γ∗p(a) = p.

En las condiciones anteriores, dada una curva γ : [a, b]→M , decimos que la aplicación diferencia-

ble28

ΠAγ : Pγ(a) −→ Pγ(b)

p 7−→ γ∗p(b)

es el transporte paralelo en el fibrado principal P a lo largo de γ respecto a la conexión A. Se puede

demostrar que dadas dos curvas γ de x a y y γ′ de y a z en M ,

ΠAγ∗γ′ = ΠAγ′ ◦ΠAγ ,

donde γ ∗ γ′ es la concatenación de las curvas29. Además, el transporte paralelo es G-equivariante:

ΠAγ ◦ rg = rg ◦ΠAγ ∀g ∈ G.

Ahora estamos en condiciones de, dada una conexión sobre el fibrado principal, definir la derivada

covariante en fibrados vectoriales asociados. Esto es muy importante en teorías gauge porque los campos
28Habría que demostrar que es diferenciable efectivamente y que no depende de la parametrización de γ. Es cierto.
29En particular, si γ− es la misma curva pero con orientación opuesta se tendrá que ΠA

γ− =
(
ΠA

γ

)−1.
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de materia son secciones de estos fibrados y los términos cinéticos de los lagrangianos contendrán

precisamente estas derivadas covariantes. Empezaremos por definir el transporte paralelo.

Sea P
π→ M un fibrado principal con grupo estructural G, A ∈ Ω1(P, g) una conexión sobre él,

ρ : G → GL(V ) una representación de G sobre un K-espacio vectorial V y E = P ×ρ V el fibrado

vectorial asociado construido a partir de ella. Entonces, dada una curva γ : [0, 1] → M en M , la

aplicación

ΠE,Aγ : Eγ(0) −→ Eγ(1)

[p, v] 7−→
[
ΠAγ (p), v

]
es un isomorfismo lineal30 al que llamamos transporte paralelo en el fibrado asociado.

La idea es que la derivada covariante de una sección va a darnos una medida de cómo de «no

constante» es la sección respecto a la conexión a partir de la que la vamos a definir. Vamos a intentar

hacer la construcción más geométrica posible, aunque al principio la idea sea un poco redundante.

Consideramos una sección local Φ de E, un punto x ∈ M y X ∈ TxM . Tomamos una curva γ :

(−ε, ε)→M tal que γ(0) = x y γ̇(0) = X. Entonces, ∀t ∈ (−ε, ε), podemos transportar paralelamente

el vector Φ(γ(t)) ∈ Eγ(t) hasta Ex a lo largo de γ. Nada nos asegura que vayamos a llegar al mismo

vector, de hecho, cómo de distintos son los vectores inicial y final será la medida de cómo de no

constante es Φ respecto a la conexión con la que hemos definido el transporte paralelo. Para calcular

esta diferencia tomamos la derivada en t = 0, que nos dará un elemento de Ex (un vector):

D(Φ, γ, x,A) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
ΠE,Aγt

)−1
(Φ(γ(t)) ∈ Ex ,

donde γt denota la restricción en el dominio de γ al intervalo (0, t) con t ∈ (−ε, ε). Se puede demostrar

que, fijado un gauge s : U → P ,

D(Φ, γ, x,A) = [s(x), dϕ(X) + ρ∗ (As(X))ϕ(x)] .

Esto quiere decir, como podíamos esperar, que la definición solamente depende del vector X, no de la

curva que utilizamos para construirlo. Es importante darse cuenta de que la acción de D sobre secciones

escalares –fibrados vectoriales asociados definidos a partir de la representación trivial– coincide con la

diferencial d, porque ρ∗ = 0.

Definición 5.5. Sea una sección Φ del fibrado asociado E y un campo vectorial X ∈ X(M). Definimos
30Para demostrar esto hay que comprobar que la aplicación está bien definida: que es independiente del representante

de la clase.
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la derivada covariante de Φ, ∇AXΦ, como la sección sobre E definida por

(∇AXΦ)(x) = D(Φ, γ, x,A),

donde γ es cualquier curva a través de x y con vector tangente Xx.

Entonces, la derivada covariante es una aplicación

∇A : Γ(E)→ Ω1(M,E).

En general, nos va a interesar escribir esto una vez se ha fijado un gauge local s : U → P , de forma

que la sección será Φ = [s, ϕ] y la derivada covariante ∇AXΦ = [s,∇AXϕ], donde

∇AXϕ = dϕ(Xx) + ρ∗(As(Xx))ϕ(x) ∈ V,

lo que se llama «derivada alargada».

Hemos dicho que la aplicación derivada covariante ∇A lleva secciones de E a 1-formas en M

E-valuadas. Se puede demostrar que

Es lineal en ambas entradas y satisface ∇AfXΦ = f∇AXΦ para cualquier función f ∈ C∞(M,K).

Cumple la regla de Leibniz

∇AX(λΦ) = LXλΦ+ λ∇AXΦ,

donde λ ∈ C∞(M,K).

Estas propiedades que acabamos de describir son las que se utilizan para definir la derivada cova-

riante en muchas ocasiones. En particular, nos va a interesar expresar todo esto en coordenadas locales,

que ya sabemos es traducir al lenguaje de los campos en física. Entonces, si tomamos una base {∂µ}

de campos vectoriales en U , podemos escribir

∇Aµϕ = ∇A∂µϕ = ∂µϕ+Aµ,

donde Aµϕ = ρ∗(Aµ)ϕ. En física esto se escribe así31 porque se piensa en los campos de materia como

funciones sobre (un abierto del) espaciotiempo y con valores en un espacio vectorial V . Vimos en el

capítulo anterior que al final esto es lo mismo que una sección del fibrado vectorial E cuando se ha
31Esto no es del todo cierto, normalmente se quiere que las simetrías tengan generadores hermíticos y se define

∂µϕ− igAµ, donde g es una constante de acoplo de la que hablaremos ahora.
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fijado un gauge. Desde el punto de vista de las teorías de campos. lo más relevante es que el segundo

sumando de la definición de la derivada covariante es no lineal e introduce un acoplo entre el campo

gauge A y el campo de materia ϕ. Esta es la forma en que el bosón gauge interacciona –media la

fuerza– con los campos de materia. Un papel protagonista es el de la representación ρ del grupo G, que

no solo influye a la hora de construir el fibrado asociado sino también al definir la derivada covariante.

En la sección 3.1.1 prometíamos que a las partículas se las etiquetaba por su representación respecto

al grupo de simetrías internas porque esto caracterizaba completamente de qué forma interaccionaban

dentro del modelo estándar. Ahora empezamos a ver la razón por la que esto es así: el campo gauge

A solo va a poder actuar sobre aplicaciones que tomen valores en V (secciones de E, que sabemos que

al final del día son campos de materia) solo si V tiene una representación de G. En caso de que la

representación ρ∗ : g → End(V ) sea no trivial habrá un acoplamiento entre A y ϕ que podrá ser no

trivial. En ese caso se dirá que ϕ –y las partículas que representen sus excitaciones– están cargadas.

Para terminar el capítulo vamos a ver que hay un espacio Ωkhor(P, g)
Ad al que pertenece la curvatura,

pues será algo relevante a la hora de definir una teoría gauge en el último capítulo. La motivación para

esto en realidad puede ser la siguiente: una conexión no se puede ver directamente como un campo

sobre el espaciotiempo, pero resulta que la diferencia entre dos sí que puede escribirse como un campo

de 1-formas que valore en el fibrado vectorial asociado Ad(P ). Esto nos permite terminar de entender

la frase de «los bosones gauge transforman en la representación adjunta». Denotamos por Ωkhor(P, g)
Ad

al conjunto de k-formas tensoriales de tipo Ad.

Es inmedianto demostrar que dadas dos conexiones A,A′ ∈ Ω1(P, g) se tiene que

A′ −A ∈ Ω1
hor(P, g)

Ad(P ).

De hecho, dada una ω ∈ Ω1
hor(P, g)

Ad(P ), se tiene que A + ω es también una conexión sobre P 32.

Además, la curvatura de la conexión cumple F ∈ Ω2
hor (P, g)

Ad.

Además, el conjunto de conexiones sobre P forma un espacio afín sobre el espacio vectorial Ω1
hor(P, g)

Ad(P ).

El último resultado que vamos a presentar es el que precisamente nos va a permitir entender la curva-

tura como una forma definida sobre la variedad base –el espaciotiempo– en lugar de sobre el fibrado,

es decir, como un campo.

Teorema 5.2. Existe un isomorfismo canónico entre Ωkhor (P, g)
Ad y Ωk(M,Ad(P )).

Para demostrarlo hay que comprobar que la aplicación que vamos a escribir ahora es un isomorfismo
32A esto se le llama también simetría gauge: en el caso del electromagnetismo, una vez escribes el potencial eléctrico

y magnético en un 4-vector te das cuenta de que tanto las ecuaciones de movimiento como la acción –salvo por un factor
de frontera– se quedan igual si le añades al potencial una derivada total.
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lineal bien definido.

Λ : Ωkhor (P, g)
Ad −→ Ωk(M,Ad(P ))

donde, dado ω̄ ∈ Ωkhor (P, g)
Ad, definimos ω = Λ(ω̄) a partir de

ωx (X1, . . . , Xk) = [p, ω̄p (Y1, . . . , Yk)] ∈ Ad(P )x = (Px × g) /G,

donde x ∈ M y p ∈ P son puntos cualesquiera tales que πP (p) = x y Xi ∈ TxM y Yi ∈ TpP son

vectores cualesquiera tales que πP∗ (Yi) = Xi.

Esto nos permite identificar la diferencia de dos conexiones como un elemento de Ω1(M,Ad(P )) y

la curvatura como un elemento de Ω2(M,Ad(P )).

Ahora estamos en condiciones de matizar una mentira a medias que hemos venido diciendo. En

QFT, las partículas se describen como excitaciones de los campos actuando sobre el vacío. En el

caso de los campos gauge tendremos una 1-forma de conexión A0 sobre el fibrado principal –a la que

llamaremos conexión de vacío– y, entonces, los bosones gauge se describirán (clásicamente) a partir

de la diferencia A − A0 donde A es otra conexión. Por lo que acabamos de decir, esta diferencia sí

se podrá identificar con una 1-forma sobre el espaciotiempo que toma valores en Ad(P ), lo que le da

sentido a la frase «los bosones gauge son campos que transforman en la representación adjunta del

grupo gauge». De aquí en adelante hablaremos de la diferencia de conexiones o de una conexión de

forma indistinta pero hay que tener en mente cómo emerge el «verdadero» campo gauge.
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Capítulo 6

Breve acercamiento a las teorías gauge

El lagrangiano del modelo estándar se puede escribir abreviadamente como

L = LD[Ψ, A] + LH [Φ, A] + LY [ΨL,Φ,ΨR] + LYM [A]

= Re
(
Ψ̄DAΨ

)
+ ⟨dAΦ, dAΦ⟩E − V (Φ)− 2gY Re

(
Ψ̄LΦΨR

)
− 1

2

〈
FAM , F

A
M

〉
Ad(P )

,

y, como prometimos desde el principio, puede explicarse y entenderte geométricamente y con teoría

de fibrados. Esto es el resultado de siglos de trabajo en los que se terminó consiguiendo entender –y

sabemos que aún no se comprende del todo, que esta no es toda la historia– que los conceptos de

campo, interacción y simetría –a los que también fue muy difícil llegar– se podían expresar de esta

manera. En este último capítulo vamos a, muy rápidamente1, explicar un ejemplo explícito en el que

se ven algunas de las cosas que hemos ido estudiando a lo largo del trabajo. El objetivo es escribir el

lagrangiano y las ecuaciones de movimiento de una teoría de Yang-Mills, es decir, una teoría gauge

«pura» que generaliza al electromagnetismo para el caso no abeliano. Esto se corresponde con el último

de los sumandos de la ecuación anterior.

Los ingredientes que necesitamos para construir la teoría son los siguientes

Una variedad pseudo-Riemanniana orientable de dimensión n: el espaciotiempo (M, g).

Un fibrado principal P →M con grupo estructural G2 compacto de dimensión r.

Un producto escalar Ad-invariante semidefinido positivo en g: ⟨·, ·⟩g3 y una base de g que sea

ortonormal respecto a este producto.
1Y por tanto pasando por encima algunos conceptos matemáticos interesantes, haciendo una exposición más super-

ficial que en el resto del trabajo.
2Típicamente G = U(1), SU(2) o SU(3).
3Este determinará una métrica en el fibrado vectorial asociado Ad(P ) = P ×Ad g que denotamos por ⟨·, ·⟩ad(P )
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Figura 6.1: Taza con el lagrangiano del modelo estándar. Imagen de [24].

Sea A una conexión sobre P , A ∈ Ω1(P, g), y FA ∈ Ω2(P, g) su correspondiente curvatura. Al

final del capítulo anterior vimos que FAM ∈ Ω2(M,Ad(P )). Esto nos permite definir el lagrangiano de

Yang-Mills como

LYM [A] = −1

2

〈
FAM , F

A
M

〉
Ad(P )

,

de forma que, una vez fijada la conexión A, el lagrangiano sea una función LYM [A] ∈ C∞(M,R).

Se puede demostrar que es un lagrangiano invariante gauge –lo hemos construido para que lo sea–:

LYM [f∗A] = LYM [A]

para cualquier automorfismo de fibrados f ∈ G (P ) y para todas las conexiones A sobre P .

Nos interesa escribirlo localmente para poder llegar a una expresión que nos va a permitir escribir

incluso unos diagramas de Feynman. Para ello escogemos un gauge local s : U → P y una carta en U

con coordenadas xµ. Entonces,

LYM [A] = −1

4
FAaµν F

Aµν
a

4,

donde

FAaµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + fabcA

b
µA

c
ν .

con las constantes de estructura fabc definidas por las relaciones de conmutación de la base {Ta}
4Hemos utilizado que el field strenth se define como FA

s = s∗FA ∈ Ω2(U, g), y que al expandirlo en las coordenadas
xµ se tiene FA

µν = FA
s (∂µ, ∂ν) y si tomamos una base {Ta} de g tenemos que FA

µν = FAa
µν Ta.
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Figura 6.2: Vértices con tres y cuatro patas correspondientes a la autointeracción del campo gauge en
una teoría de Yang-Mills no abeliana.

del álgebra de Lie. De aquí se pasa a la siguiente fórmula explícita del lagrangiano:

LYM [A] =− 1

4
FAaµν F

Aµν
a

=− 1

4

(
∂µA

a
v − ∂νAaµ

)
(∂µAνa − ∂νAµa)

− 1

2
fabc

(
∂µA

a
ν − ∂νAaµ

)
AbµAcν

− 1

4
fabcfadeA

b
µA

c
νA

dµAeν

En caso de que G sea abeliano el único término no nulo será el primero, que describe los bosones libres.

En el caso de QCD, que es no abeliano, se tienen esas interacciones entre tres y cuatro gluones. En

particular, como G = SU(3) sabemos que habrá ocho gluones. Dentro de las constantes de estructura

está la carga, que es una constante de acoplo que «mide» cuánto se aleja la teoría descrita por el

lagrangiano de la teoría libre: en particular cuando dicha constante sea pequeña se podrán utilizar unas

herramientas perturbativas que nos permitirán calcular los observables que deseemos. En particular,

podremos entender los dos últimos sumandos de la ecuación anterior como los vértices (diagramas de

Feynman) de la interacción, que se muestran en 6.2.

Si ahora consideramos que nuestro espaciotiempo es cerrado5 (compacto y sin frontera) podemos

encontrar las ecuaciones de movimiento correspondientes a esta teoría. Para ello, tenemos que construir

la acción de la teoría, para lo que nos aprovechamos del isomorfismo lineal Ω1(P, g)Ad ∼= Ω1(M,Ad(P )),

que nos va a permitir integrar el lagrangiano en el espacio:

SYM [A] = −1

2

〈
FAM , F

A
M

〉
Ad(P ),L2 = −1

2

∫
M

〈
FAM , F

A
M

〉
Ad(P )

dvolg
6.

5Es que si tenemos frontera podríamos añadir otro término, que es topológico porque solo depende de la topología del
espaciotiempo y no de la métrica y que se llama θ-term. Esto en principio puede parecer no tener sentido físico porque
existirían trayectorias cerradas de tipo tiempo (máquinas del tiempo) que violarían la causalidad. Sin embargo, sirve
para modelizar muchos sistemas físicos –en realidad bastaría con suponer que todos los campos tienen algo así como
soporte compacto, que es lo que se hace siempre al hacer QFT–. El propósito ahora es que simplifica los cálculos.

6Donde dvolg =
√

|g|dx1 ∧ . . .∧dxn, con |g| el valor absoluto del determinante de la métrica, es la forma de volumen
canónica sobre M que existe por ser esta una variedad pseudo-Riemanniana orientable. Además, si suponemos que lass
formas tienen soporte compacto tendrá sentido definir el producto escalar L2 de forma análoga a como lo hacemos con
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Y, entonces, definiremos los puntos críticos de la acción como aquellos en los que

d

dt

∣∣∣∣
t=0

SYM [A+ tα] = 0,

para cualquier variación α ∈ Ω1
hor(P, g)

Ad. Otra opción equivalente y ahora más sencilla es, a partir

del lagrangiano escrito en coordenadas, calcular las ecuaciones de Euler-Lagrange. Al final se llega a

que las ecuaciones de movimiento son

dA ∗ FAM = 07,

las ecuaciones de Yang-Mills. Esto se puede escribir tras fijar un gauge local s : U → P como

d ∗ FAs +
[
As, ∗FAs

]
= 0,

que es más fácil de interpretar como una (muy díficil) ecuación en derivadas parciales de segundo orden.

En el caso del electromagnetismo, G = U(1), la ecuación de Yang-Mills y la identidad de Bianchi se

reducen a
d ∗ FM = 0,

dFM = 0,

que sí son lineales y mucho más sencillas de resolver, representan un sistema físico que contiene al

campo electromagnético libre (sin interacción).

En general, se puede estudiar las ecuaciones de Yang-Mills sobre cualquier fibrado principal y

encontrar soluciones es un problema abierto y muy importante tanto en matemáticas como en física

teórica. Como las ecuaciones son invariantes gauge, se puede pensar que el grupo gauge G (P ) del

fibrado principal P →M donde estamos estudiándolas actúa sobre el conjunto de todas las conexiones

A solución de la ecuación de Yang-Mills –a las que llamaremos conexiones de Yang-Mills–. Entonces,

tiene sentido estudiar el conjunto de todas las conexiones de Yang-Mills que «no sean equivalentes».

Se define el espacio de moduli de Yang Mills de un fibrado principal P →M sobre una variedad

pseudo-Riemanniana (M, g) como el espacio de conexiones de Yang-Mills cocientado por el grupo

gauge8.

En 4 dimensiones el operador estrella de Hodge es idempotente sobre 2-formas y es fácil com-

funciones.
7donde ∗ es el operador ∗ de Hodge:∗ : Ωk(M,K) → Ωn−k(M,K).
8No es trivial probar que está bien definido porque en la mayor parte de los casos estaremos haciendo el cociente de

un espacio de dimensión infinita por un grupo de dimensión infinita.
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probar que conexiones A cuyas curvaturas satisfagan ∗FAM = FAM
9 –instantones– o ∗FAM = −FAM 10

–antiinstantones– son inmediatamente solución de la ecuación de Yang-Mills. El caso en que G =

SU(2) es el que estudió Donaldson y con el que probó el teorema de Donaldson, un resultado muy im-

portante de geometría en 4 dimensiones. Este es uno de los muchos ejemplos en los que la interacción

entre la física teórica y la geometría resulta en contribuciones muy relevantes. La historia de la física

y las matemáticas de los últimos cincuenta años es prueba de esto y aún quedan muchos problemas

abiertos en estas ramas.

9Autodualidad.
10Anti-autodualidad.



94

Conclusiones

Uno de los mayores logros de la física teórica del siglo XX fue «descubrir» la teoría cuántica de

campos y llegar a formular teorías como el modelo estándar, que aún siendo incompleto constituye la

teoría física más precisa jamás formulada. Igualmente, la simetría gauge es un concepto fundamental

de la física, que utilizamos para describir las interacciones entre campos dinámicos. El objetivo de este

trabajo era hacer una introducción a la idea geométrica que hay detrás de esto: la teoría de fibrados

sobre variedades diferenciables, sin duda uno de los mayores logros de la geometría del siglo XX. Esto

se puede resumir con el siguiente diagrama [16]:

Grupos de Lie (grupo Gauge) Representaciones sobre espacios vectoriales

Fibrados principales Fibrados vectoriales asociados (campos de materia)

Conexiones (campos gauge) Derivada covariante (interacciones)

La idea es que tenemos una variedad diferenciable M a la que llamaremos espaciotiempo y un grupo

de Lie G al que llamaremos grupo gauge. Construimos entonces:

Un fibrado principal P → M con grupo estructural G. A veces se dice de forma «poética» que

este fibrado es precisamente la teoría gauge.

Una conexión sobre ese fibrado principal, A ∈ Ω1(M, g), que es el campo asociado a los bosones

gauge que median la fuerza con grupo de simetrías internas G. Cuando fijemos un gauge local,

podremos ver A verdaderamente como una 1-forma sobre M , es decir, un campo con el significado

habitual en física. Si calculamos la curvatura asociada a la conexión podremos construir la acción

de Yang-Mills: un escalar de Lorentz invariante gauge que codifica una teoría gauge pura.

Una representación de G sobre un K-espacio vectorial V . A partir de esto podremos definir un fi-

brado vectorial asociado P×ρV →M al fibrado principal anterior. Entonces, las secciones de este
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fibrado serán los campos de materia de la teoría (que se comportarán bajo las transformaciones

gauge precisamente como dice la representación ρ).

Una derivada covariante asociada a la conexión A con la que podremos construir los términos

cinéticos invariantes gauge de los campos de materia, que codifican también el minimal coupling

al campo gauge.

Se ha intentando hacer el trabajo lo más autocontenido posible, para lo que incluyeron los tres

primeros capítulos –sobre variedades diferenciables, grupos de Lie y acciones de grupos de Lie– en

los que, sin embargo, muchas cosas se trataron de forma superficial y sin las demostraciones de los

resultados relevantes y difíciles. Sería interesante cubrir todos estos huecos en posibles «ampliaciones»

del trabajo. Además, aunque hayamos tratado muchos temas distintos, la realidad es que quedan

multitud de temas por estudiar para poder llegar a entender algunos de los problemas matemáticos

que se planteaban en la introducción. De hecho, faltarían aproximadamente cuarenta años de desarollo

matemático más que prólifico sobre estas bases. Algunos ejemplos de temas que habría sido muy

interesante estudiar y que constituyen una posible extensión del trabajo son:

Clases características: tienen que ver con medir en qué medida un fibrado principal se aleja de

ser trivial. Son algo esencial en el estudio de la cohomología en este contexto. Habría sido muy

interesante, en particular, estudiar clases de Chern y así construir teorías de Chern-Simons.

En relación con la curvatura, es muy importante estudiar holonomía: un objeto que en el caso de

los fibrados principales, cuantifica cómo el transporte paralelo no deja la información geométrica

«invariante». Este es el marco en que estudiar Wilson lines/loops en teorías gauge, que son los

observables razonables (invariantes gauge) en estas teorías físicas. Es algo muy relevante también

en teoría de cuerdas, donde la holonomía ayuda a clasificar las compactificaciones «deseables»

de las dimensiones extra.

Fibrados espinoriales: las partículas fundamentales «de materia» del modelo estándar son

fermiónicas y por ello deben estudiarse a partir de representaciones espinoriales. Desde el punto

de vista matemático, habría sido muy interesante estudiar grupos de espín y fibrados espinoriales.
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