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RAIZ DE DOS
No entre aqui quien no sepa geometria

La palabra es mucho més

que la suma de sus letras: nadie entre,
nadie entre aqui que no,

nadie aqui que no sepa

deletrear lo impronunciable.

Nadie,

nadie entre que no aspire

a fracasar en el logos:

restar y restar y restar y—
Antifairesis infinita,

residuo inconquistable.

Entre aqui quien ya sepa

de la inconmensurabilidad de las cosas
que crecen hacia dentro.

Y cuando crea tener la solucién,
atienda a las palabras del orédculo:
«intenta de este modo

duplicar el cubo, trisecar

los angulos, convertir

en un cuadrado este circulo».
Necesitara entonces nuevas reglas,
fabricar nuevos compases: inventar
un lenguaje nuevo

para construir el mundo,

la nada,

lo imposible.

Quien esté dispuesto a ello, adelante:
ingrese en el reino

de la incompletitud.

Maria Elena Higueruelo, Los dias eternos (2020).
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Introduccion

La American Mathematical Society invita a un/a ponente, del que consideran ha hecho contribu-
ciones relevantes en matematicas aplicadas, a impartir cada afio la Josiah Willard Gibbs Lectureship.
En 1972, fue el fisico tedrico Freeman Dyson quien se encargd de dar la Gibbs Lecture [1]|. Impartio
una conferencia titulada Missed opportunities en la que, en lugar de destacar las aplicaciones de las
matematicas a la fisica de aquel momento, dio varios ejemplos de como la falta de comunicaciéon en-
tre estas dos disciplinas, fisica tedrica y matematicas, habia ralentizado el avance de ambas durante
las ultimas décadas. Lo explicé con ejemplos de ramas muy distintas: teorfa de ntmeros, geometria
diferencial, algebra...

La geometria de fibrados y las teorias gauge podrian ser otro ejemplo mas en esta lista: dos len-
guajes equivalentes que se desarrollaron simultdneamente durante la primera mitad del siglo pasado.
En un articulo de tan solo cinco paginas [2] Yang y Mills desarrollaron, sin saberlo!, la teorfa de fibra-
dos principales y las conexiones sobre ellos para poder explicar una teoria gauge que generalizase el
electromagnetismo. Asi, llegaron a las ecuaciones de Yang-Mills que presentaremos al final del trabajo
utilizando herramientas de teorias de campos®. De la formulacién precisa de estas teorias surgieron
grandes problemas matematicos y fisicos en las tltimas décadas del siglo pasado®; muchos siguen atin
hoy sin solucion.

Uno de esos problemas en los que se lleva trabajando cuarenta anos sin mucho éxito se ilustra en

'En una entrevista [3] Yang afirma que a pesar de lo que se dijo méas tarde, en el momento en que desarrollaron la
teoria solo pretendian hacer una generalizacion del electromagnetismo, cuyo significado geométrico atin no se comprendia
en la comunidad fisica —otra oportunidad perdida de las que hablé de Dyson-—.

2La idea es partir de una teoria de campos y estudiar cémo estos cambian bajo una transformacién gauge
local. Demuestran que para que la teoria sea consistente (ellos lo llaman isotropic gauge invariance, que se terminaria
convirtiendo en el isospin) los campos gauge deben transformarse de la forma en que lo hacen las conexiones sobre
fibrados principales. Ademés, construyen el field strength, que sera la curvatura de la conexién y proponen la acciéon
de Yang-Mills por analogia al caso electromagnético y de ahi derivan —utilizando las ecuaciones de FEuler-Lagrange— las
ecuaciones de Yang-Mills. El objetivo de este trabajo es que toda esta construccién quede clara y se entienda como la
mas natural posible una vez propuesto el concepto de fibrado principal.

3Por ejemplo, dos casos que llevaron a medallas Fields: la conjetura de Calabi [1] en geometria diferencial y su relacion
con las teorfas supersimétricas o el uso de teorias topolédgicas cuanticas de campos (TQFTs) para calcular invariantes de
nudos (en concreto, en el famoso [5], Witten estudiaba la teoria de Chern-Simons 3 dimensional, que se corresponde con
la parte topologica de una teoria de Yang-Mills).
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Figura 1: Representacion de los nimeros de Hodge ° de la «lista de Kreuzer y Skarke» © . Se representa
2(htt — h2Y) en el eje de las © y A + 2! en el eje de las y. Figura 1 de [0].

la figura 1. Ciertos invariantes de una cantidad ingente de variedades resultan seguir una estructura
muy simétrica, y no se entiende por qué razon es asi. Este hecho se conoce como mirror symmetry y
es un problema en el que se investiga tanto en matematicas —por ser muy importante en geometria
algebraica— como en fisica teérica. Lo que se conjetura es que las variedades «espejo» son en cierta
forma equivalentes. En teoria de cuerdas esto se traduce en que la teoria resultante de poner una u otra
variedad como geometria de las dimensiones extra’ del espaciotiempo, termina por ser la misma. En
este trabajo no pretendemos explicar este problema y ni siquiera llegaremos a definir los conceptos que
hacen falta para poder enunciarlo con rigor. Sin embargo, si llegaremos a las ecuaciones de Yang-Mills
y a explicar que el conjunto de todas sus soluciones tiene una estructura, que se llama espacio de modulz
de Yang-Mills. Estructura que se cree tiene mucha relacion con la mirror symmetry a través de unas
relaciones de espacios de moduli sobre los que se trabaja ahora mismo tanto en geometria algebraica
como en teoria de cuerdas, en fisica teorica.

Este fend6meno —la asincronia en el enfrentarse la comunidad de la fisica o las matemaéticas a los
mismos problemas y el no comunicarse— lo ilustraba Dijkraaf en una vifieta (figura 2) que sirvié como
portada de la recopilacion Quantum Fields and Strings: a Course for Mathematicians [7], un curso para
estudiantes de matemaéticas organizado en Princeton en 1996-1997. El profesorado estaba formado por

algunas de las figuras mas relevantes de la fisica tedrica y las matemaéticas del momento. El objetivo era

4Se sabe que para que las teorias de cuerdas sean consistentes se necesitan afladir dimensiones extra a las cuatro del
espaciotiempo «ordinario». Las dimensiones extra se suponen compactas y muy pequeiias —si no ya se habrian tenido que
detectar—. En el caso de las teorias supersimétricas se necesitan 10 dimensiones, que se consiguen mediante variedades de
Calabi-Yau 3 dimensionales (complejas). La razén por la que estas aparecen es muy interesante desde el punto de vista
geométrico: las variedades Kahler resultan ser el escenario perfecto para desarrollar la supersimetria.

5Unos invariantes de variedades complejas proyectivas que son muy importantes en geometria algebraica. Son la
dimensién de los espacios de la descomposicion de la cohomologia de una variedad Kahler (teorema de Hodge).

5Todos los polihedros 4dimensionales reflexivos, estudiados computacionalmente, a los que les corresponde una familia
de variedades de Calabi-Yau.



Figura 2: Vifieta de la portada de [7].

propiciar la conversacion y el entendimiento entre estas disciplinas, consiguiendo por ejemplo que los/las
matematicos/as entendieran las intuiciones fisicas que habian llevado a algunas de estas propuestas
tan fascinantes que habian revolucionado el algebra y la geometria. Esta idea de colaboraciéon deberia
seguir hoy mas vigente que nunca’, pues como ya hemos dicho, no se han resuelto gran parte de los
problemas propuestos en aquellos anos.

Hemos dado solo algunas de las muchas razones por las que merece la pena estudiar geometria de
fibrados tanto en fisica como en matemaéticas y, especialmente, por qué estudiarla teniendo en cuenta la
relacion que hay entre ambas «interpretaciones», ambos lados del diccionario, que no son mas que las dos
caras de una misma moneda, para poder aspirar a formular mejores preguntas y a resolver problemas
interesantes en ambas disciplinas. Seguramente se pueda afirmar que para comprender siquiera la
mayor parte de los ejemplos que hemos ido dando, es necesario familiarizarse antes con la teoria de
fibrados, pues estd en los fundamentos de mucha geometria posterior. Podemos ilustrarlo de nuevo
con una analogia fisica, historicamente no excesivamente precisa-: el mayor hallazgo de la relatividad
general es explicar como la gravedad viene codificada en la geometria. Cuando Einstein la propuso,
ya se conocian la teorfa moderna del electromagnetismo a través de las leyes de Maxwell, por lo que
de forma natural se intenté unificar estas dos fuerzas buscéandole una interpretacion geométrica a esta

altima®. El planteamiento de la teoria de fibrados pasa por entender que ese campo electromagnético

"Cada afio se organizan congresos alrededor de estas ideas: juntar a fisicos/as y matemaéticos/as para que puedan
construir un lenguaje comun con el que avanzar en ambos campos.

8Esto se continua intentando, por supuesto: entender ahora de qué forma la cuantica juega un papel en la estructura
microscopica del espaciotiempo, comprender la gravedad cudntica.



no es un campo «usualy sino que apunta a un espacio mas grande que el espaciotiempo. En fisica este es
el «espacio interno» y de aqui en adelante esta sera precisamente la idea de fibrado: sobre una variedad
base —el espaciotiempo— se coloca un fibrado al que exigiremos que se comporte «bien». Lo intuitivo,
por supuesto, es imaginarse un espacio que sea el producto cartesiano entre el espaciotiempo y eso a
lo que hemos llamado espacio interno. Este ejemplo es un fibrado”, pero no tiene el verdadero sabor a
fibrado, que va a estar retorcido en un sentido que precisaremos més adelante. Quizé, lo méas bello de
esta historia es que no se trata de un artefacto mateméatico para formular estas teorias fisicas de forma
més compacta o elegante, sino que al final del dia termina siendo la forma més natural de formular
fendémenos que vemos en la naturaleza. El objetivo del trabajo es mostrar por qué razén esto es lo mas
natural que se podria hacer y de qué forma entran en juego distintas partes de las matemaéticas para
realizar esta construccion.

Para poder estudiar teoria de fibrados principales sobre variedades diferenciables hay que conocer
algunas definiciones y resultados bésicos sobre variedades diferenciables, grupos de Lie y acciones de
grupos de Lie sobre variedades. En la primera parte del trabajo dedicamos un capitulo a cada una de
estas cuestiones, intentando cubrir todos los contenidos comprendidos entre la asignatura de Geometria
de curvas y superficies y el punto de partida necesario para construir los fibrados principales, que seran
el objeto principal de estudio del trabajo.

En el resto del trabajo nos encargamos del estudio de los fibrados principales sobre variedades
diferenciables, utilizando las herramientas desarrolladas en los capitulos anteriores. En el capitulo 4
definimos el concepto de fibrado y lo ilustramos con el ejemplo del fibrado tangente. Nos centramos
después en el caso del fibrado principal asociado a la accién de un grupo de Lie sobre una variedad.
También definimos fibrados asociados, prestando especial atencién al caso vectorial, cuyas secciones
seran los campos de materia de las teorias gauge. Ilustramos todos estos conceptos con el ejemplo del
fibrado de las referencias, que nos permite ademas entender gran parte de la geometria diferencial que
vimos en 1 desde otra Optica distinta. El capitulo 5 trata sobre los conceptos de conexién y curvatura
asociados a un fibrado principal. Con el material de estos dos capitulos, en los que también se estudia
lo que significa en matematicas lo gauge'’, ya tenemos las herramientas suficientes como para construir
teorias gauge como el modelo estandar. En el capitulo 6 estudiamos brevemente la teoria de Yang-Mills,

que es el ejemplo paradigmatico de teoria gauge.

9El fibrado trivial.

OFEn particular, las transformaciones gauge como automorfismos de fibrados principales, lo que le da sentido —si
se piensa desde la 6ptica de teoria de categorias— plantearse la pregunta de como es algo salvo por transformaciones
gauge, es decir, modulo los automorfismos de la categoria, de forma analoga a cuando pretendemos clasificar los espacios
topolégicos médulo homeomorfismo.



Capitulo 1

Algunos conceptos de geometria

diferencial

La geometria diferencial se encarga de generalizar el estudio de curvas y superficies, que se desarrolld
mayoritariamente durante los siglos XVIII y XIX, al de otros objetos més generales, a los que solo se les
pide ser localmente un espacio euclideo. Del estudio de lo primero trataba la asignatura Geometria de
curvas y superficies del grado en matemaéticas. Por eso, el objetivo de este capitulo es introducir todo
el lenguaje matemaético necesario para desarrollar la teoria de fibrados y algunas de sus aplicaciones,
partiendo desde la intuicién y los conceptos que si conocemos para superficies. Por su extension y dado
que esta no es la parte principal del trabajo sino la presentacion de distintas herramientas que vamos
a ir utilizando, no se va a hacer la mayor parte de demostraciones de los resultados que se enuncien,
aunque si se intentara dar justificaciones constructivas en todo lo posible.

El capitulo se estructurara en tres partes. En la primera parte desarrollaremos el «diccionario»
bésico en el mundo de las variedades: definiremos variedad diferenciable asi como los morfismos entre
ellas y prestaremos especial atencion al concepto de vector y espacio tangente. Se definen el fibrado
tangente y cotangente —sin ahondar en su naturaleza de fibrados— y los campos de vectores y de formas.
Para ello he seguido mayoritariamente el planteamiento de [3] utilizando también otras referencias como
[9], [10], [L1],]12] ¥ [13]. La segunda parte es una revision réapida de los conceptos claves de variedades
(pseudo)riemannianas: un tipo especial de variedades a las que se les puede dotar de una métrica.
Lo méas importante serd la definicion de conexién, transporte paralelo y derivada covariante, pues
nos apareceran mas adelante sus anélogos en fibrados principales. Para esta seccion hemos utilizado
el capitulo 10 de [12]|. Por dltimo, hacemos una revisién rapida del teorema de Frobenius asi como

del concepto de integrabilidad de distribuciones en variedades diferenciables. Por ser este concepto



algo directamente relacionado con los fibrados, hemos tratado de dar una motivacioén intuitiva pero
también formal, de manera que cuando el concepto de fibrado y seccién de un fibrado se introduzcan

en el capitulo 4, todas las definiciones cobren sentido. Para esto hemos seguido el capitulo 8 de [14].

1.1. Variedades diferenciables

1.1.1. Primeras definiciones: los objetos y las flechas

Una variedad diferenciable es un «espacio» que localmente se «parece» a R™ (dotado con su es-
tructura topoldgica y diferencial habitual)'. Esto se formaliza de la siguiente manera: dado un espacio
topologico Hausdorff que satisfaga el segundo axioma de numerabilidad M?, diremos que una familia

D = {(Ui, ¢i) };c; s una estructura diferenciable sobre M si cumple:

i. {Ui};c; es un recubrimiento abierto de M.
ii. In>1: Vi€ I, ¢; es un homeomorfismo de U; sobre un abierto de R"™.

ili. La aplicacion ¢; o d)i_l 1 ¢ (Ui NUj) = ¢; (Us N Uj) es una aplicacion de clase C*° entre abiertos

de R" sii,j € I cumplen U; NU; # 0.
iv. La familia D es maximal.

Diremos que M = (M, D) es una variedad diferenciable de dimension n*. A cada par (U, ¢) € D
se le llama carta de la variedad y a cada recubrimiento (no necesariamente maximal) {(U;, ¢;)};c; de
M por cartas de D, atlas de M. Definimos las funciones coordenadas de la carta (U;, ¢;) como
z; = pjo¢; : Uy — R, donde p; : R — R son las proyecciones canonicas. Esto hace que llamemos
cambios de coordenadas a las aplicaciones de (7). En caso de que les exijamos ser tan solo de clase
C* diremos que la estructura diferenciable D es de clase C*.

Dada una variedad diferenciable M de dimensién n, sobre cualquier subconjunto abierto suyo
U C M se induce una estructura diferenciable que lo convierte también en una variedad n-dimensional.
También podremos construir variedades como producto de otras dadas: si M, N son variedades dife-

renciables de dimensién n,m y Ap;, Ay atlas diferenciables sobre M, N respectivamente, podemos

L0 a otro espacio euclideo. A lo largo del trabajo haremos algtin comentario sobre variedades diferenciables complejas,
que localmente son C", pues tienen una estructura riquisima y especialmente interesante en fisica, pero mayoritariamente
trataremos el caso real.

2Estas dos condiciones se podrian relajar y utilizar especios topolégicos mas generales pero en la practica los termi-
naremos exigiendo para asegurar la existencia de particiones de la unidad y todos los casos con los que vamos a trabajar
lo cumplen.

3QGracias al teorema de la funcién inversa y a que los cambios de coordenadas son difeomorfismos entre abiertos de
R"™, la dimensién de una variedad est4 bien definida —no depende de la carta ni del atlas—.



construir un atlas diferenciable sobre M x N con la topologia producto:

A:{(UXV7¢X()0) ’ (Uﬂb) G'AMa (V7()0> GANv

Como las variedades tienen estructura de espacio topologico ya tenemos heredado el concepto de
aplicaciéon continua. Ademaés, nos interesa definir una nocién de diferenciabilidad que generalice la del
analisis real a nuestras variedades. Una aplicaciéon F' : M — N entre dos variedades M y N se dice
diferenciable en p € M si existen cartas (V,¢) de N con F(p) € V' 'y (U,1p) de M con p € U tal
que F(U) CV, y la aplicacién ¢p o Fop=! : p(U) — ¢(V) es diferenciable en 1(p) como aplicacién
entre abiertos de R” y R". Ademés, F se dice diferenciable en M si es diferenciable en todo punto.
Denotamos al conjunto de aplicaciones diferenciables de M en N como C*(M, N)*.

Como esta definiciéon exige que los cambios de cartas sean de clase C'°°, nos aseguramos que el «ser
diferenciable en p € M» esté bien definido: no depende de las cartas (V, ¢), (U, ). Este es un concepto
local: queremos ser capaces de aplicar el calculo de R™ a las variedades y para ello vamos a utilizar las
funciones coordenadas, es decir, a escoger unas cartas. Ahora bien, una pregunta global que tiene sentido
hacernos al igual que hacemos al estudiar cualquier otro tipo de estructura matematica es: jcuando dos
variedades nos resultaran equivalentes? La respuesta siempre es la misma, cuando exista una aplicacién
entre ellas que conserve la estructura que nos interese: en algebra lineal son los isomorfismos lineales,
en topologia los homeomorfismos y en geometria diferencial seran los difeomorfismos®. Una aplicaciéon
biyectiva F': M — N entre dos variedades diferenciables M y N se llama difeomorfismo si F 'y F~!
son aplicaciones diferenciables. En tal caso, M, N se dicen variedades difeomorfas. Un difeomorfismo
local es una aplicacién diferenciable F': M — N tal que Vp € M, existen entornos abiertos U de p en
M y V de F(p) en N tales que F|; : U — V es un difeomorfismo.

Es facil demostrar que la identidad, las funciones constantes y la composicién de aplicaciones dife-
renciables son a su vez diferenciables. Por otra parte, el problema de clasificacion, atin no resuelto en
general®, que tiene sentido hacerse entonces es: dada una variedad M, ;cuantas estructuras diferencia-

bles no difeomorfas podemos construir sobre ella?

4Simplificamos C°°(M,R) = C*(M).
5Es decir, los isomorfismos de la categoria correspondiente.
5Por ejemplo, para el caso de S*.



1.1.2. Derivadas, vectores, espacio tangente

Para definir el concepto de diferencial de una funcién en R™ utilizamos su estructura de espacio
vectorial. Nuestras variedades diferenciables no tienen estructura de espacio vectorial” asi que para
entender como se formalizan las nociones de derivada o recta tangente a una funcién vamos a tener
que introducir un concepto vital en la geometria diferencial: el espacio tangente.

Dada una variedad M y un punto p suyo, denotamos por C'°(p) al anillo de los gérmenes de
funciones diferenciables alrededor de p. Se trata del cociente de las funciones diferenciables
definidas en algtn entorno de p dado por la relacién de equivalencia que identifica a las funciones que
coincidan en algtn entorno de p®. Entonces, decimos que un operador v : C*(p) — R es un vector
tangente a M en p si actiia como una derivacion lineal sobre C*°(p): es lineal — v(af +bg) = av(f)+
bu(g) — y cumple la regla del producto — v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g) — Vf,g € C*(p), Va,b € R.”

Otra definicion de vector tangente a una variedad en un punto, generalizacion de la que estudiamos
en la asignatura Geometria de curvas y superficies, es la que viene de utilizar las curvas diferenciables
que pasan por un punto'’. Sea a : I € R — M una curva diferenciable con to € I tal que a(tg) = p.

Entonces, la aplicacion

o (tg): C(p) — R

froal ) ()= g (Fea))

es un vector tangente a M en p: el vector tangente o velocidad de « en .

Ambas definiciones son equivalentes'! asi que podemos denotar por T, »M al conjunto de vectores
tangentes a M en p. Dados u,v € T,M, f € C*°(p) y a € R basta con definir (u+v)(f) = u(f) +v(f)
y (av)(f) = av(f) para tener una estructura de espacio vectorial real al que llamaremos espacio
tangente a M en p.

La dimensién del espacio tangente a una variedad diferenciable M siempre va a ser la dimensién
de esa variedad'?. Aunque esto es algo intuitivo, pues precisamente una variedad diferenciable es algo

que localmente se parece a R™ con ese n constante, vamos a probarlo construyendo una base de T),M:

"De hecho, como un espacio vectorial sobre un cuerpo viene totalmente determinado por su dimensién, la tnica
variedad real de dimension n que es a su vez un espacio vectorial es R™.

8Es claro que C*°(M) C C*(p)

9Se puede demostrar que la misma formulacién con funciones de C°°(M) en lugar de con gérmenes de funciones es
equivalente. Intuitivamente se entiende que, dado v un vector tangente a p con la definicién anterior, si f,g € C*°(M)
coinciden en algin entorno de p se tendra que v(f) = v(g).

10 Aplicaciones « : I C R — M diferenciables.

1ge puede probar que cada vector tangente a M en p es la velocidad de una curva diferenciable que pasa por p y que
la aplicacion o’ (to) es de hecho una derivacion sobre C*(p).

2Entonces, T, M = R™: a cada vector de R™ le podemos asociar una derivacién que actiie sobre C°°(M).



dada una carta (U, ¢ = (z!,...,2")) suya definimos

(81)]0:0“(19) —R

9 _of . 0(fee™)
1= (o) W=gte= 22000
P o(p)
donde rq,...,r, son las coordenadas canoénicas de R™. Puede demostrarse que {( ai) } es una
r)i=1

base de T, M, por lo que dado un vector v € T,M se tendra que v =" ;" | v (z;) (%) 13,
‘/p

El caso de R™ es especial pues, como vamos a motivar ahora, el espacio tangente en cada punto
puede ser identificado con él mismo, de manera que se establece una «conexiény trivial entre todos
los espacios tangentes que nos permite comparar vectores en distintos puntos, hablar de campos de

vectores constantes o derivarlos con facilidad. La aplicacién

A:R" — T,R"

v BN = G| o) v e o @,

es un isomorfismo de espacios vectoriales. Igualmente, también se puede pensar que cada vector v
tangente a R™ en p € R™ (visto como derivacion) se identifica con su lista de coordenadas respecto
a la base de T)R"™ asociada a la carta (R", Idrn) utilizando precisamente el inverso del isomorfismo
anterior A7 (v) = (v(w1),...,v(zy,)).

Ahora ya estamos en condiciones de generalizar el concepto de diferencial de una funcién del
analisis de R". Dada una funcién diferenciable entre dos variedades F' € C*°(M,N) y p € M, se define

la diferencial de F' en p como

dF, = F., : TyM — Tp N

v [dEp ()] (f) == v(fo F), Vfe C®(F(p)).

Es claro que dF}, es una aplicacion lineal y dFy,(v) € Tp(,)N. Si pensamos en v € T,M como vector
tangente a una curva diferenciable a : (—¢,e) — M con a(0) = p se puede demostrar que dFy,(v) =

(Foa)'(0). Ademas, se cumple la regla de la cadena, como pasa en el calculo real: dadas F' € C°°(M, N)

13También se puede denotar, y asi se hace siempre en fisica, (%) = 07 y de tal forma que mediante notacion
K2
P

de Einstein v = v°0”. Aunque habitualmente utilizamos campos vectoriales — y pensamos en bases locales, dandonos
un poco igual escribir la dependencia en p explicitamente pues se sobreentiende — en lugar de vectores tangentes a la
variedad en un punto.
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y G € C*(N,P) tenemos que d(G o F), = dGp, o dFy, Vp € M. Por otra parte, si F' es un
difeomorfismo tendremos que dFj, sera un isomorfismo y (de)f1 =d (F _1) Fp) Vp e M.

Una férmula que utilizaremos con frecuencia siempre que trabajemos en coordenadas seréa

=1

donde (U,v = (z1,...,24)),(V,¢ = (y1,-..,ym)) son cartas de M y N alrededor de p y F'(p) respecti-
vamente. Es claro que la matriz M (dF), B;, B2) dada por la ecuaciéon anterior'? es la matriz jacobiana
de ¢ o Fop™! en 94(p).

Ahora podemos enunciar una caracterizacién de los difeomorfismos locales entre variedades
M, N, es decir, las aplicaciones que conservan localmente la estructura diferenciable, mediante el teo-
rema de la funcién inversa. Seran las aplicaciones F' € C*°(M, N) tales que dF), : T,M — T, N es
un isomorfismo de espacios vectoriales Vp € M. Enunciamos el teorema sin demostrarlo:

Sean M, N dos variedades diferenciables, F' € C°°(M, N) y p € M. Entonces, dFy, : T,M — Tp, N
es un isomorfismo de espacios vectoriales si y sélo si existen abiertos U C M,V C Nconp € Uy
U CV tales que Fiy : U — V es un difeomorfismo. Es decir, si F' es un difeomorfismo local.

Es importante destacar el siguiente ejemplo que nos va motivar la definiciéon del dual del espacio
tangente: dado p € M, si f € C*°(M), la composicién del isomorfismo canénico A~ : T¢p»R — R con
dfp : TpM — Ty, R puede identificarse con df, para verla como un elemento del espacio dual de T, M:

dfp € (T,M)* =T; M. Si Id: R — R, entonces

dfy =X"odf,: T,M — R

v dfy(v) = A (dfp(v) = [dfyp(v)](Id) = v(Id o f) = v(f),

muetra lo deseado. Decimos que T; M es el espacio cotangente de M en p. Por tratarse del dual de un
espacio vectorial de un espacio de dimension finita ya sabemos que serd (no canonicamente) isomorfo
a ¢l. Podemos construir la base dual a la que dimos anteriormente de T,M asociada a una carta
(U, = (x,...,2"): {((dz1)p,...,(dz"),} considerando la diferencial de las funciones coordenadas
2t U — RY,

Como motivamos al principio del capitulo, las variedades diferenciables son una generalizacién de

las superficies regulares que estudiamos en otras asignaturas. Ahora vamos a dar una definicién de

“Esta matriz por coordenadas es (M (dFp, B1, B2))] = WioF) (),

oz

15Se cumple que (dmi)p(( = ) ) = 6" donde 6% es la delta de Kronecker.
P

oz
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subvariedad que nos va a permitir recuperar la nocién de superficie e hipersuperficie en R™.

Dadas dos variedades diferenciables M y N, p € M y una aplicacion F' € C°°(M, N), tenemos que:
i) si dF}, es inyectiva para cada p € M, de F se dice que es una inmersiéon de M en N, ii) si F' es una
inmersion de M en N y ademas, F' es inyectiva, entonces a M se la llama subvariedad de N vy iii) si
M es una subvariedad de N y F es un embebimiento topolégico'®, se dice que M es una subvariedad
regular de N.

Un resultado muy importante en R? era el que nos permitia construir superficies de forma implicita
como antiimagen de un valor regular de una aplicacion diferenciable. Para generalizar esto al caso de
las variedades diferenciables necesitamos definir valor regular en este contexto. Dada una aplicacién
F € C*®°(M,N) entre dos variedades diferenciables M, N, decimos que p € M es un punto regular
de F' si dF), es sobreyectiva; en caso contrario se dird que es un punto singular. Igualmente, un punto
q € N se llama valor regular si F'~'(q) esta formado puntos regulares.

De F' se dird que es una submersién de M en N si dF), es sobreyectiva Vp € M 7 Entonces, se
puede demostrar que dada una aplicacion diferenciable F' € C°°(M, N) entre dos variedades diferen-
ciables M, N de dimensiones m,n respectivamente, ¢ € N un valor regular de F' tal que F~'(q) # 0.

Entonces, F'~'(q) es una subvariedad regular de M de dimensién n — m.

1.1.3. Campos y formas diferenciables. Tensores. Nuestros primeros fibrados

Dada una variedad diferenciable M, decimos que TM = Upe v IpM es su fibrado tangente.
Representaremos a los elementos de TM como v € T,M o (p,v) indistintamente segiin el contexto'®.
Se puede demostrar que T'M es una variedad diferenciable 2n-dimensional con estructura diferenciable

heredada de la de M: dada una carta (U, ¢) de M se induce sobre TM la carta (7 (U), ¢) dada por

o(p,v) = (6(p), v(z'),...,v(a")).

Vamos a introducir ahora uno de los conceptos que mas utilizamos en fisica: los campos vectoriales
o tensoriales. De forma analoga a lo que hicimos con el concepto de vector tangente, presentamos
distintas definiciones. En primer lugar, un campo vectorial puede verse como una secciéon diferenciable
del fibrado tangente. Es decir, dada una variedad M, decimos que una aplicacion X : M — TM es
un campo vectorial si se cumple 7 o X = Id)s. Esta claro que la base de T,M que construimos a

partir de una carta (U, ¢ = (z!,...,2")) puede verse, al extenderse a todo p € U, como un conjunto de

Homeomorfismo en su imagen. Es decir, F : M — F(M) C N es un homeomorfismo cuando en F(M) se considera
la topologia de subespacio inducida por N.

"Hay que darse cuenta de que la idea ahora es la contraria: la dimensién de la variedad de llegada es mas pequefia
que la de partida y de hecho una aplicacién sera una submersion si dF), tiene rango (como homomorfismo entre espacios
vectoriales) igual a la dimension de la variedad de llegada Vp € M.

¥Denotamos por 7 a la proyeccion canénica 7 : TM — M dada por 7(v) = p, Yo € T, M.
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campos de vectores sobre U al que llamaremos campos vectoriales coordenados. De hecho, dado

un campo vectorial X sobre M, existiran n funciones ¢’ : U — R, i = 1,...,n. tales que

X |U: ZCLZ@IQ.
i=1

El campo vectorial X se dice diferenciable si X € C°°(M,TM). Una condicién equivalente es

que exista un atlas {(Ua, %o = (2f,...,25))}4ca en M tal que las funciones af' : U, — R anteriores

«
n

asociadas a (Uy, %o = (23, ...,22)) sean diferenciables para todo i = 1,...,n y todo a € A*’. Al
conjunto de campos vectoriales diferenciables sobre M lo denotaremos por X(M). Es facil probar
que X(M) tiene estructura de espacio vectorial (real) y de moédulo sobre el anillo C*°(M): dados
X, YeX(M),acRy feC>®M)se tiene que X +Y,aX, fX € X(M).

Igual que entendimos los vectores tangentes a una variedad en un punto como las derivaciones
lineales sobre funciones definidas en un entorno de ese punto vamos a entender los campos vectoriales
como derivaciones de funciones definidas sobre la variedad?!. Dado un campo vectorial X € X(M)
podemos definir una aplicacion Fx : C*(M) — C*°(M) como [Fx(f)](p) = Xp(f) de manera que
Fx acttia como una derivacion lineal sobre C*°(M). Igualmente, dada una derivacion F' : C*°(M) —
C> (M) podemos definir un campo de vectores X € X(M) como X,(f) = [F(f)](p). De hecho, de aqui
en adelante identificaremos indistintamente X y Fx.

Ademas, se puede dotar a X(M) de una estructura de dlgebra de Lie al considerar el corchete de Lie

de dos campos. Las algebras de Lie nos apareceran en el siguiente capitulo y seran muy importantes.

Damos ahora la definicién y el caso concreto de los campos vectoriales. Un algebra de Lie’” es un

espacio vectorial V' junto a una aplicacion [, | : V x V' — V bilineal, antisimétrica que cumple la
identidad de Jacobi: [u, [v, w]] + [v, [w,u]] + [w, [u,v]] =0 Vu,v,w € V** ala que llamamos corchete
de Lie. Asi, el corchete de Lie [, | : X(M) x X(M) — X(M) de dos campos vectoriales se define

como[X, Y](f) = X(Y(f)) = Y(X(f)), VfeC>(M).
Dado un difeomorfismo entre dos variedades diferenciables f : M — N podremos definir f, :
X(M) — X(N) de forma que (f.X)sqp = dfp(X,) VX € X(M), Vp € M., el push forward del campo

X por la aplicacion f?*. Entonces, se cumple que:

¥De hecho, cuando damos los campos vectoriales en R™ como una coleccion de funciones lo que estamos dando son
estas coordenadas a;.

208e puede demostrar que esta definicion no depende del atlas.

2S¢ puede demostrar que dado v € T, M va a existir un campo X € X(M) tal que X, = v.

22E] ejemplo mas sencillo que se nos puede ocurrir es el producto vectorial en R?, que se puede pensar en nuestro
lenguaje en términos de corchete de Lie de campos constantes.

Z3Merece la pena darnos cuenta de que esta es una de las primeras operaciones no asociativas con las que trabajamos,
la identidad de Jacobi justamente explica de qué precisa forma lo es.

24En realidad puede definirse un concepto méas general: el de campos f-relacionados. Es necesario exigir que f sea un
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L. (f«X)(h) = X(ho f)f™, Vh € C®(N).

[\

C fe(@X +0Y) =af. X +0fY, [ (fX)= (g0 f ") fiX, Va,be R, X,Y € X(M), g € C* (M).

w

CAX, Y] = £[X,Y], VX, Y € X(M).

4. Sig: M — N, f: N — L son difeomorfismos, entonces (f o g), = f« 0 g«. Ademas, (f_l)* =
(fo) ' (Lar), = (Lxgany)™

Se puede demostrar que, dado un conjunto de difeomorfismos I' de M en M, el conjunto de cam-
pos vectoriales invariantes: Ap(M) = {X € X(M) | p.X =X V¢ € T'}, es un subalgebra de Lie de
(M)

Algo muy importante en fisica cuando queremos formular geométricamente la mecénica clasica o
en el estudio de sistemas dindamicos es el concepto de flujo asociado a un campo vectorial. Merece
la pena entonces pararse a explicar este concepto: dado un campo vectorial sobre una variedad X €
X(M)?%, de una curva diferenciable a : I € R — M?" se dice que es una curva integral de X si
a(t) = Xa@) Vt € I. La condicion anterior se traduce, en cada punto, en un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden que tendré solucion unica al imponerle la condiciéon «(0) = p. Entonces,

a cada campo X le podemos asociar una aplicacién, el flujo de X,

¢p: UCRXxM— M

(t,p) = ¢u(p) = (1),

donde v, es la curva integral de X tal que v,(0) = p. En caso de que el flujo esté definido en todo R x M
diremos que el campo X es completo. Dado un campo completo X y su flujo ¢, el conjunto G = {¢; :
t € R} C C°°(M) tiene estructura de grupo (abeliano) con la composicién como operacion interna. Lo
llamamos grupo local de difeomorfismos o grupo uniparamétrico de difeomorfismos de M
y cumple que ¢; 0 ¢ps = Py Vi, s € R.

De manera analoga al fibrado tangente, definimos el fibrado cotangente de una variedad diferen-
ciable M como T*M := {J,¢ s T5 M. Representaremos a los elementos de 7" M como w € Ty M o (p,w)
indistintamente segin el contexto’®. Se puede demostrar que T*M es una variedad diferenciable 2n-

dimensional con estructura diferenciable heredada de la de M. Igual que antes definimos los campos vec-

difeomorfismo y no basta con tomar una aplicacién C* para poder asegurar que dfy(Xp) sea un campo vectorial.
#5Sera importante para el caso de los grupos de Lie, en que un conjunto especial de (auto)difeomorfismos vendran
determinados por los elementos del propio grupo.
26Bquivalentemente podriamos tomar un campo definido sobre un abierto U C M.
2TSuponemos sin pérdida de generalidad que 0 € I y que I es el dominio maximal de definicion de c.
28Denotamos por 7 a la proyeccién canénica 7 : T*M — M dada por 7(w) = p, Yw € Ty M.
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toriales como secciones del fibrado tangente, diremos que una aplicacién w : M — T*M es un campo
de 1-formas diferenciales? o un campo de covectores si se cumple que Tow = Idy;. Igual que an-
tes, la base de T M que construimos a partir de una carta (U, ¢ = (z',...,2™)), {((dz")p, ..., (dz"),},
al extenderse a todo p € U, es una coleccion de 1-formas. De hecho, dada una 1-forma w : M — T*M

existen n funciones a; : U — R, ¢ =1,...,n tales que
n
w = Zai(d:cl)p.
i=1

La 1-forma w se dice diferenciable si w € C*°(M,T*M). Una condicién equivalente es que exista
un atlas {(Ua,l/}a = (mé, . ,xZ))}aeA en M tal que las funciones af' : U, — R anteriores asociadas
a (Ua,wa = (.7}(11, e ,acg)) sean diferenciables para todo i = 1,...,n y todo o € A*. Al conjunto de
1-formas diferenciales sobre M lo denotaremos por Q'(M). Es facil probar que Q! (M) tiene estructura
de espacio vectorial (real) y de modulo sobre el anillo C*®*(M): V a, 8 € QY(M), a€ Ry f € C®(M)
se tiene que a + 3, aq, fa € QY(M). El ejemplo mas sencillo de 1-forma que tenemos es la diferencial
de una funcion diferenciable: f € C*°(M) implica que df € Q'(M).

Podemos ver que los campos de 1-formas son de hecho el médulo dual al de los campos vectoriales.
De forma anéloga a lo que hicimos para X(M), dado o € QY(M) podremos definir F, : X(M) —
C*®(M) mediante [F,,(X)](p) = ap (X,). Se puede comprobar que Fo(X +Y) = Fo(X) + Fo(Y) y
Fo(fX) = fF.(X), VYfe€ C®(M). Reciprocamente, dada una aplicacion F' : X(M) — C*°(M) que
cumpla lo anterior, se podra definir un campo de 1-formas diferenciable o : M — T*M, dado por
a,(v) = [F(X)](p), donde X € X(M) es un campo vectorial que cumpla X, = v3!.

Por completitud anadimos el siguiente enunciado que nos habla de los pullbacks de 1-formas por una
aplicacion diferenciable: dada f € C*°(M, N) se puede definir un homomorfismo de espacios vectoriales
[H e QUN) = QY(M) como [f*(a)]p(v) == oy (dfp(v)) Ya € Q1 (N), Vv € T,M, Vp € M. Ademas,

tiene las siguientes propiedades:

1. f*(ga) = (go f)f*a, Ya € QY (N),gec C®(N).

2. Si g € C*°(N, P) es otra aplicacién diferenciable, entonces (g o f)* = f* o g*. Ademas, (157)" =

Ahora vamos a introducir el fibrado tensorial con la intencién de formalizar el concepto de

De aqui en adelante utilizaremos 1- forma y campo de 1-formas diferenciables indistintamente.

39Tgual que en el caso de los campos vectoriales diferenciables, se puede demostrar que esta definicién no depende del
atlas.

31Este campo existe por la afirmacién analoga para campos vectoriales.
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campo tensorial como una generalizacion de lo anterior. Es decir, como seccion diferenciable de un

cierto fibrado vectorial. Construimos el (p, ¢)-fibrado tensorial como

TIM=TM® 2. TM@T"M® .9 T"M = U T:M@ 2. T,MT;M®.1. T, M.
€M
Se le puede dotar de estructura diferencial inducida de la de M. Asi, diremos que una aplicacion
diferenciable T : M — TP M tal que T o m = Idy** es un campo de (p,q) tensores y al conjunto
de todos estos los denotaremos T,/ (M). De manera andloga a lo que nos paso con los vectores y las
1-formas, podemos ver este espacio como un C*°(M )-médulo de formas multilineales de Q' (M) ®.7.®
QY M) @ X(M) ® .9. ® X(M) Por otra parte, la idea que se tiene en fisica de «un tensor es algo que
se transforma como un tensory, que tiene que ver con pensar en sus coordenadas mas que en el propio

objeto, se traduce aqui en unas reglas de transformacion (covariantes en p indices y contravariantes en

q) cuando, dada una carta (U,¢ = (z!,...,2") de M, escribimos T € T,/ (M) como

_ 1.0 q Ja

D D o ®.9.® da,
1<i1,..ip<n
1<51,-.,0q<n

donde T ;€ C®(U) V1 <i1,...,0p,J1,---,0q < M.

Para terminar este repaso de variedades diferenciables vamos a introducir la derivada de Lie, que
generaliza el concepto de derivada direccional de R™. Nos interesa definir una operacién que haga esto
mismo y que a su vez se pueda extender para otros campos tensoriales. Sea X un campo vectorial con
flujo p y G = {¢y : t € I C R} C Difeo(M) su grupo uniparamétrico de difeomorfismos asociado.

Entonces, dada una funcién diferenciable f : M — R:

X:(5) = (00, () ) (1) = g (Fo62) =

Dados dos campos vectoriales X,Y, se define la derivada de Lie de Y respecto a X como el

campo vectorial definido por

(2xY) () = lim -
= L0 (60, Vo))

32Ya veremos méas adelante que esto es precisamente ser seccion del correspondiente fibrado.
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que cumple £xY = [X,Y].

1.2. Geometria Riemanniana

En esta secciéon vamos a hacer un pequenio repaso de algunos de los conceptos méas importantes
de variedades riemannianas: variedades diferenciables que localmente parecen el euclideo y en las que
ademas se puede definir una generalizacién del producto escalar, un producto entre vectores del mismo
espacio tangente.

Una variedad pseudoriemanniana es un par (M, g) donde M es una variedad diferenciable y
g es una métrica pseudo-Riemanniana, un tensor de tipo (0,2) sobre M que satisface lo siguiente

Vp e M:

= es simétrica: g,(u,v) = gp(v, w)?,

= es no degenerada: si g,(u,v) = 0 para todo u € T, M entonces v = 0.

En caso de que la segunda condiciéon se cumpla en una version mas fuerte: g,(u,u) > 0 para todo
vector u # 0, es decir, es definida positiva, se dird que la métrica es Riemanniana.
Podemos tomar una carta (U, ¢) en M, con coordenadas {z!,...,z"}, y preguntarnos céomo es la

expresion local de la métrica:

o 0

) =g M.
8a:u’axv> gvu(p) Vp €

9p = g,w(p)dx“ ® dz” guu(p) =9p <

Entonces, hay un isomorfismo entre T, M y Ty M que es el «subir y bajar indices» de la fisica: w;, =
guwu” y u' = g"w,. Ademas, a partir de esto se puede llegar, si tomamos un vector infinitesimal
en T,M a la definicion que se usa en relatividad general de la métrica como el elemento de linea
infinitesimal: ds? = gwjd:v“dw”M. Como g es simétrica, sus autovalores son reales, de hecho, se podra
diagonalizar y quedara una matriz con 1 y —1 en la diagonal. Los casos relevantes seran en los que
la diagonalizaciéon nos de la identidad: métrica euclidea y en los que la diagonalizacién nos de
n = diag(—1,1...,1): métrica lorentziana.

Ahora ya podemos definir angulos entre vectores que estén en el mismo espacio tangente, pero lo
que queremos hacer es comparar vectores que estén «anclados» a distintos puntos de la variedad. Para

ello vamos a presentar el transporte paralelo. La forma més sencilla de entender por qué es necesario

33 Abreviamos g |p,= gp.
34En general llamaremos indistintamente al tensor g y a sus componentes.
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es ver qué pasa cuando queremos derivar un campo vectorial:

ovt Lokt A ) ot (Ll YL

lim
oxrY  Az—0 AzV

En el lado derecho tenemos una cantidad definida en T;M y otra definida en T, A, M, es decir, dos
vectores en espacios tangentes distintos. Para poder restarlos necesitaremos llevar v*(x) a  + Az sin
que cambie y, cuando estén ambos vectores en el mismo punto, calcular la diferencia. Este proceso
se llama transporte paralelo, pero no es tnico. De hecho, no hay una forma natural de hacerlo. Sera

razonable exigir que se cumpla

(x4 Ax) — v*(x) x Az,

(V" + w) (x + Azx) = oM (z + Azx) + w'(z + Ax)

donde ¥ |,4+Ax es el vector v |, al que se le ha transportado paralelamente hasta x + Az. La forma mas
general de transporte es

M (r + Ax) = v (z) — vA(x)Ffj/\(x)Aa:V,

donde Fﬁ 4 son los coeficientes del transporte paralelo. Hay tantos transportes paralelos como elecciones
coherentes de estos. En nuestro caso, habra una eleccién especial, en que el transporte paralelo sea
compatible con la estructura métrica de la variedad riemanniana, que definira la conexién de Levi-

Civita. A partir de esto, se define la derivada covariante de v respecto de ¥ como

vi(x + Ax) — ¥ (z + Azx) 0 (61)“4—1))‘ “V)\> 0

lim = —
Azv—0 Az? oxH ox? oxH

Que es efectivamente por construccién, un vector en x + Az. El concepto de transporte paralelo esta
univocamente relacionado con el de conexién, como veremos cuando definamos estos conceptos sobre
fibrados principales. De hecho, los coeficientes F’lf/\ se llaman coeficientes de la conexién.

Una conexion afin es una aplicacion V : X(M) x X(M) — X(M) que satisface lo siguiente:

VxY+2)=VxY +VxZ,
Vix+v)2 =VxZ+VyZ,
Vix)Y = fVxY,

Vx(fY) = X(f)Y + fVxY,

donde f € C*(M,R) y X,Y,Z € X(M). Si ahora tomamos una carta (U, ¢) podemos definir los
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coeficientes de la conexion:

— _ A 35
Ve, = Ve, e, =exl'y,”,

Los coeficientes de la conexién nos dicen como cambian los vectores de una base al movernos de un
sitio a otro. Conocer esto es equivalente a conocer como acttia V sobre todos los vectores. Dados

v =vke,, w=w"e, € T,(M), se tiene que

Vow = 0"V, (w'ey) = v# (eu [wH] e, + w”Veuev) =

o A
= M (6:# + w”f‘)‘u,,> €.

En esta expresion aparece la formula que habiamos propuesto antes de forma bastante heuristica para
la derivada covariante: la conexion V coge dos campos vectoriales v, w y los lleva a un campo V,w

cuya componente v es v#V, ,w", donde

V,w” = ZZ): F”Mw)‘.

El concepto de transporte paralelo nos va a permitir definir las curvas geodésicas: las curvas auto-
paralelas®®, y por tanto, las curvas «més rectas posibles». Para ello tomamos una curva v : (a,b) — M
en M que podemos asumir esta contenida en un abierto coordenado (U, ¢). Si consideramos un campo
vectorial X que esté definido a lo largo de (t)*", diremos que se transporta paralelamente a lo largo
de la curva si

V,X =0Vt € (a,b),

donde
d _dei((t))

V= — =

dt dt  dx, b

es el vector tangente a 7(t) en cada punto. En caso de que el propio vector tangente a la curva
v(t) sea transportado paralelamente a lo largo de v, i.e. V,v = 0%%, diremos que la curva v es una

geodésica. Esta ultima expresion se puede escribir en componentes para llegar a la famosa ecuacion

35donde {e,} = {0/0x"} es la base coordenada en T, M, con = = ¢(p).

36Después, cuando tengamos una conexion de Levi-Civita podremos ver que también son las de menor longitud.

Xy = X)) 52 -

38En realidad se podria pedir la condicién (més débil) de que exista una funcion f en M tal que V,v = fu, es decir,
que la variacién de v sea paralela a v, pero se puede demostrar que en caso de que esto se cumpla a lo largo de una curva
v, se podra reparametrizar para que la ecuacion sea la anterior.
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de las geodésicas (z* son las coordenadas de (t)):

d2zH u de)‘ B

A T
Para terminar esta secciéon de geometria Riemanniana vamos a definir una conexién privilegiada
en estas variedaddes: la conexién de Levi-Civita. Hasta ahora no hemos pedido a la conexién que
satisfaga ninguna condicién relacionada con la estructura métrica de las variedades riemannianas.
Ahora queremos imponer que g sea covariantemente constante, en el sentido de que el transporte
paralelo conserve el producto escalar entre cualquier par de vectores. Sea v un vector tangente a
una curva cualquiera a lo largo de la que transportamos paralelamente dos vectores X, Y. Se puede

demostrar®” que imponer la condicién que hemos dicho antes es equivalente a que
O\Guw — F’;Mg,w — IS, gk = 0.

Cuando esto sucede se dice que la conexién afin es compatible con la estructura métrica. Utilizando

permutaciones de los indices en la ecuacién anterior se termina llegando a la ecuacién

—O\Gpw + Ougux + O gru + T 2w + T Ao Grp — 28 () Grr = 0,

donde Ty, = 2F“[W]‘10 es el tensor de torsién. La ecuacién anterior se puede resolver como

1
Dy = L 3+ 5 (0 + %),
donde {4, } son los simbolos de Christoffel*!. En caso de que el tensor de torsién sea nulo en toda la

variedad, la conexién compatible con la métrica se llama conexién de Levi-Civita.

1.3. Distribuciones y teorema de Frobenius

La idea del teorema de Frobenius es encontrar unas condiciones suficientes para poder integrar
una distribucién. Para poder enunciarlo necesitamos entender qué es una distribucién y qué significa
integrarla. La idea geométrica es la siguiente: una distribucién es una asignacion suave o diferenciable
—en un sentido que especificaremos después— p — W, subespacio vectorial de T,,M. Y consideraremos

que dicha distribucién puede integrarse en pg € M si encontramos una subvariedad N de M tal que

39Construccion estandar de la conexion de Levi-Civita, por ejemplo en la seccién 7.2.6 de [12].
40La notacion (,) y [,] significa indices simetrizados y antisimetrizados respectivamente
41{ uﬂy} = %QN)\ ((%gm + 3nug,u + +8>\gp,u)~
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Po € Ny T,N = W, Vp € N. Atin no hemos hablado de fibrados, por lo que se hace un poco
dificil introducir estas definiciones: al final veremos que la asignaciéon p — W, es un subfribrado del
fibrado tangente. El objetivo entonces es dar las definiciones y la intuicién necesarias para que cuando
definamos fibrado todo tenga sentido.

Dado un entero 0 < k < n, definimos la Grasmanniana de k-planos en R™ como el conjunto
G(n,k) ={W : W C R" es un subespacio de R" con dimension k}.

Entonces, habra un espacio total al que llamaremos E que estaré fibrando sobre M. La idea es pensar
que a cada punto p € M le estamos asignando una copia de G(n,k)*?, donde pensaremos que W C
T,M 43 De forma semejante a lo que hicimos con el fibrado tangente T'M, se podra dotar a E de una
estructura diferenciable’*, de forma que diremos que las secciones de E son las secciones diferenciables
s: M — FE, alas que llamaremos distribuciones de k-planos sobre M.

Al final del dia, se puede definir una estructura diferenciable®® sobre E = G(T'M, k) tal que exista
una proyeccion diferenciable 7 : E — M y tal que 7 (p) sea difeomorfo a G(n, k) para todo p € M*°.
Entonces, la definiciéon de distribucion de k-planos sobre M como secciones de 7 : . — M, es la
formalizaciéon de la idea de a ir escogiendo de forma suave subespacios vectoriales k£ dimensionales de
T, M. Diremos que k es el rango de la distribucion.

La idea intuitiva de integrabilidad se traduce en lo siguiente. Dada una variedad diferenciable M
y una distribucion de k-planos sobre M —una seccion del fibrado G(T'M, k) — M-, decimos que una
subvariedad N de M, de dimensiéon k, integra a W con condicién inicial pg si pg € N y ademés
T,N = W, para todo p € N. La distribucion W se dice integrable si existe una subvariedad N en
esas condiciones Vpg € M. Definimos ahora también el concepto de condicién de integrabilidad de
Frobenius: diremos que una distribucion de k-planos sobre M, W, satisface la condicién de integra-
bilidad de Frobenius en un abierto U C M si para todo par de campos vectoriales X, Y € X(U) tales
que X,,Y, € W, se cumple que [X,Y], € W, para todo p € U. El teorema de Frobenius nos dice que

esta es una condicién suficiente y necesaria para que la distribucién sea integrable.

42Es razonable pensar que la dimension de W) no puede depender de p si la asignaciéon que estamos haciendo es
«suave» en cierto sentido.

43Cosa que es cierta, ya que si M es una variedad de dimensién n, dimT,M = n = T,M =2 R™ (en realidad esto
lo podriamos hacer también con los complejos pero no es un caso que vayamos a considerar).

44Para esto en realidad necesitariamos ver que la accién que definimos de GL(n) sobre el conjunto es transitiva y
asi después construir un cociente que si sea variedad diferenciable. Las herramientas necesarias para entender esto las
daremos en el capitulo de representaciones y acciones de grupos de Lie.

453e puede hacer a través de las funciones de transicion entre cartas de M y de las del fibrado tangente.

46Tenemos una accion de GL(n) sobre la variedad G(n, k), que no es lineal, y por ello deberemos pensar —en el lenguaje
de fibrados— que G(T'M, k) es un fibrado asociado al fibrado tangente de M.
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Geométricamente debemos pensar la condicién como una version mas débil de conmutatividad:
estamos exigiendo a los campos vectoriales que en caso de conmutar, el «trozo» que no lo haga esté en
W es decir, una especie de conmutaciéon médulo W. En realidad, cuando conozcamos el lenguaje de
los fibrados lo podremos enunciar como que el subfibrado definido por la distribucién W sea tal que

todas sus secciones tengan corchete de Lie que sea de nuevo una seccién de ese subfibrado.
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Capitulo 2

Grupos de Lie y algebras de Lie.

Los grupos de Lie reciben su nombre en honor al matematico noruego Marius Sophus Lie, que
trabajo y aplico los grupos de simetria continuos para el estudio de la geometria [15]. En este capitulo,
ademés de introducir algunos conceptos basicos que necesitaremos mas adelante de grupos y algebras
de Lie, intentaremos mostrar como de importante fue el descubrimiento de que estos grupos se podian
entender a través de su «version linealizaday, las correspondientes élgebras de Lie.

Las simetrias, a la luz del teorema de Noether, no son solo otro concepto importante para la
fisica, sino uno absolutamente central. Vemos por ejemplo como, en el lenguaje de la fisica moderna,
se nombra a una teorfa fisica dando sus simetrias: es famoso el caso de las large N theories, que sirven
para modelar multitud de sistemas, desde la cromodindmica cuéntica (QCD)! en algunos limites hasta
sistemas de espines de materia condensada. Del modelo estandar se dice que tiene como simetrias in-
ternas a SU(3)¢c x SU(2)r, x U(1)y. En este capitulo intentaremos entender cuales son estos grupos y
qué representan, por ejemplo, en términos de isometrias de ciertos espacios. Estos grupos de simetrias
continuas son algunos ejemplos de grupos de Lie: grupos algebraicos que tienen a su vez una estruc-
tura — compatible — de variedad diferenciable. La referencia que vamos a seguir mayoritariamente es
[16], utilizando a veces ciertos enfoques de [14] especialmente en lo relacionado con las aplicaciones
posteriores en fibrados. Se trata de un tema amplisimo y en el que se continua investigando, no solo
por sus aplicaciones a la fisica sino por el interés matemaético propio que tienen. Aqui mostramos unos
pocos resultados relevantes para lo que haremos mas adelante.

El capitulo se organiza como sigue: en primer lugar definimos grupo de Lie y los morfismos que
hay entre ellos, asi como el concepto de subgrupo de Lie y algunos resultados que seran tutiles mas

adelante. Por ejemplo, el teorema de Cartan nos asegurara que muchos de nuestros grupos lineales —

'La teoria que explica la interaccion fuerte.
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es decir, de matrices — habituales son grupos de Lie, por ser cerrados dentro del grupo lineal general.
Damos algunos ejemplos relevantes con los que ilustramos algunas propiedades expuestas. Después
pasamos a definir 4lgebra de Lie. Estas son objetos que existen independientemente de los grupos y
que merecen estudio aparte pero nos interesa especialmente la construccién cancnica del &lgebra de
Lie asociada a un grupo de Lie. En lugar de definirla como el espacio tangente al grupo en el elemento
neutro, la definimos a partir del algebra de Lie — infinito dimensional — de campos vectoriales sobre
el grupo (como variedad diferenciable) mediante el concepto de campo invariante por la izquierda.
Demostramos que ambos enfoques son equivalentes y discutimos algunas propiedades de las algebras
asociadas a un grupo de Lie, asi como de los morfismos entre estos objetos. Por ltimo, construimos la
aplicaciéon exponencial, que da cuenta precisamente de la idea de Lie de «explicar» los grupos de Lie
a partir de su descripcion lineal. Exponemos todo esto explicitamente con los grupos de matrices que

utilizaremos mas adelante.

2.1. Grupos de Lie como variedades diferenciables: objetos y flechas

Los grupos topoldgicos son grupos (algebraicos) que a su vez son espacios topologicos en los que

ambas estructuras son compatibles 2. Vamos a estudiar un caso concreto de estos:

Definicién 2.1. Un grupo G que a su vez tiene estrcutura de variedad diferenciable ® tal que la

multiplicacion es de clase C*® * se llama grupo de Lie.

Asimismo, se pueden caracterizar los grupos de Lie como los grupos que son a su vez variedades
diferenciables tales que tanto la multiplicacion como la inversioén son aplicaciones C*° entre variedades
diferenciables. Sin embargo, el teorema de la funciéon inversa aplicado en un entorno del elemento neutro

e € G y el caracter C*° de la multiplicacién nos aseguran que la inversion sea de clase C*°.

Definicion 2.2. Dados dos grupos de Lie G, H, una aplicacion ¢ : G — H que sea C* y tal que
d(g1-92) =d(91) - & (92) Yg1,92 € G se llama homomorfismo de grupos de Lie.

Se trata de aplicaciones entre grupos de Lie que respetan ambas estructuras — es decir, que sean
homomorfismos de grupos de clase C°° —. Anélogamente se definen los isomorfismos y automorfismos

de grupos de Lie.

2En el sentido de que la operacién binaria interna — de aqui en adelante multiplicacion — es continua cuando se
considera en G X G la topologia producto de Tijonov.

3Solo consideraremos grupos de Lie de dimensién finita.

4Donde la estructura diferenciable en G x G es la canonica inducida por la de G.
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2.1.1. Primeros ejemplos

Algunas de las primeras variedades diferenciables que se nos vienen a la cabeza son a su vez grupos
de Lie que, ademas, se utilizan continuamente en fisica y con las que trabajaremos explicitamente en
siguientes capitulos. Introducimos ahora algunos ejemplos.

Cualquier espacio vectorial de dimension finita serd una variedad diferenciable y un grupo de Lie
pues la suma es C* por ser lineal. Nos interesaran en particular R™ y C", que son grupos de Lie
conexos (desde el punto de vista topologico) y abelianos (desde el punto de vista algebraico).

El grupo lineal general GL(n,K) (K = R o C) formado por las matrices cuadradas n x n con
entradas reales (complejas) con determinante no nulo es una variedad diferenciable. Para demostrarlo
basta con utilizar que R™ es una variedad diferenciable y que el determinante es una aplicacién conti-
nua. Entonces, GL(n,K) = det (R \ {0}) es un abierto de R™ y como ya dijimos en los preliminares,
cualquier abierto de una variedad diferenciable tiene estructura de variedad diferenciable. Con la mul-
tiplicacién de matrices como operacién forma un grupo de Lie °. El grupo lineal especial SL(n,K)
formado por las matrices cuadradas n x n con entradas reales (complejas) cuyo determinante vale +1
también lo es. Esto se puede demostrar gracias al teorema de la subvariedad regular: 1 es un valor
regular de la aplicacion det y por tanto SL(n,K) una subvariedad regular de R,

La circunferencia S! es un grupo de Lie. Se ve ficilmente si pensamos en ella como {z € C : |z| = 1}
pues la multiplicaciéon y la inversion son C'* en C. Se trata de un grupo conexo, compacto y abeliano.
Veremos mas adelante que S' = SO(2) = U(1), que es precisamente el grupo del electromagnetismo y

el de las rotaciones en el plano.

2.2. Construir otros grupos a partir de unos dados. Subgrupos y pro-

ductos. El teorema de Cartan

Como siempre, a partir de unos pocos ejemplos pretenderemos construir muchos mas grupos de
Lie. En primer lugar, dados dos grupos de Lie G y H, diremos que G x H es el grupo producto,
que serd un grupo de Lie al considerar la estructura algebraica de producto directo. Esto hace que sea
inmediato probar que el toro T™ es un grupo de Lie, asi como cualquier producto finito de grupos de
Lie.

Los embebimientos e inmersiones de variedades diferenciables que definimos en el capitulo anterior,

cuando vengan dados por homomorfismos de grupos, daran lugar a grupos de Lie. Asi, dados dos

5Podemos pensar esto como que el grupo de automorfismos sobre un espacio vectorial de dimensién finita es un grupo
de Lie.
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grupos de Lie H,G y una inmersién o embebimiento ¢ : H — G que sea un homomorfismo de grupos
tendremos que ¢(H) es un grupo de Lie. La diferencia entre ambos viene de la estructura topologica:
aunque la restricciéon de ¢ a su imagen es un difeomorfismo e isomorfismo de grupos en ambos casos,
solo cuando es un embebimiento la estructura topologica de ¢(H) coincide con la de subespacio de G.
Como nuestras variedades diferenciables son siempre 75, en caso de que H sea compacto toda inmersion
serd a su vez un embebimiento ©. Esto sirve, por ejemplo, para ver que Z, y Z son subgrupos de S*
generados por e'*?™ donde « es racional y tal que n es el menor natural tal que na € Z para el primer
caso y « es irracional para el segundo.

Otro resultado muy importante que servira para demostrar que muchos de los grupos de matrices
con los que vamos a trabajar son grupos de Lie es el teorema de Cartan, que no probamos aqui por

ser la demostracion demasiado extensa y utilizar conceptos que atin no hemos introducido.

Teorema 2.1 (Cartan). Dado un grupo de Lie G y un subgrupo (algebraico) H suyo, H serd un

subgrupo de Lie embebido en G si y sdlo st H es un cerrado en G.

Se dice que un subgrupo cerrado del grupo lineal general es un grupo de matrices. Por el teorema
anterior, todos estos seran grupos de Lie. Tienen mucha importancia porque representan los grupos
de simetrias de ciertos espacios vectoriales métricos © Ademés de los grupos lineales especiales ® son

importantes los siguientes ejemplos:

= El grupo ortogonal de dimension n: O(n) = {A € GL(n,R) | A- A* = Id} y el grupo especial
ortogonal de dimension n: SO(n) = {4 € GL(n,R) | A- A" = Id} = O(n) N SL(n,R).

» El grupo unitario de dimension n: U(n) = {A € GL(n,C) | A - At = Id} y el grupo especial
unitario de dimensién n: O(n) = {A € GL(n,R) | A- AT = Id} = U(n) N SL(n,R).

Estos grupos de Lie, unidos a los grupos simplécticos Sp(n) se llaman grupos clasicos *.
En realidad, los grupos clasicos se pueden ver como grupos de automorfismos de espacios vectoriales
de dimensioén finita con una estructura adicional dada por un producto escalar sobre ellos. Un producto

escalar < -,- > sobre un K-espacio vectorial V se dice'’ euclideo si K = R y es bilineal, simétrico y

5Que G sea T> y H compacto nos asegura que la inmersién, que es inyectiva, es en realidad un homeomorfismo sobre
su imagen.

"Esto hace que sean importantisimos en fisica. Por ejemplo, SO(1, 3), las isometrias del espacio de Minkowski, seran
el ingrediente fundamental a la hora de formular la relatividad especial o la teoria cuantica de campos.

8Podemos ver ahora que son grupos de Lie como consecuencia del teorema de Cartan.

9Veremos que este nombre tiene mas que ver con la clasificacién de sus algebras de Lie asociadas, pues las algebras de
Lie simples se dividen en cléasicas y excepcionales. Los grupos de Lie excepcionales (compactos y simplemente conexos)
son Ga, Fy, Es, E7, Es.

10De forma analoga, cuando tenemos un H-espacio vectorial podemos definir un producto escalar simpléctico sobre él
y tendremos que Sp(V) = Sp(n).
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definido positivo'! y hermitico si K = C y es lineal en el primer argumento, autoadjunto y definido
positivo. Asi, si V' es un R-espacio vectorial de dimension n tendremos que O(V) = O(n) y si V es un
C-espacio vectorial de dimension n, U(V) = U(n).

Un resultado importante es que los grupos de Lie compactos, que utilizaremos para formular muchas
teorias gauge en los siguientes capitulos, siempre se pueden identificar con grupos de matrices. Es decir,
para todo grupo de Lie compacto G existe un homomorfismo de grupos de Lie de G en GL(n,C) para
algtn n. '?

Como corolario del teorema de Cartan se tiene que todo homomorfismo continuo entre grupos de

Lie es un homomorfismo de grupos de Lie.

Se puede probar que dado g € G las aplicaciones:

Ly:G— G
h—g-h

Ry:G— G
h—h-g

cg:G—G
h—sg-h-g L

son difeomorfismos. Los llamamos traslacion a la izquierda, la derecha y conjugacion'® por g respecti-
vamente.

Serd importante cuando trabajemos con algebras de Lie utilizar el concepto de componente conexa
con la identidad. Es a su vez un grupo de Lie '*, que a veces llamamos componente conexa de G y

denotaremos por G.. Es relevante el siguiente resultado:

Proposicion 2.1. Dado un grupo de Lie G, todas sus componentes conexas son difeomorfas a G.. En

particular, todas tienen la misma dimension.

Demostracion.

Sea g € G y G4 una componente conexa de G que lo contenga. La aplicacion Ly : Ge — G es

"En general, si se considera R”*? con el producto escalar dado por la métrica diag(—1, -1-0-, -1, 1,~(~1~1) se pueden
definir de forma analoga O(p,q) y SO(p,q).

121,a demostracion es dificil y tiene que ver con teoria de representaciones. En particular, se obtiene como consecuencia
del teorema de Peter-Weyl [16] [17], que clasifica las representaciones de los grupos de Lie compactos.

13 A las conjugaciones se las suele llamar automorfismos internos.

1 Esto es inmediato pues las componentes conexas de un cierto grupo son simultaneamente abiertos y cerrados conexos.
Que sea un subgrupo nos lo asegura el hecho de que la imagen por una aplicacién continua de un conexo es un conexo.



27

un difeomorfismo. Entonces, como Ly(G.) es conexa y contiene a g, tendremos que Ly(Ge) C Gy.
Anélogamente podemos definir Lg_1 : Gy — G y demostrar que Lg_l(Gg) C G.. Entonces, Ly : Go —
Gy es un difeomorfismo. Todas las componentes son difeomorfas y tienen la misma dimensién porque

ésta es invariante por difeomorfismos. |

2.3. Volvemos a los ejemplos. Primer encuentro con grupos de sime-

tria: algunos grupos lineales

Repasamos y demostramos rigurosamente algunas propiedades importantes de los grupos lineales
que se utilizan con frecuencia. En primer lugar, es interesante insistir en que, dado que habitualmente
pensamos en las matrices acttiando sobre vectores, es natural pensar en los elementos de GL(n,K) — o
sus subgrupos — multiplicando por la izquierda a vectores de K™. Al hacer esto estamos pensando en

. ., 2z 5
realidad en la representacién fundamental del grupo, como ya veremos mas adelante '°.

Proposicion 2.2. SL(n,K) (K = R o C), (S)O(n) y (S)U(n) son grupos de Lie. Los grupos li-
neales especiales mo son compactos para m > 2 y tienen dimensiones dim(SL(n,R)) = n? — 1 y
dim(SL(n, C)) = 2n?—2. Los grupos (especiales) ortogonales y unitarios son compactos para todo n > 1
y tienen dimensiones dim(O(n)) = dim(SO(n)) = sn(n—1), dim(U(n)) = n? y dim(SU(n)) = n*—1.
Idea de la demostracion.
Para demostrar que son grupos de Lie, por el teorema 2.1 bastara con probar que son subgrupos
cerrados de un grupo de Lie, GL(n,K) en este caso. Los grupos lineales especiales se pueden ver como
SL(n,K) = det”'(1) € GL(n,K), un cerrado por ser det : GL(n,K) — K una aplicacién continua.
Ademas, el 1 es un valor regular de la aplicacién det. Entonces, el teorema de la subvariedad regular
que enunciamos en los preliminares nos dice que SL(n,K) = det (1) es una variedad diferenciable de
dimension dim(GL(n,K)) — dim(K), es decir, dim(SL(n,R)) = n? — 1 y dim(SL(n,C)) = 2n? — 20,
como queriamos demostrar.

Igualmente, las aplicaciones ¢x : GL(n,K) — GL(n,K) donde ¢x(A) = A- A* '7 son continuas.
Entonces, O(n) = ¢r " (Id) y U(n) = ¢c~ (Id) son cerrados de GL(n,R) y GL(n,C) respectivamente.

15Las representaciones de los grupos de Lie son fundamentales en fisica. Sirven por ejemplo, en fisica de altas energias,
para identificar las particulas con las diferentes representaciones del grupo de simetria de la teoria y en el caso de las
teorias gauge — que estudiaremos mas adelante — para entender cémo se producen las interacciones entre ellas. Asi, es
bien sabido que los quarks transforman en la representaciéon del grupo gauge mientras que los bosones — portadores de la
correspondiente fuerza — lo hacen en la adjunta. Igualmente, Higgs — un campo escalar — transforma en la representacion
singlete del grupo de Lorentz. Hay que poner atencién en no mezclar las representaciones de los distintos grupos. De
hecho, hay un teorema — Coleman-Mandula — que nos dice que las simetrias espaciotemporales y las internas «no se veny,
es decir, que solo se pueden combinar de forma trivial (como producto directo).

18Como variedades reales.

Donde A* = A! para el caso real y A* = AT en el complejo.
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Como la interseccion de cerrados es un cerrado, O(n), U(n) y sus parientes especiales, son grupos de
Lie. Se puede demostrar que estas aplicaciones (restringidas en la imagen) tienen como valor regular a
la identidad, lo que nos da dim(O(n)) = in(n — 1), dim(U(n)) = n?.

Lo relativo a la compacidad se demuestra utilizando el teorema de Heine - Borel. Como ya hemos

. . . 2 L .
demostrado que son cerrados de una espacio euclideo isomorfo a R™ , ser acotado sera equivalente a

1 a
ser compacto para estos grupos. El conjunto de matrices de la forma € SL(2, K), a € Rno
0 1

esta acotado. Entonces, SL(2,K) no es compacto y es inmediato ver que sucede lo mismo con SL(n, K)
Vn > 2. Por otra parte, dada A € O(n) se tiene que Tr(AAY) = AAL = A2 +... + A2 =1 =
|Aij] <1V, 515, u

2.4. Algebras de Lie

La definicién de algebra de Lie la dimos en los preliminares al explicar que al espacio de los
campos vectoriales de una variedad X(M) se le puede dotar de esta estructura. Trataremos en general
con algebras de Lie reales o complejas pero siempre de dimensién finita.

Sobre cualquier espacio vectorial V' se puede definir el &lgebra de Lie trivial: [ , | = 0, que es
abeliana. Otro corchete de Lie que conocemos es el conmutador de matrices: [A,B] = A-B — B -
AVA,B € Mp(K) donde K = R o C. Este algebra de Lie se denota gl(n,KK) y demostraremos mas
adelante que se trata precisamente del algebra de Lie de los grupos lineales generales. Ademés, el
teorema de Ado 'Y dice que toda algebra de Lie de dimension finita sobre K = R, C es subélgebra
de un algebra de Lie de matrices.

Dada un algebra de Lie V, diremos que un subespacio vectorial W C V es una subalgebra de

Lie de V si [w,w'] € W Yw,w' € W.

Definicién 2.3. Dadas dos dlgebras de Lie (V,[-,-]v),(W, [, lw), una aplicacion lineal iy : V- — W tal

que [Y(z), v (y)lw = ¥ ([x,y]v) Vx,y € V se llama homomorfismo de dlgebras de Lie.
Anélogamente se definen los isomorfismos o automorfismos de dlgebras de Lie.

Definicion 2.4. Sea V un dlgebra de Lie sobre un cuerpo K y Ty, ..., T, una base suya®’. Entonces,

tenemos que

[Tm Tb] = fabcT(3217

SEquivalentemente, A € U(n) = Tr(AAY) = AAT, = Ag A + ...+ AnAl =1 = |Ay| < 1Vi,j.

9Que no demostraremos porque requiere de muchos resultados de teoria de estructura de algebras de Lie [18].

20Como espacio vectorial.

2'Hemos utilizado el criterio de suma de Einstein. Lo haremos asi en todo este capitulo: indices repetidos estan
sumados.
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donde los coeficientes fue. € K se llaman constantes de estructura.

La bilinealidad del corchete de Lie hace que las constantes de estructura fijen totalmente los conmu-
tadores de todos los elementos del dlgebra de Lie. Ademas, las propiedades de antisimetria y la identidad
de Jacobi del corchete se traducen en lo siguiente: fupe = —fbac v faveface + focafdae + feadfave = 0
Va,b,c € {1,...,n}. Reciprocamente, un conjunto de escalares {fs. € K : a,b,c = 1,...,n} que

satisfaga las condiciones anteriores define un algebra de Lie en K”.

2.5. Hay un algebra de Lie para cada grupo de Lie

Habitualmente, especialmente cuando se viene de explicar variedades diferenciables, se define el
algebra de Lie de un grupo de Lie como el espacio tangente al grupo de Lie en el elemento neutro.
Esto lleva a la interpretacion del algebra de Lie como una descripcion infinitesimal del grupo. Asi, en
mecanica cudntica o, en general, en fisica, al hablar de los grupos de simetria, llamamos generadores
infinitesimales del grupo a los elementos (de una base) del algebra de Lie asociada. Cuando lo hacemos
de esa forma parece que metiéramos «a mano» el conmutador, pues en principio no hay una forma
inmediata (que no esté relacionada con el siguiente enfoque) de entender por qué ese espacio tangente,
ademés de estructura de espacio vectorial, tiene un corchete de Lie asociado. Como ya mencionamos
antes, por ser un grupo de Lie G una variedad diferenciable, tendremos el algebra de Lie de los campos
vectoriales X(G). Sin embargo, este algebra sera de dimension infinita si dim M > 1. Nuestro objetivo
sera encontrar una forma candnica de asociar una subalgebra de Lie g de X(G) que tenga la misma
dimensién que G. Diremos que g es el dlgebra de Lie asociada al grupo de Lie G.

En los preliminares ya hablamos de que el conjunto de campos de vectores invariantes bajo un con-
junto de difeomorfismos forma una subélgebra de X(M). Vamos a utilizar precisamente esta propiedad
para encontrar el algebra de Lie asociada a un cierto grupo. Diremos de aqui en adelante que Ap(G)
es el conjunto de campos de vectores invariantes por traslaciones a la izquierda *> y I' el conjunto de

todas las traslaciones a la izquierda 23.

Proposicion 2.3. Dado un grupo de Lie G, el conjunto de campos de vectores invariantes por la
izquierda junto al conmutador de campos de vectores de G forma una subdlgebra de Lie L(G) = g de

X(M)**. Diremos que g es el dlgebra de Lie de G.

22También campos vectoriales invariantes por la izquierda.

23La, construccién que viene ahora se podria hacer de forma equivalente con traslaciones a la derecha o con conjuga-
ciones.

24 Aunque definimos algebras de Lie para K espacios vectoriales ahora estamos considerandolas reales, pues nuestras
variedades diferenciables siempre lo son sobre R. Por esta razén GL(n, C) tiene dimensién 2n?, las variedades complejas



30

Queremos demostrar que esta definiciéon es equivalente a la del espacio tangente al elemento neutro,

que pone énfasis en que los elementos del dlgebra seran la mejor aproximacion lineal infinitesimal.

Proposicion 2.4. Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. La aplicacion ev : g — T.G, que

evalua cada campo en el origen, ev(X) = X, es un isomorfismo lineal.

Demostracion.
La aplicacion ev es lineal por construccion’. Para construir su inversa, dado = € T.G podemos definir
ev (r) = X. Sea X}, := (dLp)exr = X VYh € G. Para demostrar que X es un campo vectorial basta con
darse cuenta de que (dLp)ex = du((h,0), (e,z)) donde p: G x G — G es la multiplicacion del grupo,
que es de clase C* por definicién de grupo de Lie. Ademas, X}, es de hecho invariante por la izquierda
porque (dLg), X = (d(Lgo Lp)),x = (dLgn),x = Xgn Vg € G.

|

Entonces, el dlgebra de Lie de un grupo de Lie de dimensién finita es un algebra de Lie que tiene
misma dimension que el grupo. Ademés, por la construccion anterior, tenemos que todo campo vectorial
invariante por la izquierda esta completamente determinado por su valor en un punto 2°. Si nos fijamos,
el algebra de Lie X(G) vendria de considerar, en lugar de unicamente las traslaciones a la izquierda,
todos los difeomorfismos de G en G. Entonces, tiene sentido dar esta definicién de g, que consiste en
restringirnos a los difeomorfismos de G en G que ademas vienen dados por elementos del propio grupo.

Ahora que sabemos que a cada grupo de Lie se le puede asociar candnicamente uun algebra de Lie,
tiene sentido preguntarse si toda algebra de Lie es a su vez el algebra de un cierto grupo de Lie. La

respuesta a esto nos la da el tercer teorema de Lie:

Teorema 2.2 (Tercer teorema de Lie.). Toda dlgebra de Lie de dimension finita es isomorfa al dlgebra

de Lie de algin grupo de Lie conexo y simplemente conezo.

De la misma forma, queremos ver que cada homomorfismo de grupos de Lie define a su vez un
homomorfismo entre las correspondientes algebras de Lie. En el lenguaje de la geometria diferencial,

esta claro que esto va a tener que ver con la diferencial *7.

las estamos pensando sobre R. Se puede hacer geometria diferencial compleja y para estos casos se demuestra que ambas
cosas son equivalentes.

25E] famoso principio de superposicion de los campos vectoriales.

26Esto tiene que ver con que la accién del grupo sobre si mismo es transitiva: entonces podremos conocer el valor de
X en el neutro a partir de su valor en h y, utilizando el resultado anterior, en todo punto.

2TEs lo que consigue «trasladar» aplicaciones entre variedades a aplicaciones entre los correspondientes fibrados
tangentes.
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Dado un homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H, definimos su diferencial o el homomorfismo
inducido por ¢ como ¢, : g — b, donde para cada X € g ?°, ¢.(X) := (d¢).(X.). Entonces, se tiene

que

Teorema 2.3. La diferencial ¢ : g — b de un homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H es un

homomorfismo de dlgebras de Lie.

Demostracion.
La diferencial de una aplicaciéon C'™ es una aplicacién lineal entre los espacios tangentes en cier-
to punto (el elemento neutro en este caso). Ademaés, en los preliminares vimos que [, X, ¢.Y] =

0| X,Y] VXY € X(M), lo que asegura que ¢, sea un homomorfismo de éalgebras de Lie. |

Como la inclusiéon i : H — G de un subgrupo de Lie H en un grupo G es una homomorfismo
inyectivo de grupos de Lie cuando H esta inmerso o embebido en G, existe una aplicaciéon i, : h — g
también inyectiva que es un homomorfismo de algebras de Lie. Esto asegura que una inmersién o
embebimiento de grupos de Lie se corresponde con que h sea subélgebra de Lie de g.

Nos gustaria que, para cada homomorfismo entre dos algebras asociadas a ciertos grupos de Lie,
pudiéramos definir univocamente un homomorfismo entre los grupos®’. Sin embargo, esto no es cierto
en general y tiene que ver con el concepto de integrabilidad: cuando se puede pasar univocamente del
objeto lineal de las algebras al no lineal de los grupos. El siguiente resultado da condiciones suficientes

para que esto ocurra:

Teorema 2.4. Dados un grupo de Lie simplemente conexo G y un grupo de Lie H, para todo homo-

morfismo de dlgebras de Lie ¢ : g — b , existe un inico homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H

tal que Y, = ¢.

2.6. La aplicacién exponencial

Ahora vamos a presentar la famosa aplicaciéon exponencial, que construye elementos de un grupo de
Lie a partir de los de su correspondiente algebra, desde el enfoque de campos vectoriales invariantes por
la izquierda que hemos venido planteando. Para hacerlo vamos a utilizar el concepto de curva integral

y grupo uniparamétrico asociado al flujo de un campo vectorial que introdujimos en los preliminares.

28Estamos pensando X como un campo de vectores invariante por la izquierda. La notacién no es arbitraria: ¢.X es
de hecho el pushforward de un campo de vectores (invariante por la izquierda) por un difeomorfismo (homomorfismo de
grupos de Lie). Precisamente esta definicion es posible por la construccion del dlgebra de Lie de un grupo: utilizamos
que los campos vectoriales invariantes por la izquierda vengan determinados por su valor en un punto.

29Podemos pensar que Hom(G, H) — Hom(g, h) es inyectiva siempre y que estamos buscando cuando es sobreyectiva.
?
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Dado un grupo de Lie G y un campo vectorial invariante por la izquierda X € g, denotamos como ¢x

a la curva integral de X que pasa por el elemento neutro?".

Teorema 2.5. Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Entonces, todo campo vectorial invariante
por la izquierda X € g es completo. Asi, el conjunto {¢x(t) : t € R} es un grupo abeliano con la
composicion. Ademds, ¢px es un homomorfismo de grupos de Lie: ¢px(s+1t) = ¢px(s) - ¢px(t) Vs, t € R

que cumple ¢sx (t) = dx(st) Vs, t € R.

Demostracion.

Para demostrar que todo X en las condiciones anteriores es completo tenemos que probar que el dominio
maximal de definicion de su curva integral a través del origen es todo R. Sea ¢x : (t1,t2) C R — G dicha
curva, que satisface ¢px(0) = ey qﬁX(t) = X4 (1) Supongamos que g < o0y sea a = min{ta, [t1[} < oo.

Podemos considerar la curva

o (Eox 1)

que es una curva integral de X tal que v(0) = ¢x (%) ox (0 — %) = e. Entonces, como 370‘ > t9, hemos
llegado a la contradiccion ya que partiamos de que (¢1,t2) era el intervalo maximal de definicion de la
curva integral de X a través del elemento neutro *'.

De los preliminares ya tenemos que en general, dada un campo vectorial completo sobre una va-
riedad diferenciable, se puede construir (tal y como se dice en nuestro enunciado) el grupo unipara-
métrico (global) de difeomorfismos. Esto nos asegura que ¢x (s +t) = ¢x(s) - px(t) Vs, t € R. Que
dsx (t) = px(st) Vs,t € R se sigue por definicion pues para un s € R fijo, §(t) := ¢x(st) es la curva

integral de sX a través del elemento neutro. |

Estamos en condiciones de definir la aplicaciéon exponencial, cuyo nombre tomara sentido més

adelante al aplicarlo a los grupos lineales:

Definicion 2.5. Dado un grupo de Lie G, definimos la aplicacion exponencial como

exp:g — G

X —exp(X) =expX = ¢x(1).

39La llamaremos también, de aqui en adelante, subgrupo uniparamétrico del grupo de Lie G asociado a un elemento
del algebra de Lie X.
31Que es tnica por ser solucién de un problema de Cauchy bien definido.
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Figura 2.1: La aplicacion exponencial. Figura 1.1 de [16].

Por construccion, la exponencial solo llegara a la componente conexa con la identidad de G 2. La
accion de esta aplicacion se ilustra en la figura 2.1.

De la definicion y el teorema 2.5 se siguen las siguientes propiedades, que nos van adelantando la
relacion que la exponencial tiene con el flujo: i) exp(0) = e, ii) exp((s + t)X) = exp(sX) - exp(tX) y
iii) exp(—X) = (exp X)™ VX € g, Vs,t € R.

Proposicién 2.5. Sea G un grupo de Lie y X € g. Entonces, su flujo a través de cualquier punto

p € G estd definido Vt € R y viene dado por ¢x(t,p) =p-exp(tX) = Rexptx (p) = Lp(exptX).

Demostracion.

Se trata de una comprobacion: ¢x(0,p) = p-exp(0X) = p. Ademés,

d

- ¢1(p)

dt Lp(exp SX - exp TX) = (deexst)e (Xe) = Xpexst = X(b-r(p)'
t=s

_ 4
a dr 7=0

Porque X es por definicién un campo vectorial invariante por la izquierda. Entonces, como cada curva
integral es solucién tnica de un problema de Cauchy bien planteado, el enunciado queda demostrado.

Aunque por este altimo resultado ya nos lo podemos imaginar, merece la pena destacar el siguiente

resultado:

Proposicion 2.6. La aplicacion exponencial es un difeomorfismo local.

32Esto ya lo sabiamos en fisica pues siempre estudiamos que cualquier rotacién que no contuviera una inversion (una
rotacién propia) podia escribirse como exponencial de los generadores infinitesimales (multiplicados por unos ciertos
parametros).
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Demostracion.

Hemos demostrado que T.G =2 g. Ademaés, si vemos g como espacio vectorial, podemos identificar
trivialmente Thg =2 g. La diferencial de la aplicacién exponencial en el 0 es la identidad: dado X € g y
una curva y(t) = tX en g tenemos que v(0) = X y se tiene que (dexp(X))g = %}t:() exp(tX) = X.
Entonces, utilizando el resultado que enunciamos en los preliminares, que la diferencial en un punto
de una aplicacion F' € C°°(M,N) entre variedades diferenciables sea un isomorfismo de espacios

vectoriales es condicién equivalente a que F' sea un difeomorfismo local en dicho punto. |

Sin embargo, la aplicacién exponencial no es un difeomorfismo global en general, lo que tiene
sentido pues ya conocemos, por ejemplo, grupos de Lie compactos, y eso obligaria a que los grupos
de Lie fueran triviales — como variedades diferenciables, pues serian difeomorfos a espacios vectoriales
—. Terminamos con un resultado que utilizaremos con cierta frecuencia en el que probamos que la
aplicaciéon exponencial se comporta de la forma que deseamos respecto al homomorfismo de algebras

de Lie inducido por un homomorfismo de grupos de Lie:

Proposicion 2.7. Sea 1 : G — H un homomorfismo de grupos de Lie. Entonces, ¥(exp X) =
exp (V. X) VX €g. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:
¢*

g——b
exp lexp
P
G —— H

Idea de la demostracion.
Dado X € g, sea y(t) = ¢(exptX) una curva con t € R. Entonces, como 1 es homomorfismo de grupos
de Lie y X € g tenemos que v(0) = ¢(e) = ey que %'y(t) = (¢*X)7(t). Entonces, 7 es la curva integral
de X a través de e, y por tanto exp (¢, X) = v(1) = ¢(exp X).

[

2.7. De vuelta a los ejemplos. Algebras de los grupos de Lie lineales

Vamos a construir en primer lugar el algebra de Lie del grupo lineal general, que viene dada por el

conmutador de matrices como ya adelantamos en el apartado anterior.

Proposicion 2.8. FEl dlgebra asociada a GL(n,K) es M(n,K), los endomorfismos de K", junto al

conmutador de matrices como corchete de Lie. La denotamos como gl(n,K).

Demostracion.

Como GL(n,K) es un abierto de R™ todos los espacios tangentes se identifican trivialmente con él
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mismo: T7¢4M(n,K)= gl(n,K). Vemos primero cuél es el campo vectorial invariante por la izquierda
X asociado a una matriz X € TjqGL(n,K): X4 = A- X VA € GL(n,K) ya que dada una curva ~x
tangente a X en GL(n,K) que pase por e = Id tenemos que X4 = (dL4)c(X) = %{tzo Ly(vx(t) =
%| t:[)A -vx(t) = A - X. Consideramos ahora dos campos vectoriales invariantes por la izquierda
X,Y en GL(n,K), queremos ver que su corchete de Lie (como campos vectoriales) se corresponde
con el conmutador de las matrices evaluadas en el origen Xe =X, }76 := Y. Esto es facil sabiendo
cémo se define el corchete de Lie sobre campos vectoriales y pensando estos como derivaciones; en los

preliminares vimos que [X,Y];q = %| -0 177)_((,5) - X'W(t). De esto podemos derivar [X,Y];q =

tli=o
dili—o x®)Y) = Gl (3 (1) - X) = XV =V - X. u

Ahora vamos a ver por qué la aplicacion exponencial recibe ese nombre. Buscamos la forma explicita

de la aplicacion exponencial para el grupo lineal general. Dada una matriz A € GL(n, K), sabemos que

su matriz viene definida por la serie e = >p° ) AR 35,

Proposiciéon 2.9. Sea A € gl(n,K) cualquiera. Entonces, exp A = e?. Esto se cumple para cualquier

grupo lineal.

Demostracion.

En la demostraciéon del teorema anterior probamos que el campo vectorial invariante por la izquierda
asociado a una matriz A € gl(n,K) se define en cada punto P € GL(n,K) como Ap = P-A. Se
comprueba facilmente que ¢4(0) = Id y que, fijado s € R, %‘t:s dA(t) = pa(s)A. Entonces, la curva
integral a través de Id € GL(n,K) del campo A viene dada por la aplicacion ¢4(t) = e*4. De la

definiciéon de aplicacion exponencial se deriva inmediatamente que exp A = e4. |

Nos proponemos ahora construir las algebras de los grupos que introdujimos en la seccién 2.3.
Para ello vamos a utilizar la forma de la aplicacién exponencial para los grupos lineales, tal y como

demostramos en la proposicién anterior.

Grupos lineales especiales.

Sea A € sl(n, K). Sabemos por la proposicion 2.9, que e*4 € SL(n, K). Entonces, para todo ¢t € R se

(et4) = €T de lo que obtenemos que tr(A) = 0. Deberfamos demostrar ahora

cumple que 1 = det
que toda matriz de traza nula esta en sl(n, K). Para ello tendriamos que calcular la dimension de esta

subélgebra de gl(n,KK) y ver que es la misma que dim(SL(n,K).

sl(n,K) = {M € GL(n,K) : tz(M) = 0}.

33Que sera convergente con la norma del supremo si lo hace en cada entrada.
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Grupos ortogonales y unitarios.

Motivamos tinicamente el caso ortogonal porque el unitario es analogo cambiando traspuesta por
hermitica. Sea M € o(n) cualquiera, M el campo vectorial invariante a la izquierda asociado a ella y
A(t) su curva integral a través de Id. Como A(0) = M y A(t) € O(n), se deduce que A(t)A(t)T =1.
Entonces, 0 = %‘t:O A A)T = M 4+ MT | es decir, M es antisimétrica. Igual que antes, deberiamos
probar que el conjunto de matrices antisimétricas es un subéalgebra de gl(n,R) y que sus dimension —

como espacio vectorial — se corresponden con la dimension de O(n).

o(n)={M € GL(n,R) | M + M" =0},

u(n):{MeGL(n,(C) |M+MT=o},

Las algebras de SO(n) y SU(n) se deducen facilmente como intersecciones de las anteriores. Como
una matriz antisimétrica tiene autométicamente traza nula, so(n) = o(n). Sin embargo, su(n) =
{M € M, (C) | M+ MT=0,tr(M) = 0}.

Recogemos ahora algunas bases para los grupos de matrices de dimensién méas pequena.

Las algebras de Lie u(1) y s0(2) tienen dimensién 1 y son por tanto isomorfas. Una base de la
primera es {i} y de la segunda {(973)}. Ya nos lo podiamos esperar pues U(1) son los nimeros
complejos de moédulo unidad mientras que SO(2) representa las rotaciones propias ** de R2. Ambas
tienen un tdnico grado de libertad: la eleccion de una fase o € R. Esto facilita entender también que

U(1) =2 SO(2) =St

Una base de s0(3) viene dada por las matrices de rotacion

00 O 0 01 0 -1 0
rnm=100 -1, r= o 0o0}], m=|1 0 0 [,
01 0 -1 0 0 0 0 O

que satisfacen [rq,rp] = 4pere donde g4p. es el simbolo de Levi-Civita. A este hecho lo conocemos en
mecénica clasica como teorema de Euler: cualquier rotaciéon de un sélido rigido se puede describir
como una rotacion alrededor de un eje que deja fijo un punto suyo, que viene a decir que toda rotacion se
puede descomponer en tres rotaciones planas consecutivas (no conmutativas) con los llamados angulos
de Euler. Este algebra es isomorfa a la de su(2), que tiene dimension 3 también. La base més conocida

es la que viene dada por las matrices de Pauli, que conocemos de mecénica cuéntica por darnos la

34En mecanica clasica, se dice que una rotacién es propia cuando esta conectada con la identidad.
5 . P ., .
35Como vemos, la exponencial de cada una nos daria una rotacién en torno a cada uno de los tres ejes. Esto es una
forma de ver que SO(3) tiene, como nos dice nuestra intuiciéon geométrica, subespacios isomorfos a SO(2).
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base de espin:

01 0 —i 1 0
o1 = o9 = 03 =
10 t 0 0 -1
Una base de su(2) es {7, = —i/20,}. Estas matrices satisfacen las mismas relaciones de conmutacion
que las matrices de rotacion: [1,,Tp] = €apeTe- A pesar de que su(2) = so0(3), sus correspondientes

grupos de Lie no son isomorfos. De hecho, SU(2) recubre dos veces a SO(3) 3. Asi, en fisica de
particulas, las particulas bosénicas se corresponden con representaciones de SO(3)*” mientras que las
fermionicas aparecen al considerar SU(2). Esto viene de que desde el punto de vista moderno, una
particula —un campo— es una representaciéon irreducible del grupo de simetrias del espaciotiempo en
que construyamos la teoria de campos correspondiente. En el caso de la teoria cuéntica de campos
(QFT) en 4 dimensiones, se suele tener el espaciotiempo de Minkowski, que ya dijimos tiene como
grupo de isometrias a SO(1,3). Asi, como se puede demostrar que s0(1,3) = su(2) & su(2). Por esta
razoén, de forma encubierta, en muchas asignaturas de mecanica cuantica hemos estado estudiando
representaciones de su(2).

El altimo ejemplo que vamos a comentar es el de su(3), interesante, por ejemplo, porque SU(3) es
la simetria de color, asociada a la fuerza nuclear fuerte del modelo estandar. Una base de su(3) viene

dada por las matrices de Gell-Mann:

010 0 —i 0 1 0 0
AM=]100 X=| i 0 0 =] 0 -1 0
000 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 —i
M=]0 0 0 Xs=]100 0
1 00 i 0 0
00 0 00 O 10 0
1
A = 1 A7 = — Ag = — 1
6 00 7 00 —i g\/go 0
010 0 i O 00 -2

36De hecho, SU(2) es el recubrimiento universal de SO(3).
370 representaciones de SU(2) con indice entero.
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Capitulo 3

Representaciones lineales de grupos de Lie

y acclones sobre variedades

Los grupos de Lie que hemos definido en el capitulo anterior son unas estructuras bastante dificiles.
En general, una de las motivaciones matematicas para estudiar lo que vamos a hacer en este capitulo,
representaciones y acciones, es tratar de describir un grupo entendiendo de qué forma se implemen-
ta como el grupo de transformaciones de un objeto matematico. En particular, querremos trabajar
con grupos de Lie que acttian sobre espacios vectoriales —representaciones lineales— o variedades

diferenciables —acciones—:

objeto homomorfismo de G en
Representacion de G sobre un espacio vectorial V' Aut(V) = GL(V)
Accion de G sobre una variedad diferenciable M Difeo(M)

Una de las razones por las que las representaciones son relevantes en fisica —maéas adelante daremos
una relacionada con la mecanica cuéntica— es que muchas veces los campos que nos aparecen son
aplicaciones que a cada punto del espaciotiempo le asignan un objeto de un espacio vectorial'. Entonces,
para entender las simetrias de las teorias de campos es importante entender como sus correspondientes
grupos actiian sobre espacios vectoriales.

Por otra parte, ademéas de pensar las acciones como generalizaciones no lineales de las representa-
ciones, es importante estudiar acciones de grupos de Lie sobre variedades diferenciables para lo que
viene a continuacién en fibrados principales.

El objetivo de este capitulo entonces es presentar los conceptos y resultados béasicos sobre represen-

'En realidad aqui ya estamos introduciendo el concepto de seccién de un fibrado sin saberlo, en particular de fibrado
vectorial.
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taciones y acciones de grupos de Lie. En la primera parte hablamos de representaciones de grupos y
algebras de Lie, incidiendo especialmente en una representacion especial: la adjunta. Ademés, hablamos
de las representaciones que preservan una estructura métrica en V', asi como de las métricas sobre el
grupo G que son invariantes bajo la accién del grupo sobre si mismo. Definimos también la forma de
Killing, una forma bilineal simétrica que nos permitira construir métricas bi-invariantes en grupos de
Lie compactos. En la segunda parte del capitulo hablamos sobre acciones de grupos de Lie, definimos
los campos fundamentales: campos vectoriales en una variedad M dados a partir de un elemento del
algebra de Lie a partir de una acciéon de G y la forma de Maurer-Cartan, que sera necesaria al estudiar
fibrados principales y las conexiones sobre ellos.

En este capitulo, a no ser que se especifique otra cosa, G serd un grupo de Lie y g su algebra de
Lie asociada, definida en el capitulo anterior. Igualmente, V' serd un K espacio vectorial donde K = R

o C? de dimensién finita °.

3.1. Representaciones de grupos y algebras de Lie

3.1.1. Representaciones de grupos de Lie

Desde el punto de vista de la fisica’ tenemos un gran argumento para aprender cosas sobre re-
presentaciones de grupos de Lie: el teorema de Wigner nos dice —de forma precisa— que las simetrias
cuénticas fisicas se implementan en las teorias mediante representaciones (anti) unitarias de los grupos
sobre el espacio de estados.

Por ejemplo, toda la informacién sobre las interacciones del modelo estandar —en primera aproxi-
macién y post ruptura de la simetria electrodébil—, viene codificada mediante la identificacién de las
particulas fundamentales con su representacion bajo los subgrupos de SU(3)c x SU(2)pw x U(1)y.
Ademas, el hecho de que en fisica de altas energias identifiquemos las particulas por su espin y su masa
tiene que ver con que es la forma en que se clasifican las representaciones unitarias irreducibles del
grupo de isometrias del espaciotiempo’. El objetivo de esta seccion es introducir las herramientas que

se necesitan para entender todo esto.

Definicion 3.1. Una representacion de un grupo de Lie G sobre un K espacio vectorial V' es un

2En general nos centraremos en las representaciones reales.

3En realidad, existen representaciones de dimension infinita pero en nuestros ejemplos vamos a trabajar con grupos
de Lie compactos.

4Desde un punto de vista mas matematico, podemos pensar que estudiar representaciones de grupos es algo muy
atil, porque los espacios vectoriales son objetos mucho mas sencillos que los grupos y entender como un grupo actia
sobre un espacio vectorial nos va a dar informacién sobre el propio grupo.

®Minkowski 4 dimensional (SO(1,3)) normalmente pero en general SO(1,d — 1).
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homomorfismo de grupos de Lie

p:G— GL(V) 2 GL(n,K)"
g—plg): V-V
v p(g)v=g-v=gv

Vg e G, veV. Sip esinyectiva se dice que la representacion es fiel.

De la definicién se deduce que p(gh) = p(g) o p(h) v p(97") = p(g)~" Vg, h € G. Ademéas, podemos
construir una representacion de un subgrupo H C G a partir de una representacion p : G — GL(V),
tan solo restringiendo el dominio del homomorfismo de grupos de Lie: py : H — GL(V).

Los grupos de Lie lineales tienen una representacién canoénica definida por la multiplicacion de
vectores por la izquierda que se llama representaciéon fundamental. En muchas ocasiones se denota
una representacion por la dimension del espacio vectorial sobre el que el grupo esta actuando’. En
particular, cuando V' es 1-dimensional, diremos que la representacion es singlete mientras que para
2, 3-dimensional existe la nomenclatura de doblete y triplete.

Podemos plantearnos entonces el problema de cémo construir representaciones a partir de otras.
Sean py, pw dos representaciones de un grupo de Lie G sobre dos espacios vectoriales V, W. Entonces,

se pueden definir:

» La representacion suma directa py g sobre V @ W definida por g(v, w) = (gv, gw).

La representacion producto tensorial pygw sobre V @ W definida por g(v ® w) = gv ® gw.

La representacion dual py« sobre V* definida por (gA)(v) = A(g~v) VA € V*8,

La representacion producto exterior k-ésimo: p,ry, definida por

g Avg Ao Avg) = gup Agua A ... A gug, Yo Avg A ... A, € ARV

Definicion 3.2. Los morfismos entre dos representaciones py, pw de un grupo de Lie G sobre dos

espacios vectoriales V,W son las aplicaciones lineales G-equivariantes f : V — W. Es decir, aplica-

ciones tales que f(pyv(g)v) = pw(g)f(v) Vv e V,g € G.

"Especialmente cuando la dimensién determina univocamente la representacion. Todo lo dicho en este parrafo tendra
una definicién anéloga para las representaciones de algebras de Lie que definiremos un poco més adelante.

8Es importante que se hace tanto la inversa como la transpuesta de la representacién. También se llama represen-
tacion grediente. Este es un caso particular de la representacion prom(v,w) definida por (gf)(v) = gf (97 'v), Vf €
Hom(V, W).
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El concepto de G-equivariancia es muy importante y se ilustra con el siguiente diagrama conmuta-

tivo para todo elemento g € G del grupo:

v L w

(o) |pwia)

v L.w

Dos representaciones se diran isomorfas o equivalentes si existe entre ellas un isomorfismo G-equivariante.
Entonces, el objetivo de la teoria de representaciones —en general— es clasificar todas las representacio-
nes salvo isomorfismo.

De la misma manera definimos las representaciones de algebras de Lie:

Definicion 3.3. Una representacion de un dlgebra de Lie g sobre un K espacio vectorial V es un

homomorfismo de dlgebras de Lie

¢:g—gl(V)=ZEnd(V)
dp—=o(X): V-V

v (X=X -v=Xv
VX €g, veV. Si¢ esinyectiva se dice que la representacion es fiel.

Igual que en el caso de las representaciones de grupos de Lie, se pueden definir representaciones
de una subalgebra de Lie h C g como restricciones de las representaciones del algebra g. De la misma
forma, los morfismos de representaciones de algebras de Lie se definen como aplicaciones lineales g-
equivariantes. Ademas, dadas ¢y, ¢y dos representaciones de un algegra de Lie g sobre dos espacios

vectoriales V, W, se pueden definir:

La representacion suma directa ¢y g sobre V @ W definida por X (v, w) = (Xv, Xw).

La representacion producto tensorial ¢y gy sobre V @ W definida por X (v ®@ w) = Xv @ w +
v Xw.

La representacion dual ¢y« sobre V* definida por (X\)(v) = AM(—Xwv) VA € V*.

= La representacion producto exterior késimo: ¢,y definida por

k
X(vl/\vg/\...Avk):Zvl/\.../\Xvi/\...Avk, Vvl/\vg/\.../\vkEAkV
=1
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Por otra parte, nos interesa encontrar una representaciéon de un algebra de Lie asociada a una cierta

representacion de su grupo. Utilizando el teorema 2.4 se deduce que

Proposicion 3.1. Dada una representacion p : G — GL(V) de un grupo de Lie G, se tiene que su

diferencial, p. : g — End(V') es una representacion de g.

Entonces, la definicién de aplicacién exponencial nos va a permitir escribir el siguiente diagrama

conmutativo:
g —2— End(V)

epr/ iexp

G —2— GL(V)

donde en el lado derecho tenemos la exponencial de matrices por tratarse de grupos lineales.
El enunciado siguiente —consecuencia directa del teorema 2.4— nos da una condicién suficiente para

la existencia y unicidad de una representaciéon de grupos de Lie dada una representaciéon de su algebra:

Teorema 3.1. Sea G un grupo de Lie conexo y simplemente conexo. Entonces, dada una representacion

¢ de su dlgebra de Lie g existe una unica representacion p : G — GL(V) tal que p. = ¢.

3.1.2. Representaciones ortogonales y unitarias

En general, nos va a interesar considerar representaciones que sean compatibles con una forma bili-
neal definida sobre el espacio vectorial, especialmente cuando se trata de un producto escalar euclideo
o hermitico. Este concepto es importante porque las representaciones ortogonales (resp. hermiticas)
van a poder descomponerse en suma directa de representaciones ortogonales (resp. hermiticas). Como
vamos a dar una condicién suficiente para la existencia de un producto escalar G-invariante, estos

conceptos son muy utiles en la clasificacion de representaciones de grupos de Lie.

Definiciéon 3.4. Una representacion p : G — GL(V) de un grupo de Lie sobre un espacio vectorial
(V,{(-,-)) euclideo (resp. hermitico) se dice ortogonal (unitaria) si el producto escalar es G-invariante,
es decir,

(p(g)v, p(g)w) = (v,w) Vg € G, v,w V.

Esto es equivalente a que la representacion valore en los subgrupos O(V) (U(V)) del grupo de
automorfismos de V: GL(V), lo que significa que el grupo estéa actuando sobre el espacio vectorial
como lo hacen las rotaciones. Andlogamente construimos un concepto similar para las representaciones

de algebras de Lie:
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Definicion 3.5. Una representacion ¢ : g — End(V') de un dlgebra de Lie sobre un espacio vectorial

(V,{(-,-)) euclideo (resp. hermitico)se dice antisimétrica (anti-hermitica) si se satisface
(P(X)v, w) + (v, p(X)w) =0

VX €g, Vo,weV.

Y de la misma forma, lo que tenemos es que estas representaciones toman valores en las subalgebras
o(n) (u(n)) del algebra general lineal gl(V') determinada por los endomorfismos de (V, (-, -)).

Ademas, estas representaciones estan relacionadas:

Proposicion 3.2. Sea p : G — GL(V) una representacion ortogonal (resp. unitaria) de un grupo de
Lie G. Entonces, la representacion inducida py : g — End(V) del dlgebra de Lie g es antisimétrica

(resp. antihermitica,).

Un resultado importante que utilizaremos mas adelante nos da las condiciones de existencia para
las representaciones ortogonales de un cierto grupo de Lie, o, visto de otra forma, un producto escalar

invariante bajo la accién de dicho grupo:

Proposicion 3.3. Sea p: G — GL(V) una representacion de un grupo de Lie G compacto. Entonces,
existe un producto escalar euclideo (resp. hermitico) (-,-) en V que es G-invariante, es decir, tal que p

es una representacion ortogonal (resp. unitaria) para (V, (-,-)).

Idea de la demostracion.

Dada una base {X1,...,X,} de g podemos construir una base dual suya {wi,...,w,} (que estara
formada por 1-formas invariantes por la izquierda) y o = w! A--- A w™ serd una forma de volumen que
podremos integrar en todo G. Por ser el grupo compacto, la forma de volumen seré también invariante
por la derecha y la integral finita. Entonces, dado un producto escalar ((-,-)) cualquiera en V', podemos

definir un producto escalar que va a ser G-invariante:

(v, w) :/G<<hv,hw>>a(h).

3.1.3. La representaciéon adjunta

Si partimos de un grupo lineal es bastante natural construir la representaciéon fundamental pero,

considerando un grupo de Lie cualquiera, el primer espacio vectorial que se nos puede ocurrir es su
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algebra de Lie, que tiene la misma dimensién que el grupo.

Definicion 3.6. La aplicacion
Ad :G — Aut(g)
g Ad(g) = Adg = (cg)«

es una representacion de G sobre el espacio vectorial g, llamada representacion adjunta Ad de G.

Esta representacion es particularmente 1til en distintas situaciones. En particular, se cumple que

dada una representacion p : G — GL(V') de un grupo de Lie G:
p« (Adg X) 0 p(g) = Ad(g) 0 ps(X) VX €g.

Ademas, la representacion adjunta se comporta bien respecto al producto directo. Dado G = H x K
un producto directo de grupos de Lie. La representacion adjunta de G en g = h @ £ es la suma directa

de las representaciones adjuntas de H sobre h y K sobre &
Adg, 1)(X,Y) = (Adp, X, AdyY) V(hk)e HX K, (X,)Y)ehat

En caso de que G sea un grupo abeliano, la representacion adjunta es trivial y si G es lineal, tendremos

que su forma es particularmente sencilla’:

Proposicion 3.4. Dado G C GL(n,K) cualquiera y Q € G, se tiene que Adg : g — g viene dada por
Adp X =Q-X - Q" donde X es un elemento del dlgebra de Lie de GL(n,K), es decir, una matriz

nXxXn.

Demostracion.

tX

Consideramos ~y(t) = €' | una curva en G. Entonces, la definicion 3.6 nos dice que

d
AdeX = —| Q-1(1)-Q ' =Q-X Q7
t=0

Inspirandonos en la misma idea: buscar representaciones sobre espacios vectoriales con la misma
dimensién del propio grupo de Lie, buscamos la representacion adjunta de un &lgebra de Lie. En

concreto, se puede demostrar que la diferencial de la representaciéon adjunta de un grupo de Lie G, que

“Donde, démonos cuenta, el espacio vectorial sobre el que esta actuando G, via representacion adjunta, es un espacio
vectorial de matrices.
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denotamos como ady = ad = Ad,, es una representacion del algebra de Lie g sobre End(g), a la que
llamamos representacion adjunta de g.

Ademas, tenemos una particularizacion del diagrama conmutativo de la definicién 3.1:

g —4 End(g)

expi iexp

G —245 GL(g)

Y se cumple que

ad(X)(Y) =adx Y = [X,Y] VX,Y €g

Demostracion.
Sean X,Y dos campos vectoriales invariantes por la izquierda en G y ¢; el flujo asociado al campo

vectorial X. Entonces, el diagrama anterior nos dice que:

d d d
dxY = — Adex Ye = ox Y, = — o Loy Y, =
adx dt|,_, ptX dtl,_, (Cexpx ), atl,_, (Rexp—tx), (Lexptx),
d d
= % o (Rexp—tX>* }/exth = % o (¢—t)* Y(bg(e) = [X’ Y]e-

3.1.4. Meétricas invariantes en grupos de Lie

Los grupos de Lie G son variedades diferenciables asi que tiene sentido plantearnos definir sobre
ellas métricas (pseudo)Riemannianas. En particular, en fisica, nos interesara tener métricas invariantes

bajo la accién del grupo G, que nos permitiran definir lagrangianos invariantes gauge.

Definicion 3.7. Dada una métrica s en un grupo de Lie G, se dice que es itnvariante por la iz-
quierda (resp. derecha) si las traslaciones a la izquierda (resp. derecha) son isometrias de G — i.e.
Lis =sVg e G (resp.R;s = s Vg € G)-. En caso de que sea invariante por la derecha y por la

1zquierda se dird que es bi-invariante.

Se puede demostrar que las geodésicas de una métrica bi-invariante en un grupo de Lie G —pensadas
como las geodésicas de una variedad riemanniana— que pasan por el elemento neutro son de la forma
v(t) = exp(tX) donde X € g. Es decir, la nociéon de exponencial geométrica (de la variedad riemannia-
na) coincide con la de la aplicacién exponencial de grupos de Lie cuando la métrica es bi-invariante.

Es inmediato comprobar que una métrica induce un producto escalar en g pues, como sabemos,

g = T.G. Ademas, dado un producto escalar (-,-) en g, se puede definir
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» una métrica invariante por la derecha sobre G dada por s(X,Y) = <R971*(X),R971*(Y)> Vg €
G, X,Y € T,G.

» una métrica invariante por la izquierda sobre G dada por s(X,Y) = <Lg_1*(X), Lg—l*(Y)> Vg €
G, X,Y € T,G.

Sin embargo, esta forma no nos permite definir métricas bi-invariantes salvo en el caso trivial en

que G es abeliano y L, = R, Vg € G. Por ello, es muy relevante el siguiente resultado, que nos da una

condicién suficiente y necesaria para que una métrica invariante por la izquierda'’:

Teorema 3.2. Una métrica invariante por la izquierda de un grupo de Lie G es bi-invariante si y soélo

si el producto escalar (-,-) en g inducido por s es Ad-invariante:
(Adgv, Adgw) = (v,w), Vg € G, v,w € g

Demostracion.
Sean X,Y € T,G. Entonces, s,(X,Y) = <Lp71*(X), Lp—l*(Y)> y se cumple, utilizando la Ad-equivariancia

y la invariancia por la izquierda de s, que

(R;‘S)p (X,Y) = <L(p9)*1R9*(X)7L(pg)*l*Rg*(Y» =

= <Adg—1 o Lp—l*(X), Adg—1 o Lp—1*(Y)> .
como queriamos demostrar. |

Ahora, a partir del teorema 3.3 podemos deducir el siguiente resultado:
Teorema 3.3. Todo grupo de Lie compacto tiene una métrica bi-invartante.

En teorias gauge esto se va a traducir en que para una teoria con grupo de simetrias (internas)
compacto siempre podremos escribir un lagrangiano invariante gauge y que ademaés sea tal que la

energia esté acotada por debajo.

3.1.5. La forma de Killing

Ahora vamos a introducir la forma de Killing, que nos serviré para construir métricas invariantes
en grupos de Lie compactos. Es una forma bilineal simétrica que se define intrinsecamente y que ademés
es especialmente importante en la teoria de representaciones de dlgebras de Lie porque se utiliza para

saber si un algebra es semisimple gracias a un resultado de Cartan.

0Claramente, se puede demostrar algo anilogo para una métrica invariante por la derecha.



Definicion 3.8. Sea g un dlgebra de Lie sobre K. Se define una forma K-lineal, simétrica en g

By:gxg—K

(X,Y) — tr(adx oady)
a la que llamamos forma de Killing By en g.

Teorema 3.4. Dado un automorfismo de dlgebras de Lie o : g — g, se cumple que
By(oX,0Y) = By(X,Y) VXY eg.

Demostracion.

Como ¢ es un automorfismo de algebras de Lie se tiene que adyx = 0 o ady o o1, ya que
adox Y = [0X,Y] =0 ([X,07'Y] =0oadx (¢7'Y).
Entonces, de la definicién de forma de Killing se sigue que

By(0X,0Y) = tr (ady,x 0 adsy)
= tr (a oady oady oa_l)

= By(X,Y).

47

En caso de que g sea el algebra de Lie de un grupo G se tendra que esta relacion es cierta para

Ady, que es un automorfismo Vg € G. De esto se sigue que

Corolario 3.1. La forma de Killing By define una forma simétrica bi-invariante en cualquier grupo

de Lie G.

Nos interesa especialmente el caso en que las algebras de Lie son compactas —son algebras de Lie

de algin grupo de Lie compacto—, donde se cumple

Teorema 3.5. La forma de Killing de un dlgebra de Lie real compacta es semidefinida negativa. Se

cumple
By(X,X) =0 VX €3(g)
By(X, X) <0 VX €g\s(9),

donde 3(g) es el centro de g.
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3.2. Acciones de grupos de Lie sobre variedades diferenciables

En esta parte del capitulo vamos a interesarnos por la forma en la que los grupos de Lie acttian
como transformaciones o simetrias de objetos mas generales que los espacios vectoriales, en particular,
nos interesaran las acciones de grupos de Lie sobre variedades diferenciables. Todo lo que hemos visto
hasta ahora serd un caso particular de esto: una representacion es una accién lineal del grupo en que
la variedad es un espacio vectorial. Igual que sucedia antes, las acciones de grupos sobre conjuntos se
estudian con el objetivo de poder a veces entender mejor el funcionamiento del grupo'!, especialmente
cuando G representa las simetrias de nuestra teoria. Ademas, estudiaremos cuando el espacio cociente

M /G tiene estructura de variedad diferenciable.

Definicion 3.9. Sea G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Entonces, una aplicacion

diferenciable
O:GxM—M

(9,p) — ®(9,p) =9-p=gp

es una accion por la izquierda de G en M si cumple
1. (9-h)-p=g-(h-p) para todo p € M, g,h € G.
2. e-p=p para todop € M.

De forma analoga se definen las acciones por la derecha'?. Debemos pensarlas como una generali-
zaciéon no lineal de las representaciones: ahora el soporte es una variedad diferenciable y la accion se

corresponde con un homomorfismo entre el grupo G y Difeo(M).

Definicion 3.10. Sea ® : G x M — M wuna accion por la izquierda de un grupo de Lie G en una

variedad diferenciable M. Entonces, definimos la traslacion a la izquierda por g € G como
lg: M — M
pr—>g-p

que es una aplicacion diferenciable. Ademds, dado p € M,

Op:G—M

gr——>g-p

1 Asi sucede cuando entendemos un grupo finito como un subgrupo de un cierto grupo de permutaciones.
12En general, a lo largo de la seccién se daran definiciones y resultados para acciones por la izquierda pero de forma
anéloga se construyen para el caso en que cogemos acciones por la derecha.
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es la aplicacion orbita de p bajo G, que es una aplicacion diferenciable. Asi, se define la orbita de
G a través de p como ¢p(G):
Op=G-p={g9-plgeG}

Se dice que p es un punto fijo de la accion si todos los elementos de G actian trivialmente sobre él.

Se define el conjunto de puntos fijos de g € G como

MI={peMl|g-p=p}

Alternativamente, el estabilizador de un punto p € M estd formado por los elementos del grupo que

actian trivialmente sobre el punto

G,=1{9€G|g-p=np}

Dada una acciéon ® : G x M — M, «pertenecer a la misma orbita» es una relacién de equivalencia,

asi que se puede definir el siguiente cociente en M:

M/G={6,C M|pe M},

al que llamamos espacio de las 6rbitas o espacio cociente de M por la acciéon O.

El estabilizador es un subgrupo de G y se le llama también grupo de isotropia o little group'.
Como el estabilizador de cualquier punto va a ser un cerrado, el teorema de Cartan nos asegura que
G, son subgrupos de Lie de G.

Diremos que el élgebra de Lie del estabilizador de un punto p bajo una acciéon ® : G x M — M
es la subalgebra de isotropia de p. Se puede ver que los estabilizadores de dos puntos que estan en la
misma Orbita son conjugados. Va a ser util caracterizar la subalgebra de isotropia de un punto de una

variedad con el siguiente resultado.

Proposicion 3.5. Dada una accion ® : G x M — M y p € M un punto cualquiera se tiene que el

niicleo de la aplicacion de¢p : g — T M es la subdlgebra de isotropia de p: gp.

Demostracion.

13Es importante en fisica porque, por ejemplo, las particulas, que hemos dicho que vienen etiquetadas por represen-
taciones irreducibles unitarias del grupo de simetria del espaciotiempo, pero la realidad es que las simetrias son distintas
segin estemos considerando que el grupo esté actuando sobre vectores que estan o no en el cono de luz. Esto termina
llevando a la distincién entre helicidad y espin. En el caso m = 0 el little group sera precisamente el estabilizador de un
4-vector de tipo tiempo (k,0,0,—k) y nos ayudara a clasificar las particulas posibles.
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Empezamos con el contenido de la derecha: X € g, = exp(tX) € G, Vt € R asi que
op(exp(tX)) =exp(tX) -p=p = X € Ker(depp) VteR,

como queriamos demostrar.

Por otra parte, dado X € Ker(de¢,), se cumple que

d d d
% e (eXp(tX) ' p) = E s (exp(sX) ' eXp(TX) 'p) = Dplexp(sX) (dT

exp(rX) ) =0

7=0

para todo s € R. Entonces, exp(tX) - p es una curva constante: exp(tX) - p = exp(0) - p = p. Entonces,

por la definiciéon de subalgebra de isotropia de p, tenemos que X € g,,. |

Ahora damos algunas definiciones, que de nuevo se estudian en el caso general de acciones de grupos

G sobre un conjunto X.

Definicién 3.11. Sea ® una accion de un grupo de Lie G sobre una variedad diferenciable M. Sea ¢,

la aplicacion drbita de p bajo G. Entonces,

Si ¢p es sobreyectiva Vp € M, se dice que la accion ® es transitiva. En ese caso M tiene tan

solo una orbita y se dice que la variedad M es un espacio homogéneo respecto a G.

Si ¢y es inyectiva Vp € M, se dice que la accion ® es libre.

Si @ es libre y transitiva se dice que es simplemente transitiva.

Si el homomorfismo ¢ : G — S(M)' inducido por ® es inyectivo se dice que la accion ® es fiel

o efectiva.
Es inmediato comprobar, a partir de las definiciones, que
= O es transitiva si y s6lo si ¢, es sobreyectiva para algtn p € M.

= O es libre si y solo si todos los elementos no trivial de G cambian todos los puntos de M, o,
equivalentemente, si los estabilizadores de todos los puntos son el grupo trivial o ningtin elemento
del grupo —salvo el neutro— deja fijo ningtin punto p € M. Si ® es libre entonces las aplicaciones

orbitas son inmersiones, que en caso de ser G compacto, serdn embebimientos.

= Si ® es simplemente transitiva, ¢, es una biyeccion entre Gy M Vp € M.

1E] grupo de biyecciones de los puntos de M.
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= Si ® es fiel entonces no existe ningiin elemento no trivial del grupo que deje fijos todos los puntos

de M.

Definicion 3.12. Dadas dos acciones ® : G x M — M and ¥V : G x N — N de G sobre variedades

M y N decimos que una aplicacion f: M — N es G-equivariante si

flgrap)=qw flp) Ve M,qeG.

En realidad, la mayor parte de los conceptos que hemos ido definiendo se pueden dar en general
para acciones de grupos sobre conjuntos. En particular, presentamos ahora una definicién que nos va
a permitir responder una pregunta interesante para lo que sigue: jcuédndo tiene el espacio cociente

estructura de variedad diferenciable?

Definicion 3.13. Decimos que una accion libre por la derecha ® : G x M — M de un grupo de Lie G

en una variedad diferenciable M es una accion principal si la aplicacion

V. MxG—MxM

(p,g) = (p,pg).
es cerrada.

Se puede demostrar que la condicién necesaria para que M /G tenga una estructura diferenciable
tnica tal que m : M — M/G sea una submersion es precisamente que la accion ® de G en M sea
principal. En particular, utilizaremos principalmente los siguientes casos, que se puede demostrar son

acciones principales:

= Acciones libres de grupos de Lie compactos en variedades diferenciables.

= Acciones de un subgrupo cerrado H C GG de un grupo de Lie G sobre el propio grupo.

Por tanto, los espacios cocientes definidos a partir de estas van a ser variedades diferenciables (con una

estructura diferenciable tnica tal que la proyecciéon canonica sea una submersion).

3.2.1. Campos fundamentales de una accién

Ahora queremos discutir como se construye, dada una acciéon de G en una variedad M, un campo
vectorial en M a partir de un elemento del algebra de Lie g. La idea viene del teorema 2.3, que nos

decia que la diferencial de un homomorfismo de grupos de Lie es un homomorfismo de algebras de Lie.
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Si pensamos en el homomorfismo ¢ : G — Difeo(M) inducido por una acciéon de un grupo de Lie G
sobre una variedad M, tiene sentido pensar que la solucién a la pregunta que nos acabamos de hacer va
a venir dado por el homomorfismo inducido entre las correspondientes algebras de Lie: ¢y : g — X(M).

La formalizacion de esta idea geométrica viene dada por la siguiente definicién.

Definicion 3.14. Dada una accion por la derecha ® : G X M — M de un grupo de Lie G en una

variedad diferenciable M y X € g, definimos el campo vectorial fundamental X sobre M como

p= gy, P exp(tX)) = (deip)(Xe),  Vp €M,

donde ¢, es la aplicacion orbita de la accion por la derecha de la definicion 3.10.

En caso de que la accién sea por la izquierda la definicién es un poco distinta —veremos en un

segundo el porqué de esto—:
Xp= 5 (@xp(—1X)p) = (Ded)(Xe) Vpe M,

donde
d);) :G—->M
g—=g D
Es decir, parametrizando la curva integral en sentido contrario.

Geométricamente estas definiciones solo quieren precisar lo que dijimos antes: un elemento del
algebra de Lie X € g —recordemos, un campo vectorial invariante por la izquierda— define el subgrupo
uniparamétrico exp(tX), que es una curva integral de X que pasa por el neutro. La accion de este
subgrupo en p € M define precisamente una curva en M y el campo vectorial fundamental en p viene
dado por la velocidad de esa curva en t = 0.

En el caso de las representaciones que estudiamos en la seccién anterior esto nos permite ver que los
campos fundamentales son los endomorfismos del espacio vectorial. Una representacion p : G — GL(V)
de un grupo de Lie en un espacio vectorial V' define una accion por la izquierda ® : G x V' — V. La
representacion inducida del algebra de Lie g es p, : g — End(V') y por tanto los campos fundamentales

vienen dados, a partir de X € g, por

(exp(—tX) -v) = —pu(X)(v) YveV.

v

~ dti=0
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Entonces, dada una accién @ : G x M — M hemos conseguido definir una aplicacién

bx 1 g — X(M)

X X.

La proposicién 3.5 nos asegura que en caso de que la accidon sea libre esta va a ser una aplicacién
inyectiva. El siguiente resultado nos dice que la aplicaciéon es de hecho un homomorfismo de algebras

de Lie, como deseabamos.

Proposicion 3.6. Sea G un grupo de Lie actuando sobre una variedad diferenciable M. Entonces, la

aplicacion

bx g — X(M)

Xr—>f(,

que asocia a cada elemento del dlgebra su campo fundamental es un homomorfismo de dlgebras de Lie.

Tiene sentido preguntarnos cémo transforman los campos fundamentales bajo la accién de grupo.

Se puede demostrar que dado un grupo de Lie G que actiia sobre una variedad M y X € g, g € G:
» Si G esta actuando por la derecha, entonces rg« (X)=Y, donde Y = Adg1 X € g.

= Si G esta actuando por la izquierda, entonces [4= (X) = Z, donde Z = Ady, X € g.

3.2.2. La forma de Maurer-Cartan y la diferencial de una accién

Ahora vamos a definir la forma de Maurer-Cartan, que es una 1-forma g-valuada que se puede
definir canénicamente sobre un grupo de Lie G. Geométricamente podemos pensar en ella como un
analogo de la identificacién un vector tangente a un punto de una variedad con los gérmenes de funciones
en dicho punto. Es decir, hemos visto que el algebra de Lie g asociada a un grupo de Lie G se puede
definir como el espacio tangente al elemento neutro 7T.G y por tanto como una clase de equivalencia
de curvas diferenciables en G que empiezan en e. Entonces, lo que hace la forma de Maurer-Cartan
es: al pensar en TyG' como una clase de equivalencia de curvas que empiezan en g € G, asignar a cada
vector v € TG la clase de equivalencia de las curvas trasladadas por la izquierda con g~'. BEsas curvas
(y esa clase) comenzaré en e y por tanto estara en el algebra de Lie g. Esta 1-forma es muy importante
para trabajar con sistemas coordenados coméviles o bases moviles, que permiten formalizar la idea de

observador en relatividad general.
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Definicién 3.15. Dado un grupo de Lie G con dlgebra de Lie g, se define p € QY(G, g), una 1-forma
en G g-valuada dada por
(u)g (v) = (dngfl) (v) VgeG,veTG.

Llamamos a it forma de Maurer-Cartan o forma candnica asociada al grupo de Lie G.

Geométricamente tenemos que pensar que es un objeto que a cada vector tangente a g € G le
asocia el inico campo vectorial invariante por la izquierda —elemento del dlgebra de Lie por tanto— tal
que X, = v. Se puede comprobar con la definicion que es invariante bajo traslaciones a la izquierda

L= py se transforma como

Ry = Adg—1op'?

bajo traslaciones a la derecha'‘.
Entonces, utilizando la forma de Maurer-Cartan y la proposicién 3.6 se puede demostrar que la

diferencial en un punto (z,g) € M x G de la accion ® : M x G — M viene dada por

D(%g)q) T M @ TgG — ngM

(X,Y) = (Dyrg) (X) + (Y ) g,

donde hemos utilizado que T(, yM x G =T, M & T,G.

15Esta propiedad se puede explicar diciendo que la forma de Maurer Cartan es una forma pseudotensorial de tipo
(Ad, g), como precisaremos en el siguiente capitulo.

16 A pesar de que todo lo que se hace para acciones a la izquierda se puede traducir en acciones a la derecha, durante
toda esta seccion hemos visto como esta relacion no es inmediata muchas veces porque algunas definiciones distinguen
entre un «lado» y el otro. Seguiremos las convenciones méas habituales: considerar acciones por la derecha cuando queremos
estudiar espacios cocientes M /G y acciones por la izquierda cuando son transitivas, cuando M es un espacio homogéneo.
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Capitulo 4

Fibrados sobre variedades

In the beginning

Then God said:

Let there be gauge theories!
And there was light,

clear and bright

followed by particles
fundamental or otherwise. |...|
And it was called

the miracle of gravity.

Este es un fragmento del poema comico con el que empieza el libro The mathematical foundations
of gauge theories [19],escrito por Marathe y Martucci, en el que se desarrolla de forma pedagogica toda
la teoria de fibrados necesaria para formalizar las teorias gauge. En este capitulo utilizaremos princi-
palmente material del capitulo 4 de [10], del capitulo 9 de [11] y de las notas [20]. Hemos llegado ahora
al objetivo principal del trabajo: estudiar los fibrados sobre variedades diferenciables. En particular,
nos interesard aprender un tipo especial de fibrados que se llaman fibrados principales.

La idea detrés los espacios fibrados es una que se usa continuamente en fisica! y que en realidad
también utilizamos en el dia a dia: cuando vemos un mapa del tiempo en realidad lo que estamos
imagindndonos es que tenemos un espacio y a cada punto le estamos asociando una temperatura, por
ejemplo. Entonces, en cada punto tenemos colocado un semieje real positivo?; esto seran las fibras

—que tendran todas la estructura de una fibra modelo—. La idea entonces es pensar en unos spaghetti

'Por ejemplo, lo que explicamos en la introduccion: las dimensiones extra necesarias en teoria de cuerdas se pueden
pensar como que en cada punto 4 dimensional se esta colocando una variedad de Calabi-Yau 6 dimensional.
2Supongamos que medimos en Kelvin.
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F= (%) E

Figura 4.1: Representaciéon esquemética de un fibrado.

colocados sobre una variedad diferenciable M a la que llamaremos variedad base. Como veremos,
este es un ejemplo muy sencillo en el que el fibrado es trivial: un producto cartesiano entre la variedad
base y la fibra. Sin embargo, los ejemplos que verdaderamente nos interesarén, y los que explican un
montén de fenémenos que conocemos®, seran aquellos en que el fibrado no es trivial sino que esté
«retorcidoy». El caso general se ilustra en la figura 4.1.

Como venimos diciendo a lo largo de todo el trabajo, nuestro interés esta en las teorias gauge. Pero
para formalizar esto nos falta lo que estudiaremos en el capitulo siguiente: las conexiones y curvaturas
sobre fibrados. Pero estos ejemplos nos muestran, y es objetivo de este capitulo, que en realidad el sitio
natural desde el que pensar muchos conceptos de geometria y fisica es desde la teoria de fibrados. Un
resumen de la «historia» de las teorias gauge es el siguiente: el marco geométrico fundamental serd un
fibrado principal con grupo estructural el grupo gauge de la interacciéon. La variedad base sera nuestro
espaciotiempo. Las fibras se piensan en fisica como el «espacio interno» sobre el que se «mueven»
también los campos. Las conexiones seran los campos gauge, mediadores de las interacciones, mientras
que los campos de materia son secciones de fibrados vectoriales asociados al fibrado principal. A lo
largo de lo que queda de trabajo le intentaremos dar sentido a todas estas palabras.

El capitulo se organiza en tres partes. En la primera damos las definiciones bésicas de fibrados

(generales) sobre variedades diferenciables y comentamos por encima el caso particular de los fibrados

vectoriales. También definimos aplicaciones entre fibrados y los automorfismos, que en el caso de los

3 Aunque en un primer lugar pudiera parecer que, por ejemplo, formular el electromagnetismo de esta forma solamente
es una manera mas elegante de describirlo, terminamos llegando a sistemas como el monopolo de Dirac, donde el fibrado
de Hopf es el lugar natural desde el que pensar las cosas. Es decir, aunque en muchos ejemplos tengamos fibrados triviales,
hay veces en que la fisica esta «retorcida» y todo este desarrollo no es un artificio sino la mejor manera de describirlo.
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fibrados principales serén las transformaciones gauge. En la segunda explicamos los fibrados principales
utilizando toda la teoria de grupos de Lie y de acciones de grupos de Lie que desarrollamos en los
capitulos anteriores. En particular, estudiamos el fibrado de las referencias como ejemplo paradigmatico
de fibrado principal, que ademas nos va a permitir motivar que muchos de los conceptos estudiados en
el capitulo 1 se pueden entender mejor desde este punto de vista. Terminamos definiendo los fibrados
asociados a fibrados principales, haciendo énfasis en el caso vectorial, cuyas secciones seran los campos

de materia de las teorias gauge.

4.1. Fibrados y fibras

Nuestro objetivo ahora es formalizar la idea de «colocar un spaghetti encima de cada punto de nues-
tra variedad». En general, dada 7 : E — M, una proyecciéon —una aplicaciéon diferenciable sobreyectiva—
entre variedades diferenciables, decimos que E, = 7' (z) = 7' ({x}) C E es la fibra de 7 sobre z. En
general, las fibras E, y F, sobre puntos distintos no tienen por qué estar relacionadas de ninguna forma
y puede ser que en particular no sean subvariedades de F. El caso que queremos estudiar es ese en
que si estan embebidas en E como subvariedades y en que todas son difeomorfas a una fibra modelo®.
Queremos una generalizacién del ejemplo trivial en que F = M x F. Los fibrados serdn productos
retorcidos® globalmente que de forma local si se podran ver como productos cartesianos como ese’. La

formalizacion de esta idea geométrica es la siguiente definicién.

Definiciéon 4.1. Un fibrado es una cuaterna (E,m,M;F) donde E,M,F son variedades diferen-
ciables, m : E — M wuna aplicacion diferenciable sobreyectiva y tal que Yx € M 33U C M entorno
abierto suyo tal que W]EU, donde Ey = 7w '(U), se puede trivializar. Es decir, 3 ¢y : Ey — U x F
difeomorfismo tal que pry ogy = 7.

Se suele escribir
F——F

M
y se dice que E es el espacio total, M la variedad base, F la fibra modelo, 7w la proyeccion y

(U, pv) una trivializacion local’.

4A la que mas adelante le pediremos tener mas estructura ademas de ser variedad diferenciable.

®En inglés twisted, por eso se los llama a veces twisted fiber bundles.

A esto se lo llama ser localmente trivializable.

"Donde pr; es la proyecciéon del producto sobre el primer factor.

8Que ademas veremos nos servira para construir las cartas que le podran dar estructura diferenciable a los fibrados
cuando los «construyamos».
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B ) | |

Figura 4.2: Fibrado F — E = M. Figura 4.1 de [16].

La definicién nos asegura, como desedbamos, que cada fibra F, := 7T71($> sea una subvariedad
de F, gracias al teorema del valor regular y que todas son difeomorfas a F'. Esta definicién se puede
visualizar como se muestra en la figura 4.2.

En el capitulo 1 deciamos que los campos vectoriales son secciones del fibrado tangente, esté relaciéon
campo <— seccion de un cierto fibrado va a seguir siendo cierta —de una forma que precisaremos mas

adelante—. Por ello, definimos lo siguiente:

= Una seccion global de m como una aplicacion diferenciable s : M — E tal que wos = Idy .

Ademaés, denotamos por I'(E) al conjunto de secciones globales del fibrado.

= Una seccidén local de m como una aplicaciéon diferenciable s : U C M — FE tal que wo s = Idy
donde U es un abierto de M. Ademas, denotamos por I'(U, E) al conjunto de secciones locales

de un abierto U.

Como, por definicién, un fibrado es localmente trivializable, esta claro siempre que tendré secciones
locales. Para ilustrar esta definicién vamos a explicar dos ejemplos. El primero, un fibrado trivial,
donde M =S F =[0,1] y E = S! x [0,1], es decir, un fibrado en que el espacio total es un cilindro
con borde y la base es una circuferencia. En este caso las trivializaciones locales son también globales.
Sin embargo, el ejemplo que tiene que venirnos a la cabeza al pensar en la idea de fibrado es en el que
el espacio total es la banda de M&bius'" en lugar de un cilindro. En ese caso, localmente tendremos

trivializaciones —iguales a las del cilindro— y todas las fibras seran difeomorfas a [0, 1], pero al mirarlo

9En general, se dice que un fibrado en que se toma E = M x F es un fibrado trivial, en el que la proyeccién es
precisamente la proyeccion candnica sobre el primer espacio. En un fibrado trivial o en un fibrado isomorfo a un fibrado
trivial (al que llamamos trivializable —precisamos en un segundo qué es que dos fibrados sean isomorfos—) tendremos
que existen secciones globales.

97,0 mas sencillo es pensar en [0,1] x [0, 1] con la relacion de equivalencia (0,7y) ~ (1,1 —y).
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de lejos —globalmente— nos encontramos con que esté retorcido'!'. Esto se ilustra en la figura 4.3.

/-' e
>
.k/’

' T’F\.
|
\_/

i .~ |n 2 n
M= [o,i] M o= o]
TN T
S () g L
x wx

Figura 4.3: Cilindro y banda de Mébius fibrando sobre una S!.

Parece razonable preguntarnos qué condiciones van a tener que cumplir las trivializaciones que
hemos definido en 4.1. Para ello, consideramos un recubrimiento abierto de M, {U;}ier, y sus corres-
pondientes trivializaciones (U;, ¢;). Decimos que el conjunto {(U;, ¢;)}ier es un atlas del fibrado

F -+ E 5 M y que dados U;, U, tales que U;; = U; N U; # 0, los difeomorfismos
gbj o ¢;1|(UiﬂUj)><F : (UZ N UJ) X F — (U,L N UJ) x F
se llaman funciones de transicién. De hecho, Vo € M podemos construir un difeomorfismo

bjzo0 ¢ F — F.

A veces se llama también funcién de transicion a las aplicaciones'?

Qﬁji :U; N Uj — DifeO(F)

—1

Lo que hemos dicho hasta ahora nos asegura que las trivializaciones (y las funciones de transicion )
«pegan bien» dos entornos de un punto. Si ahora ademas exigimos que cuando cojamos tres U;, U;, Uy,
abiertos todo siga «funcionando», llegamos a la condicién ¢;i(x) o ¢r;(z) o ¢ji(x) = Idp para todo

xEUiﬂUjﬁUk.

"En este caso M puede embeberse en el espacio total (la circunferencia central en la banda) pero esto ni siquiera
tiene por qué ser cierto en general.

12Fs posible que todas las funciones de transicién vayan a un subgrupo G < Difeo(F'). En ese caso diremos que
tenemos un G-fibrado. Aunque no lo vamos a explicar asi, un fibrado vectorial (como los fibrados tangente o cotangente
que definimos en el primer tema) sera un GL(n, K)-fibrado.
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Esto nos lleva a otra forma de pensar los fibrados: en lugar de darnos la cuaterna de la que
habldbamos en 4.1 podrian habernos dado dos variedades M, F'; un recubrimiento abierto {U;};cs de

M y unas funciones ¢;; : U;; — Difeo(F') que satisfagan

¢ii(r) =Idp Vo € U,
dij(x) 0 pji(x) =1dp Yz € U;NU;

Gir () 0 dj(x) 0 dpji(x) =Idp Vo € U;NU; NUy,

que se llaman condiciones de cociclo. Se puede demostrar facilmente que las funciones de transicion de
un fibrado definido tal y como lo hicimos antes satisfacen todas estas propiedades'® y que a partir de
esta informacién de verdad se puede construir un fibrado. En estas funciones vendra entonces codificado
como de retorcido esté el fibrado. Esta tltima forma de entender los fibrados puede pensarse como un
«libro de instrucciones» para construirlo: nos dan el espacio base, la fibra tipo y las instrucciones sobre
como se deben ir pegando las fibras, que deben ser consistentes.

Tal y como llevamos haciendo en el resto de capitulos, queremos definir las aplicaciones entre fibra-
dos que respetan su estructura — i. e. los morfismos de esta categoria—. Dados dos fibrados (E,m, M; F)
y (E', 7', M'; F') un morfismo de fibrados es un par de aplicaciones diferenciables (f, f) tales que

el siguiente diagrama conmuta:

E—1 ,E

T

ML

De forma analoga se definen isomorfismos, monomorfismos... En realidad, el caso de mayor interés
serd ese en que M = M’. De hecho, un automorfismo de fibrados es una transformacién gauge,
que seran objeto de estudio del proximo capitulo. Esto codifica precisamente la idea de fisica de que
una transformacién gauge es una redundancia: un cambio en la descripciéon. Podemos pensar en dos
ejemplos: el caso trivial en que todas las fibras cambian de la misma forma como cuando pasamos de
grados Celsius a Kelvin'* o el caso no tan trivial y que en realidad nos va a describir algo muy semejante
a las teorias gauge fisicas del cambio de divisas'® donde quizéa no todas las fibras se transformen de las
misma forma.

Antes de pasar a la definicién de fibrados principales, que es la que mas nos importa, vamos a dar

13Las dos primeras inmediatas por definicién y la otra solo viene de considerar la composicion de tres funciones de
transicién, como ya hemos motivado.
14P d ey . .
odemos pensar que un mapa donde a cada sitio le asignamos una temperatura es un fibrado (muy trivial).
15Ta idea de explicar transformaciones gauge a través del cambio de divisas esta desarrollada en [21], si bien no hace
un desarrollo riguroso de la teoria de fibrados sino que lo explica por analogia a la conexién y curvatura en variedades
pseudo-Riemannianas.
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algunas definiciones sobre fibrados vectoriales, que son en realidad muy importantes.

4.1.1. Fibrados vectoriales

Hemos dicho que las funciones de transicion se pueden ver como aplicaciones que van de abiertos
de la variedad a Difeo(F'). En caso de que todas estén en un subgrupo G de los difeomorfismos de F,
diremos que es un G-fibrado. De ser asi, tendremos una simetria «extra» y tendré sentido exigir que
la fibra F' tenga una estructura que la respete. Vamos a comentar el caso en que G = GL(n,K): los
fibrados vectoriales, donde pediremos que 7' (z) sea un espacio vectorial Yo € M.

Decimos que
V— F

|

M

es un fibrado vectorial de rango n si V = K" 10 y existe un atlas {(U;, ¢;)}ier tal que las aplicaciones
Giz 27 () =V

inducidas por ¢; son isomorfismos de espacios vectoriales Vo € U;. Si n = 1 se dird que es un fibrado
de linea.

Todo lo que sabemos hacer con espacios vectoriales: productos tensoriales, sumas directas... se
puede extender en fibrados de forma inmediata. Estas construcciones seran utiles y en general, dado
un fibrado vectorial E — M, podremos construir fibrados A*T*M @ E — M7 tales que las fibras sean
k-formas sobre M FE-valuadas.

Podriamos probar que el fibrado tangente cumple esta definiciéon pero vamos a ver que es un fibrado
vectorial viéndolo como fibrado vectorial asociado a un cierto fibrado principal (el de las referencias

lineales, que definiremos més adelante).

4.2. Fibrados principales

Los fibrados principales, junto a las conexiones que vamos a estudiar en el capitulo siguiente, son el
enfoque desde el que entender la mayor parte de las teorias fisicas que se han desarrollado y formalizado
como teorias de campos durante el siglo pasado. De hecho, no se trata solo de un artificio matematico

para escribir las cosas de forma mas compacta y elegante sino que hay ciertos fenémenos para los que

-1
18Y entonces 7' (z) 2 K™ Vo € M
"Donde A es el antisimetrizador, ya que las k-formas son por definicién tensores antisimétricos.
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el lenguaje en el que la fisica se vuelve trasparente es precisamente el de la teorfa de fibrados.

Definiciéon 4.2. Sea
G—— P

i

un fibrado con fibra un grupo de Lie G y una accion por la derecha de G sobre P. Diremos que es un

G-fibrado principal o fibrado principal con grupo estructural G si se cumple que

1. La accion de G es simplemente transitiva sobre las fibras de m y, ademds, las deja invariantes.
Es decir, la accion se podrd restringir a P, X G — P, y la aplicacion orbita G — P, es biyectiva

Ve e M,p € P,.

2. Eziste un atlas donde las trivializaciones son G-equivariantes. Es decir, ¢; : Py, — U; X G es tal

que ¢;i(p-g) = ¢i(p)-g Vp € Py,, g € G donde G actia en (z,a) € Uy x G como (x,a)-g = (x, ag).

La fibra P, es una subvariedad de P para la que la aplicacion orbita ¢, : G — P, tal que ¢p,(g) = p-g
es un embebimiento (por definicion el estabilizador de todo punto es trivial). Esto nos permite pensar
que la fibra de un punto de M va a ser precisamente la 6rbita por la accién de G.

En un fibrado principal las funciones de transicién son especiales'®:

Proposicion 4.1. Sean P — M un fibrado principal con grupo estructural G y un atlas del fibrado

{Ui, @i }icr donde {U;}icr es recubrimiento abierto de M. Entonces, las funciones de transicion valoran
en G C Difeo(G):
iji :U; N Uj — G C Difeo(G)

-1
T Qjz 0 O,

donde g € G actia en G con la multiplicacion por la izquierda, que es un difeomorfismo:
Ly(h)=g-h.

La demostracion es inmediata ya que a partir del difeomorfismo ¢;, o qﬁ;xl : G — G, que existe
Vx € Uj;, podemos definir un elemento g = ¢;; o gﬁi_xl (e). La G-equivariancia nos asegura la acciéon por

la derecha de la forma deseada.

18Tan especiales que en realidad se puede probar que se puede construir un fibrado principal con grupo estructural G
a partir de un recubrimiento abierto de M y unas funciones de transicion ¢;; : U;; — Difeo(G) del estilo multiplicacion
por la izquierda: ¢;;(z)(h) = ¢i; - h donde ¢;; : Uij — G y tal que ¢jx 0 ¢ij = ¢ir. Es decir, como hicimos antes al
dar las «instrucciones» para construir un fibrado cualquiera. Demostramos una de las implicaciones ahora, la otra es
constructiva.



63

Una propiedad de los fibrados principales es que las secciones locales y las trivializaciones locales
estan relacionadas por una biyeccidon. Esto a veces sirve para probar de forma mas sencilla que cierta

acciéon de un grupo de Lie esté definiendo un fibrado principal sobre una variedad P.

Proposicion 4.2. Sean G un grupo de Lie, m : P — M una proyeccion de variedades diferenciables y
una accion de G sobre P por la derecha. Entonces, P es un fibrado principal con grupo estructural G
sty solo si la accion de G preserva las fibras de w y actia sobre ellas de forma simplemente transitiva

y existe un conjunto de secciones locales s; : Uy — P de w donde {U;}icr es un recubrimiento abierto

de M.

Esta claro que una de las dos implicaciones es muy sencilla: dado un fibrado principal P — M

sabemos que existe un atlas {Uj, ¢; }icr, asi que podemos definir las siguientes secciones locales:

SiZUi—>P

r — ¢; Nz, e).

Sin embargo, para demostrar la otra implicacion es mejor utilizar el siguiente lema (que no demostra-

remos), con el que el resultado es inmediato.

Lema 4.1. Sean G un grupo de Lie y m : P — M wuna proyeccion de variedades diferenciables junto a
una accion de G sobre P por la derecha. Entonces, si la accion de G preserva las fibras y actia sobre
ellas de forma simplemente transitiva, dada una seccion local s : U — P se puede construir el siguiente
difeomorfismo G-equivariante:
t:UxG— Py
(z,9) = s(x) - g

Lo que quiere decir esto es que construimos una especie de inversa de la trivializacién. Este resultado

hace razonable la afirmaciéon «un fibrado principal es trivializable si y so6lo si admite una seccién globaly,

que es muy interesante porque de nuevo solo es cierta en fibrados principales.

4.2.1. Morfismos entre fibrados principales y otro encuentro con lo gauge

Nos restringimos a definir los morfismos entre fibrados principales para los casos en que la variedad
base es la misma. Como ya dijimos, lo que en realidad querremos estudiar seran los automorfismos, a

los que llamamos transformaciones gauge.

Definicién 4.3. Sean G - P 5 M y G — p/ i; M dos fibrados principales sobre la misma variedad

base M vy con grupos estructurales G,G' y f : G — G’ un homomorfismo de grupos de Lie. Decimos
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que una aplicacion diferenciable H : P — P’ es un morfismo de fibrados principales entre P y P’

si es f-equivariante. Se cumple entonces que

ToH=m

H(p-g)=H(p) f(9) VYpePgegG.

Ademds, dado un G’'-fibrado P’ y un homomorfismo de grupos de Lie f : G — G', se dice que el
G'-fibrado P’ junto a la aplicacion H : P — P’ son una reduccion de P’ segqin f. En caso de que
f: G — G sea un embebimiento, H se llama G-reduccion de P' y a la imagen de H se la llama

subfibrado principal de P'.

La literatura en fisica y matematicas es confusa respecto a esto porque la palabra gauge, del
inglés calibre, se utiliza para muchas cosas distintas. Ya hemos definido las transformaciones gauge
—automorfismos entre fibrados principales— y de aqui en adelante un gauge global (local) sera una

seccion global(local) de un fibrado principal. Entonces, el resultado 4.2 nos da lo siguiente:

Proposicion 4.3. Dado un fibrado principal P — M con grupo estructural G y s : U — P un gauge

local definido sobre un abierto, la aplicacion

t:UxG— Py

(33,9) — S(x) g

es un difeomorfismo G-equivariante. En caso de que s sea un gauge global' el fibrado es trivializable y

la trivializacion (global) viene dada por la inversa de t.

Esto es algo que en realidad conocemos en el contexto de la relatividad especial (un espaciotiempo
M y una trivializacion M = R* al escoger un observador inercial) y que nos da una razén para
haber escogido llamar trivializables?” y no triviales a los fibrados isomorfos a un fibrado trivial (el
morfismo entre ellos no es canénico): un gauge local es una eleccién de un sistema coordenado en la
direccion de la fibra dentro del fibrado. Esto es facil de entender porque como hemos dicho, las secciones

locales definen univocamente trivializaciones locales?!. En este caso las transformaciones gauge son las

19Como ya motivamos antes.

20Incluso cuando el fibrado es trivializable se puede elegir un gauge global del que no nos podemos «deshacer» de
forma canénica.

21Obviamente, distintas secciones locales representan distintas elecciones de sistemas inerciales y tiene que haber
una forma de pasar de unos a otros porque la fisica tiene que ser independiente del sistema de coordenadas, del gauge
escogido.
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transformaciones de Lorentz que actian sobre los frames de cada punto del espaciotiempo —sobre las
fibras—. Esto se puede traducir de forma casi inmediata al caso de las teorias gauge, que es lo que

hemos estado utilizando hasta ahora.

4.2.2. Fibrado de las referencias

Ahora vamos a exponer rapidamente algunas nociones importantes sobre el fibrado de las re-
ferencias. Dada una variedad diferenciable real M de dimensiéon n, definimos el conjunto de las

referencias®” lineales en un punto p € M como
Frg(M), = {(v1,...,v,) base de T,M},
y definimos el fibrado de las referencias lineales como la unién disjunta de todos estos:
LM = UPGM Frgr(M),.

Se puede probar que LM es una variedad diferenciable de dimension n(n + 1). Dado un abierto

coordenado de M, (U;x!,...,2"), las bases b, seran transformaciones lineales de {%, . a%} en
todo z € U: u; = af% con A = (af)mzl,._,,n € GL(n,R). Entonces, cada punto en LM viene con un

punto de M y una matriz de GL(n,R).
En realidad, también hemos dicho, implicitamente, la accién del grupo. Es facil ver que tras definir

la proyeccion 7 : LM — M y la accion de GL(n,R) sobre LM dada por

(’Ul, e ,’Un) A= (ZviAila .. ,Z’UZA”L> R V(’Ul, e ,’Un) S FTGL(M)p,A S GL(’I?,,R)
=1 =1

hemos definido un fibrado principal LM — M sobre M con grupo de estructura GL(n,R).

Las reducciones de fibrados que definimos antes son especialmente importantes ahora. Una G-
reduccion del fibrado de las referencias se llama G-estructura de la variedad. Podemos preguntarnos
qué informacién geométrica se saca de las distintas reducciones que pueda admitir el fibrado de las

referencias de una variedad diferenciable M:

» Si G = {Id} entonces existe una seccion global y por tanto la variedad es paralelizable.

» Si G = GL"(n,R), las transformaciones lineales generales de determinante positivo, el admitir

22Estas referencias o frames se llaman muchas veces vielbein en fisica.
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una G-reduccién significa ser orientable. Entonces, LM ™ seran las bases con orientacioén positi-

va?s.

» Si G = SL*(n,R), admitir una G-reduccién también significa ser orientable. Esto es porque una
forma de volumen en M determina una SL*(n, R)-reduccién (y esto en realidad es una condiciéon

suficiente y necesaria).

» Si G = O(n), admitir una G-reduccion significa ser variedad Riemanniana. Entonces, OM seran
las bases ortonormales. En caso de que G = SO(n) seran bases ortonormales con orientacion

positiva.

» El resto de ejemplos que se nos puedan ocurrir U(n) < GL(2n,R), Sp(n) estan asociadas con

estructuras muy importantes relacionadas con las variedades complejas y simplécticas®*.

4.3. Fibrados asociados

Vamos a dar la primera definiciéon en general, pero en realidad siempre nos restringiremos a los

fibrados vectoriales asociados a fibrados principales.

Definicion 4.4. Sea P — M un fibrado princial con grupo estructural G, una variedad F' y una accion

por la derecha p*° de G sobre F. Esto induce una accién por la derecha de G sobre P x F dada por

(. f)-9="(p-9,0(g7")f).

Si definimos
Px,F=(PxF)/G,

Se cumple que . = ara toao ~ . ntonces oaemaos constaerar ta raciton soore
ple que [p- g, f] = [p, p(g)f] para todo g € G. Ent , pod derar la fibracion sob

M dada por
ﬂ’:Ppr—>M

[y, f1 = 7 (y).

que serd un fibrado sobre M con grupo estructural G y fibra F.

Z3Obviamente, ser de orientacion positiva es una convencién. En general, cuando LM tenga una componente conexa
serd que la variedad es no orientable mientras que cuando tenga dos, sera orientable.

24En este caso la condicién no es equivalente: las variedades simplécticas 2n dimensionales tienen una Sp(2n, R)-
estructura natural y las variedades complejas o casi complejas 2n dimensionales tienen una GL(n, C)-estructura natural.
La otra implicacién no es siempre cierta porque hay condiciones de integrabilidad aniadidas que no tienen por qué
cumplirse.

25 Aunque el convenio que habiamos seguido en el capitulo 3 era ® para acciones y p para representaciones, aqui vamos
a utilizar p siempre.
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En el caso que nos interesa, dado P — M un fibrado princial con grupo estructural G y una
representacion p : G — GL(V') de G sobre un K espacio vectorial V', definimos un fibrado vectorial
asociado ' — M con fibras isomorfas a V. La accién por la derecha de G sobre P x V viene dada
por

(PxV)xG—PxV
(p,v,g) — (0,v) - g = (p- g, p(9) ") -
De hecho, el cociente P x, F' es una variedad (la accion es libre y principal). Igualmente se puede

demostrar que tiene la estructura de fibrado vectorial. La proyeccion es

7TE:E—>M

[p, v] — mp(p),

y las fibras
E,=(P,xV)/G=V,

donde la estructura de espacio vectorial viene definida en el cociente por
Alp,v] + plp, w] = [p, A + pw], Vpe P, v,w eV, \peK,

donde 7p(p) = .
De la misma forma que vimos en los fibrados principales, nos interesa describir las secciones locales

de los fibrados vectoriales asociados a fibrados principales:

Proposicién 4.4. Sea P — M un fibrado principal con grupo estructural G, E = P x,V un fibrado
vectorial asociado y s : U — P un gauge local. Entonces, existe una biyeccion entre secciones locales

7:U — E y funciones diferenciables f : U — V' dado por
7(z) = [s(x), f(z)] Vzel.

Es decir, un gauge local nos define un isomorfismo entre V' y todos los vectores de E, con z € U.
Esto es importante porque en las teorias gauge, los campos de materia vienen descritos por secciones
de fibrados vectoriales asociados a fibrados principales donde la representacion del grupo gauge G que
induce el fibrado asociado es precisamente en la que decimos que «transforma» el correspondiente
campo. Este ultimo resultado nos dice que, dado un gauge local del fibrado principal, una seccién

en E se corresponde con una funcion diferenciable de M (el espaciotiempo) a V| que es un espacio
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vectorial. En el caso en que los campos sean fermidnicos todo esto es mas sutil ya que aparecen fibrados
espinoriales?®. Cuando el espaciotiempo sobre el que hayamos construido la teoria sea contractil, se
tiene que todos los fibrados principales son trivializables®”, asi que los campos de materia se podran
describir como aplicaciones diferenciables entre R™ y otro espacio vectorial.

Un fibrado importante es el que nos da la O(n)-estructura sobre una variedad riemanniana. Al final,
podemos pensar que el problema que nos planteidbamos en curvas y superficies de derivar a lo largo
de una curva no plana tiene que ver con esto: con encontrar una base mévil ortonormal que nos va a
permitir recorrerla. Esto serd mas preciso en el siguiente capitulo, donde estudiaremos conexiones y
curvaturas en fribrados principales, pero justifican explicar también el siguiente punto: nos interesa ser
capaces de definir métricas sobre los fibrados vectoriales asociados a un fibrado principal. Y obviamente
querremos que la métrica sea compatible con la accién del grupo.

Asi, dado un fibrado principal P — M con grupo estructural G, una representacion p : G — GL(V')
de G y un fibrado vectorial asociado & — M donde ' = P x,V, tendremos que en caso de que exista
un producto escalar G- invariante en V: (-, -}y, se podra definir una métrica en el fibrado F (-,-)p a

partir de

<[p7 1)}, [p7 w]>Ez = <v,w>v,

donde p € P, cualquiera.
Como ya hemos dicho, el fibrado tangente es un fibrado vectorial, pero es que ademés se trata
precisamente de un fibrado vectorial asociado al fibrado de las referencias. Partimos entonces de una

variedad diferenciable (real) M de dimension n y consideramos el fibrado principal de las referencias:

GL(n,R) —— LM

|

M

Sea V' = R™ y la representacion fundamental de GL(n,R) sobre él: multiplicaciéon matricial por la

izquierda sobre los vectores (columna) de R™. Entonces existe un isomorfismo de fibrados vectoriales

26En particular, tiene que ver con hacer reducciones del fibrado de las referencias ortonormales con G' = Spin(1, 3), el
recubridor universal de SO(1, 3).

2TEsto es un resultado no trivial que relaciona equivalencia por homotopias con isomoria de los fibrados principales.
En particular, que todo fibrado principal sobre una variedad contractil es trivializable.
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TM = LM Xgp(nr) R" dado por

H:LM XGL(TL,R) R" —TM

n
[(Viy.eoyon), (1, ..y Tp)] — szxz
=1

En caso de que la variedad M sea pseudo-Riemanniana podriamos definir esto mismo con la accion
de O(n) y en general, como dijimos antes, los distintos «tipos» de variedades van asociados a una

G-estructura. En general, se puede probar el siguiente resultado:

Proposicion 4.5. Sea E — M un fibrado vectorial real o complejo. Entonces, E es fibrado vectorial

asociado de un cierto fibrado principal con grupo estructural O(n) o U(n).

En general, todo fibrado se puede ver como fibrado asociado de un fibrado principal, lo que justifica
su nomenclatura.

Para terminar el capitulo vamos a definir un fibrado un poco especial que se utiliza para formalizar
las teorias gauge en términos de fibrados. Consideramos un fibrado principal P — M con grupo

estructural GG y la representacion adjunta de G:
AdG — GL (g).

El fibrado vectorial asociado se denota Ad(P) = Pxaqg4 y se llama fibrado adjunto. Las fibras son

isomorfas al algebra de Lie g —vista como espacio vectorial—

g —— Ad(P)

|

M
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Capitulo 5

Conexién y curvatura en fibrados

principales

En el capitulo anterior hemos ido viendo que el lenguaje de la teoria de fibrados es el adecuado para
construir las teorias gauge. Sin embargo, nos faltan dos ingredientes fundamentales para poder entender
geométricamente estas teorias fisicas: la conexion y la curvatura. A lo largo del capitulo explicaremos
precisamente la frase «un campo gauge es una conexién sobre un fibrado principal» y veremos también
de qué forma estas conexiones definen derivadas covariantes sobre los fibrados vectoriales asociados,
que codifican la interaccion entre los campos de materia —secciones de estos fibrados vectoriales— y los
campos gauge mediante lo que se llama el acoplo minimo. Ademas, esto no solo es interesante desde el
punto de vista de la fisica sino que, al estudiarlo en el fibrado de las referencias, nos damos cuenta de
que la mayor parte de la geometria diferencial que estudiamos se puede entender desde los fibrados,
por ejemplo, la conexiéon de Levi-Civita de una variedad pseudoriemanniana seréd efectivamente una
conexion también en este sentido. También hablamos de la curvatura asociada a una conexién, que se
identificara con el field strength del campo gauge.

El capitulo se divide en dos secciones. En la primera, dedicada a la conexién, se introducen dos
definiciones equivalentes de conexién sobre fibrados principales y se estudia cémo se comporta bajo
transformaciones gauge. En la segunda se define la curvatura de una conexién y el transporte paralelo
y la derivada covariante asociados a una conexién. A lo largo de todo el capitulo se trata rigurosamente
la relacién entre las transformaciones gauge tal y como se entienden en fisica y los automorfismos de
fibrados principales (transformaciones gauge en matematicas), ademéas de estudiar como se comportan

los distintos campos bajo transformaciones gauge.
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5.1. Conexiéon

5.1.1. Definicion de conexion

Vamos a explicar dos definiciones equivalentes de conexiéon sobre fibrados principales. Para ello,
empezamos por formular una generalizacion del concepto de distribuciéon que dimos en el primer ca-
pitulo cuando hablamos del teorema de Frobenius. A un subfibrado del fibrado tangente T'M de una
variedad M se le llama distribucion'. La primera definicién de conexién que vamos a dar, que tiene
una interpretacién geométrica muy sencilla?, se llama conexién de Ehresmann a una distribucién
de un fibrado principal.

Dado un fibrado principal con grupo estructural GG, queremos construir candnicamente un fibrado
al que llamaremos fibrado vertical. Para ello utilizamos que 7 '(z) = P, C P es una subvariedad
embebida en P Vo € M. Entonces, dado un p € P, de la fibra en z, podemos definir el espacio

tangente vertical V), de P en p como

el espacio tangente en p de la fibra P,.
Es natural plantearse que la unién de todos los espacios verticales sea el fibrado vertical que estamos

buscando. Esto y otras propiedades importantes vienen en la siguiente proposicion:

Proposiciéon 5.1. Sea P 5 M un fibrado principal con grupo estructural G. Entonces, ¥p € P se
tiene que V, = kerd,m y
Ox i g — V})
X — X,
es un isomorfismo de espacios vectoriales entre g y V).

Ademds, V = {Vp}pep es una distribucion en P llamada fibrado vertical. Su rango es la dimension

del grupo G. Se trata de un fibrado vectorial trivial:

Pxg—V

(p, X) l—)Xp

IEste concepto no tiene nada que ver con el de distribucién de analisis funcional.

2Tiene mucho que ver con la idea de conexién en variedades Riemannianas. Como incidimos muchas veces el «proble-
ma» al tener una variedad diferenciable en lugar de un espacio euclideo R™ es que los espacios tangentes en cada punto
no son comparables, lo que complica la idea de diferenciacion a lo largo de una curva: no podemos restar vectores que
no estan en el mismo espacio vectorial. Lo que nos resuelve este problema es la idea del transporte paralelo: una regla
que me explica como «mover» los vectores a lo largo de una curva. Al final se demuestra que dar un transporte paralelo
es lo mismo que dar una conexion.
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es un difeomorfismo (global). Ademds, V' es invariante bajo la accion de G por la derecha:
T'gx (‘/;)) = V};.g Vg € @q.

Idea de la demostracion.
Si consideramos un U C M donde el fibrado sea trivializable es muy facil ver la equivalencia entre
ambas definiciones: dado = € U, 7' (x) = P, = {2} x G y, entonces, dado p = (x, g) € P, se tiene que
T,(P;) = {0} x T,G. Ademés, las dimensiones seran dim ker d,m = dim P —dim M = dim G = dim P,
ya que 7 es una submersiéon y podemos aplicar el teorema del valor regular.

La aplicacién ¢, serda un isomorfismo por ser la accion de G libre y transitiva en cada fibra. Esto
hace trivial demostrar que la aplicacién del enunciado es un difeomorfismo, que por tanto hace al

fibrado vertical trivial.

De la misma forma que pensamos, cuando tenemos una superficie embebida en R?, en descomponer
un vector «apoyado» en cualquiera de sus puntos en una parte tangente y una parte ortogonal a la
superficie, queremos construir un espacio complementario al espacio vertical. Esta es la idea geométrica
en la que pensar salvo por algunas sutilezas: en este caso no tenemos una forma canénica de hacerlo®
y en realidad lo que queremos es construir una distribucién sobre P a la que llamaremos conexion.

Dado p € P, definimos el espacio tangente horizontal en p como un subespacio de T, P com-
plementario a V), i.e.

T,P =V, & H,.

Con lo que vimos en el capitulo 1 se puede demostrar que dados p € P tal que w(p) =z, dpm : H, —
H, P es un isomorfismo de espacios vectoriales. Ahora ya estamos en condiciones de dar la definicion

de conexién:

Definiciéon 5.1. Sea P = M un fibrado principal con grupo estructural G. Una distribucion H de

espacios tangentes horizontales sobre P que es invariante por la derecha® bajo la accion de G, es decir,

rg- (Hy) = Hpy Vpe P,geG

38i tuviéramos una métrica bastaria con tomar el ortogonal a Vj, en T}, P.

48i pensamos en que la acciéon por la derecha de G en P induce canénicamente una accion por la derecha de G en
TP, esta condicion de invariancia por la derecha no es mas que una condicién de simetria. Geométricamente lo debemos
pensar como que todos los espacios H), son «paralelos» a lo largo de P,.
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Figura 5.1: Conexion de Ehresmann sobre un fibrado principal P [22].

se llama conexion de FEhresmann o conexion en P-.

Esta construccién se muestra en la figura 5.1, donde a la variedad base se la llama X.

El caso en que el fibrado de partida es trivial es un buen ejemplo que ademés es muy importante®
para darnos cuenta por ejemplo de que la definicién de conexién nunca es unica, incluso en el caso en
que haya una eleccién canoénica. Sea G — M x G P4 M el fibrado principal trivial con grupo estructural

G. Entonces, los subespacios verticales serdn
Vieg) = Tag ({2} X G) = T,G

en todo (z,9) € M x Gy, ahora que tenemos otra proyecciéon pry dada naturalmente, tiene sentido

escoger

H(mag) = T(m,g)(M x {g}) = T.M.

Se dice que esta es la conexién plana canénica sobre un fibrado trivial”. La respuesta a la pregunta
natural de si se va a poder definir una conexién sobre todo fibrado principal es afirmativa, pero dado
que la demostracion es dificil, solo enunciamos el resultado.

Esta definicion de conexion tiene una interpretacion geométrica muy clara pero es dificil de utilizar:

hace falta mucha informacién para poder construir en cada punto del fibrado un espacio vertical y uno

STambién se puede llamar conexién a toda la construcciéon que acabamos de hacer y fibrado tangente horizontal a la
distribucién H. En general, se tiene que TP = H ¢ V.

5Desde el punto de vista de la fisica, en muchos ejemplos en los que la variedad es sencillamente el espaciotiempo de
Minkowski, que es contractil, todos los fibrados principales serén trivializables.

"Cuando lleguemos a curvatura veremos qué es una conexion plana.
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horizontal. Ahora vamos a dar otra definicién, para después motivar por qué son equivalentes®.

Definiciéon 5.2. Sea P = M un fibrado principal con grupo estructural G. Entonces, una 1-forma

g-valuada sobre el espacio total P, A € Q'(P,g) tal que
» rpA=Ady10A para todo g € G.

» A(X) = X para todo X € g.
se llama conexion sobre el fibrado principal.

A veces, a una conexién sobre un fibrado principal se la llama campo gauge sobre P, pero en
general, cuando pensamos en un campo gauge de una teoria fisica, la idea que tenemos es una funcién
definida sobre el espaciotiempo M. Veremos més adelante que en realidad estas dos nociones son
equivalentes —mediante la fijacién de un gauge—.

Vamos a esbozar la demostraciéon de que ambas definiciones son equivalentes. En primer lugar,
si partimos de una conexién de Ehresmann sobre un fibrado principal podemos definir una 1-forma

g-valuada sobre P como

4, (%, +%,) =X VpeP Xeg Y, € H,

Estd claro que A(X) = X VX € g. Para calcular rjA bastard con utilizar que la transformaciéon de un

campo fundamental viene dada por rg*f( = Ady1 X:

(T;A)p (Xp+Yp) = Adg_104, (X, +Yp) -

Por otra parte, dada A € Q'(P, g) una conexion segiin la definicién 5.2, basta con tomar
Hp = ker A,,
que se puede demostrar define una conexién de Ehresmann sobre P.

5.1.2. Transformaciones gauge matematicas, transformaciones gauge fisicas y su

relacion

El objetivo de esta seccion es establecer un diccionario entre las nociones de gauge en fisica y

en matematicas para poder entender como traducir, en el siguiente capitulo, una teoria fisica a su

8En realidad se pueden enunciar algunas mas. Una que estd a medio camino es la siguiente: una conexiéon es un
isomorfismo de fibrados vectoriales que en V es trivial (A: TP — V tal que A |y= Idy) e invariante bajo la accién por
la derecha del grupo (A odry = drg. o A). La demostracion de que las tres son equivalentes esta en la seccion 2.4 de [20)].
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formulacion geométrica a través de fibrados. Ya habiamos definido una transformacién gauge como
un automorfismo de fibrados. Sin embargo, a partir de ahora reservaremos esa nomenclatura para
los automorfismos de fibrados principales que preserven las fibras y ademas sean G-equivariantes:
difeomorfismos f : P — P tales que mo f = 7wy f(p-g) = f(p) - g para todo p € P, g € G. Es
claro que, bajo la composiciéon, el conjunto de todas estas transformaciones van a formar un grupo
que denotamos por Z(P)”, al que a veces llamaremos grupo gauge del fibrado principal P'’. Las
transformaciones gauge locales seran transformaciones gauge del fibrado Py — U donde U C M es
un abierto y Py = 7' (U).

Una transformacion gauge desde el punto de vista de la fisica tiene que ver con una funcién que
va (de un abierto) del espaciotiempo al grupo de simetrias internas —el grupo gauge—, ya que siempre
se piensa como un cambio de gauge: la transformacién que se debe hacer para pasar de un punto a
otro dentro de la misma fibra''. Para hacer esto tendremos que fijar antes un gauge, pero una vision
«intermedia» entre ambos puntos de vista vendré de la identificacion entre las transformaciones gauge

que acabamos de definir y un conjunto de aplicaciones del (espacio total del) fibrado P al grupo G:
C>®(P,G)Y = {o: P — G diferenciables | o(p-g) = c,-1(c(p)) =g 'o(p)g},

que forman un grupo bajo la operacién (o’ - o) (p) = o’(p) - o(p)'?. Entonces, dada una transformacién

gauge f € 9(P) podemos construir oy € C®(P,G)% a partir de

f(p)=p-op(p) VpeP.

De hecho, se puede demostrar que ¥ (P) — C*(P,G)“ es un isomorfismo de grupos'®.

Definicién 5.3. Sea P 5 M un fibrado principal con grupo estructural G. Diremos que una aplicacion

9El grupo de automorfismos del fibrado principal con grupo estructural G (las dos condiciones que hemos impuesto
las podemos pensar como condiciones de compatibilidad: los morfismos de G-fibrados principales tendran que preservar
su estructura).

10Fs razonable pensar que una teoria gauge sera una teoria de campos simétrica —invariante— bajo transformaciones
gauge y por tanto con grupo de simetria ¢ (P). Podemos pensar esto como un analogo de lo que significa el grupo de
difeomorfismos Difeo(M) cuando hacemos relatividad general sobre un espaciotiempo M. En realidad esto no es absoluta-
mente cierto porque las transformaciones gauge son transformaciones sobre el fibrado (dejan invariante el espaciotiempo)
lo que en el «lado de la fisica» se traduce en que la teoria sea local de una forma distinta.

HTodo esto en realidad hay que pensarlo mayoritariamente en el caso local pues, como veremos, cuando la transfor-
macién gauge sea global estara siendo en cierto sentido constante y se correspondera con lo que en fisica es una simetria
global y no gauge.

12E] elemento neutro es precisamente o(p) = e Vp € P.

13De hecho, si el grupo G es abeliano tendremos que hay un isomorfismo C*°(M,G) — C=(P,G)%, es decir, las
transformaciones gauge se podran ver directamente como aplicaciones del espaciotiempo al grupo. Esto lo podemos
pensar en primer lugar porque la conjugacion es trivial pero veremos mas adelante que tiene que ver con que el algebra
de Lie va a ser directamente R (en el caso de que G sea compacto y simple), este sera el caso del electromagnetismo, lo
que nos va a «ahorrar» el tener que fijar el gauge.
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diferenciable T : U — G definida sobre un abierto U C M es una transformacion gauge fisica.

El conjunto de todas estas transformaciones, que denotaremos C*>°(U, G), forman un grupo con la
misma multiplicacién punto a punto que definimos antes. Cuando la aplicacion 7 es constante se dice
que es una transformacion gauge fisica rigida; todas estas transformaciones también forman un grupo,
que de hecho es isomorfo a G'%.

La relacion que buscamos se codificard en un isomorfismo de grupos. En primer lugar, dado un

gauge —una seccion local s : U — P— se puede inducir el siguiente isomorfismo:

C> (Py,G)% — C®(U,G)

O+——> Ty, =005,

con inversa

C®(U,G) — C* (Py,G)“
T+ 0,

donde o, (s(z)-g) = g '7(x)g Vx € U, g € G. Esto sera lo que precisamente nos diga que, después de
hacer una eleccion de una gauge local —i.e. después de fijar una seccién local s— podremos identificar
los automorfismos locales del fibrado Py — Py con las transformaciones gauge locales fisicas sobre U.

Antes dijimos que a la conexiéon A vista como 1-forma a veces se la llama campo gauge. Sin
embargo, en fisica a lo que llamamos campo es a un objeto que, valore donde valore, esté definido sobre
el espaciotiempo en que hemos puesto la teorfa. Lo que queremos hacer ahora es ampliar el diccionario:
encontrar los campos gauge de la fisica —que sabemos que en las teorias gauge son los campos que
median las interacciones— «dentro» de estas conexiones.

Consideramos entonces un fibrado principal P = M con grupo estructural G y una conexion
A € QY(P,g). Entonces, tras fijar un gauge local s : U — P con U C M abierto, definimos el campo

gauge local inducido por s como
Ag=Aods=5s"AcQ(U,g).

Ahora si tenemos una 1-forma definida sobre un abierto de la base, lo que se puede considerar un

campo sobre el espaciotiempo en el sentido habitual. Esto nos permite escoger una carta sobre U'" y

1En fisica esto es una simetria global en contraposicién con las transformaciones gauge «puras», que seran las que
tengan soporte compacto. Por ello se piensa en las transformaciones gauge generales como una transformacién constante
(global) y una transformacion gauge pura.

15Puede ser que U no esté cubierto por una tnica carta pero es indiferente porque todo se transforma de la forma
adecuada. De hecho, ahora veremos lo que significan en este contexto las funciones de transicion.
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una base local de campos vectoriales sobre U: {(9“}M 1 16" de forma que

=1,...,n

Alt - As (8M> €9y,

que podréa escribirse por componentes utilizando una base {e,} del algebra de Lie
dimg

Ay = E;AZew

Ahora si, a los campos reales A}, € C>(U,R) o a las 1-formas A% € Q}(U) se llaman campos gauge
(locales)'".

La parte interesante viene ahora: ;qué sucede cuando escojo dos gauges locales distintos? Nos
interesa ver como se transforman estos campos gauge bajo un cambio de gauge'®. Consideramos s; :

Ui — Py s;: Uj — P dos gauges locales con U; N U; # (). Ya habiamos visto que
si(x) = sj(x) - gji(x) Ve eUNUj,

donde g;; : U; NU; — G es la funcion de transicién entre las trivializaciones correspondientes del
fibrado principal. Entonces, gj; es una transformacion de gauge fisica entre s; y sj. Ahora queremos

calcular la relacién entre los correspondientes campos gauge

A; = A, € QY (Ui, 9)

Aj = A, €Q (U, 9).
Se puede demostrar que la transformacion es
Ai = Adg;,—10Aj + pj

sobre U; N Uj, donde
1ji = giip € QY (U; N Uj, 9)

con p la forma de Maurer-Cartan p € Q(G, g).

161, es la dimensién de M.

17Que después resultan ser campos bosénicos.
8Que para una fisica es una transformacién gauge, como hemos motivado.
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En caso de que G sea un grupo de matrices, G C GL(n,K) con K=R o C:
_ -1 -1
A = 95 - Aj - gji + 9ji - dgji-

Esto nos recuerda a las reglas de transformaciéon de los campos gauge en las teorias de campos. De
hecho, muchas veces en fisica se definen los campos gauge como 1-formas g-valuadas que satisfacen
precisamente esto.

Podemos generalizarlo al caso en que tenemos un G-fibrado principal P — M, una conexién

A € Q(P,g) y un automorfismo del fibrado f € 4(P) global. Entonces, f*A sera otra conexion
ffA= Ada;1 oA+ 0’?/1,0.

5.1.3. Sobre céomo operan las transformaciones gauge sobre fibrados vectoriales

asociados

Ahora que ya sabemos como se transforman los campos gauge, queremos ver qué sucede con las
secciones de los fibrados vectoriales asociados, que estarén relacionados con los campos de materia de
las teorias gauge.

La idea clave es que un automorfismo de fibrados principales induce una accién sobre los fibrados
asociados, lo veremos en el caso de fibrados vectoriales. Sea P ™5 M un fibrado principal con grupo
estructural G y £ =P x,V %8 M un fibrado vectorial asociado, definido por una representacion p de
G sobre V. Entonces, se puede demostrar que el grupo de automorfismos del fibrado ¢4(P) actta sobre

el fibrado vectorial asociado mediante un isomorfismo de fibrados definido por

G(P)x E — E

(fs[psv]) ¥ f - [p,v] = [f(p),v] = [p- os(p),v].

Es decir, deja el vector fijo y actia sobre el fibrado P transformando por la derecha de la forma
adecuada. De hecho, en el lenguaje de la fisica esto es, una vez fijado un gauge local s : U — P y una

seccion local @ : U — E podremos escribir
O(x) = [s(z),p(x)] VzeU,

donde ¢ : U — V es una funciéon diferenciable. De hecho, en caso de que f € ¥ (P) y 7; sea su
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transformacién gauge fisica asociada:

(f - ®)(z) = [s(2), p (14 (2)) ¢(x)] -

Estas dos definiciones, a pesar de ser equivalentes, deben pensarse de dos formas distintas. En fisica
se dice que esta ultima se corresponde con una transformacion activa: se piensan las transformaciones
gauge como automorfismos, las simetrias tienen que ver con invariancia/ buen comportamiento bajo
estos automorfismos, mientras que la definicién anterior se corresponde con una transformacion
pasiva, donde las simetrias tienen que ver con el comportamiento bajo los cambios de coordenadas.
Decimos que son equivalentes porque en realidad, en el segundo caso hemos tenido que fijar un gauge,
de manera que lo que hago para ver como se transforma (cémo llevar una seccién a otra) es escoger la

tnica transformacion gauge (vista como automorfismo) que lo hace.

5.2. Curvatura de una conexién

5.2.1. Definicion de curvatura e identidad de Bianchi

Hemos visto que una conexiéon sobre un fibrado principal 7 : P — M es una 1-forma g-valuada

definida sobre P, A € Q'(P,g), y que geométricamente debemos pensar en una descomposicion'”

TP=VoH

del fibrado tangente de P. Entonces, si ahora consideramos la proyeccion ng : TP — H, dado un
campo vectorial en P podremos descomponerlo en parte horizontal y parte vertical. Para poder definir
la curvatura antes vamos a hablar primero de la derivada covariante exterior de una k-forma sobre

un fibrado principal, que estara asociada a una conexién. Definimos
D : QF(P) — QFL(P)
por su actuaciéon sobre 6 € QF(P):

DO (v1,...,v0541) =d0 (g (v1),...,TH(Vky1)) VV1,...,0%41 €Tp, VD € P

¥Donde H = ker(A). En general, lo unico que queremos es utilizar lo que vimos en la seccioén anterior: descomponemos
TPI;): H, ®V,.
La definicion hace que baste con ver como actia la derivada covariante exterior sobre vectores horizontales para
saber como actua en general.
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donde d es la diferencial exterior que definimos en variedades diferenciables. La dependencia en la
conexion entra precisamente en la proyeccion de los vectores sobre los espacios horizontales. En realidad,
para definir la curvatura lo que nos interesa es definir esto para formas g-valuadas como la conexion.
En general, si V' es un K-espacio vectorial de dimensioén finita , bastara con considerar la definicion
anterior componente a componente’': DO € QF1(P, V) dado 0 € QF(P, V).

Esto es asi porque, en general, si cogemos un abierto coordenado U C M de una variedad diferen-
ciable, para definir la derivada exterior de una k-forma E valuada (E un K-espacio vectorial cualquiera)

NS Qk(Mv E)22 escribiremos 6 |y= fz’l...ikdzvil A dz’  de lo que esperariamos
do |u= dfi,..;, Ndz™ A dax',

y df lo sabemos definir facilmente porque, con f € C®(M,E), dpf : TyM — Ty, E = E es la
diferencial usual y todo funciona bien, ya que T,y &2 = E por ser un espacio vectorial. Entonces, nos

termina quedando, tal y como queriamos
d: QF(M,E) — QLM E).

Todo es analogo para el caso de D, en el que lo tinico que cambia es que componemos con las proyec-
ciones que nos da la conexiéon. Es tutil introducir ahora dos definiciones que utilizaremos més adelante:

una k-forma V-valuada w € QF(P, V) se dice

» horizontal si Vp € P se cumple que wy(vy,...,v;) = 0 siempre que uno de los vectores sea

vertical.

» equivariante respecto a la representacion p : G — GL(V) de G si 3¢ = p(g7H)(x)) para todo
g € G, se dice que son k-formas pseudotensoriales de tipo (p,V'). En particular, se dira de tipo
(Ad, g) si es equivariante respecto a la representacion adjunta. A las formas pseudotensoriales de

tipo (p, V) que son horizontales se las llama formas tensoriales de tipo (p, V).

Definicion 5.4. Definimos la curvatura de la conexion A como la 2-forma sobre P g-valuada F €

O%(P,g) dada por

F(X,Y)=DA(X,Y)=dA(rg(X),7(Y)) VX,Y € X(P),

2'Habria que demostrar que esto es independiente de la base.
22En realidad, podriamos escribir, si pensamos QF (M, E) = QF(M) ® E, al tomar § = §* ® T, donde {T,} sea una
base del 4lgebra de Lie g y 6% € QF (M), tendremos que df = df* @ T,.
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donde D es la derivada covariante exterior respecto a la conexion A.

De la misma forma que en una variedad Riemanniana pensamos en la curvatura como una medida
de cuanto falla una conexioén en ser plana, en este caso tendrd que ver con cuanto se aleja H de ser

una distribucion integrable. Se cumple que la curvatura es de tipo (Ad, g) y que
F(,X)=0
VX € g. Ademas, se cumple la siguiente ecuacién de estructura (de Cartan):
1 23

Esta ecuacién es muy importante y de hecho muchas veces —especialmente en fisica, cuando se dice
que F es el field strength de la teoria— se propone como definicién de la curvatura. La prueba se hace
por casos, distinguiendo cuando X,Y € T, P sobre los que aplicar F' son horizontales y/o verticales. A
una conexioén cuya curvatura se anula en todo punto se la llama plana. Este es el caso de la conexién
canoénica sobre fibrados triviales. En general, encontrar todas las conexiones planas no es una pregunta
trivial y es algo en lo que se continua trabajando.

Ahora podemos preguntarnos qué sucede con DF', que serda una 3-forma g-valuada. Una forma de
expresar la identidad de Bianchi nos dice esto justamente en el caso en que miremos cémo actiia sobre

el subfibrado H definido por la conexién.

Teorema 5.1 (Identidad de Bianchi (I)). Sea P = M un fibrado principal con grupo estructural G y

A € QY (P, g) una conexion, que induce una descomposicion TP =V @ H. Entonces, DF = 0.

5.2.2. Version local de la curvatura: field strength de un campo gauge

Tgual que nos sucedié en la seccién anterior, nos interesa poder ver la curvatura como un campo
—en el sentido de la fisica, es decir, una funcién definida sobre el espaciotiempo M—. Para ello, como
ya aprendimos, habra que fijar un gauge. Dada una conexion A sobre un fibrado principal P — M y
un gauge local s : U — P —una seccion local definida sobre un abierto U C M- definfamos el campo

gauge (local) As € QY(U,g) como A; = Aods = s*A. Queremos hacer esto mismo con la curvatura.

ZPara definir [, ¢] cuando son formas g-valuadas se procede igual que hemos dicho antes (lo podemos pensar como que
existe un producto en E [-,-] : Ex E — E que se va a traducir en un producto [, -] : Q% (M, E)x Q' (M, E) — Q**Y (M, E)).
Descomponemos n =7 @ T, v ¢ = ¢ @ Ty y hacemos [1,¢] = n% A ¢° @ [Ta, Tp]. En particular nos interesa que para
1-formas esto es [, ¢](X,Y) = [n(X), o(Y)] = [n(Y), p(X)] = 2[n(X), ¢(Y)]. Es decir, la intuicién de 1-formas R-valuadas
de [A,A] =00 AAA =0 yano es cierta en general. De hecho, d no tiene por qué ser nilpotente — en particular, D?=0
cuando la conexién sea plana—.
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Definimos la 2-forma de curvatura (local) o el field strength®* del campo Fy € w?(U, g) determinado

por el gauge local s a partir de

Fy = F o (ds,ds) = s*F.

Siempre podremos escoger un abierto U que esté en alguna carta de M, de tal forma que podamos

escoger una base {J,} de campos vectoriales sobre U. Entonces,
Fuy = Fs(0, 0y),
Si ademés tomamos una base {e,} del dlgebra de Lie g, podremos expandir esto como
E,, =F ;fyea.

Esto nos permite escribir la ecuacion de estructura de Cartan de la forma en que de verdad se escribe

en los libros de fisica cuando se introducen las teorfas de campos®:
Fu = 0,4, —0,A, +[Au, A

En particular, cuando G es abeliano esto se convierte en ' = dA y se tiene el conocido F,, =
OuAy — 0, A,, del electromagnetismo.

De nuevo, razonamos igual que en el caso de la conexién y nos hacemos la pregunta razonable de
cémo cambia el field strength cuando cambiamos de un gauge a otro, es decir, cuando escogemos dos
secciones distintas s; : U; — P, s; : U; — P con interseccion no vacia U; N U; # (). Consideramos sus

curvaturas locales asociadas Fj, Fj. Entonces, habra una transformacion gauge local
Gij * U,nNnuU j— G

dada por
SZ(.I) = Sj(l’) . gji(x) Ve e U; N Uj.

24En el caso del electromagnetismo, en castellano se le llama tensor de intensidad del campo electromagnético.

25Que viene de haber aplicado la ecuacion de estructura al campo local: Fs = dAs + % [As, As].

26E] término cuadratico [A., Au] representa en fisica la autointeraccion de los campos bosonicos en las teorias gauge
no abelianas. El término cinético de YM sera algo como FZ, lo que lleva a sumandos cibicos y cuarticos en A: esto seran
los vértices con tres y cuatro gluones en QCD, donde G = SU(3). Es interesante que el hecho de que esta teoria sea no
abeliana esta directamente relacionado con el confinamiento y la libertad asintotica frente al caso abeliano, que no estéa
bien definido a energias arbitrariamente altas (QED no es UV complete).
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De aqui se llega solamente por sustitucién a como se transforma el field strength en U; N Uj:

J

Fi = Adg—il o) F}

Ademas, en caso de que G sea un grupo lineal tendremos que las funciones de transicion estaréan en G
y se cumple

Fi=g;" - Fj- gji

En general, es posible que estas curvaturas locales no puedan extenderse a una 2-forma definida sobre el
espaciotiempo. Sin embargo, en el caso en que G sea abeliano se puede demostrar que si es cierto: Fs es
independiente de la eleccion de la seccién s. Esto lo podemos pensar como que Fy es localmente exacta
pero hemos de tener en cuenta que no es globalmente exacta: Ag no se puede extender a una 1-forma
sobre todo el espaciotiempo. En el lenguaje de la fisica esto se dice como que, en el caso abeliano, F' es
invariante gauge mientras que A transforma covariantemente respecto a transformaciones gauge —es
decir, se transforma pero de la manera adecuada—. En el caso no abeliano ambas cosas son mentira: F

no es invariante gauge.

5.2.3. Transporte paralelo y derivada covariante

En la seccién anterior habiamos motivado la necesidad de definir una conexién con el caso de las
superficies que conocemos bien: para derivar un campo vectorial a lo largo de una trayectoria necesito
«restar» vectores y eso no es posible cuando la variedad que estudiamos no es R™, porque cada uno se
encontraré en el espacio tangente en el correspondiente punto. Hablamos entonces de que escoger una
conexioén es equivalente a escoger un transporte paralelo, pero es que entonces nuestro interés no estaba
en las conexiones sobre variedades Riemannianas que estudiamos en 1.2 %7 sino en el caso general de
la conexién sobre un fibrado principal. Ahora queremos ver cémo el concepto de conexién nos permite
definir un transporte paralelo sobre fibrados principales y fibrados vectoriales asociados, asi como
el concepto de derivada covariante sobre fibrados asociados.

Sean P = M un fibrado principal con grupo estructural Gy una conexion sobre él, de forma que
TP =V & H. Entonces, dada una curva vy : I — M definida en I C R, decimos que v*: I — P es un

levantamiento horizontal si se cumple lo siguiente:

= Toy" =7,

2TY esto de hecho lo encontrariamos si construyéramos la conexién de Ehresmann sobre el fibrado de las referencias
y vieramos cémo se traduce al fibrado tangente, que sabemos es un fibrado vectorial asociado suyo.
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horizontal spaces fibers

4

Figura 5.2: Levantamiento horizontal de una curva cerrada, figura 14.4 de [23].

» Y*(t) € Hy«(y) Vt € I, es decir, las velocidades son horizontales respecto a la conexion.

Esta idea se ilustra en la figura 5.2. Se puede demostrar —y es una consecuencia del teorema de existencia
y unicidad de ecuaciones diferenciales— que dada una curva +.[a,b] — M con y(a) =z y p € P, existe
un tnico levantamiento horizontal v, tal que 7;(a) = p.

En las condiciones anteriores, dada una curva 7 : [a,b] — M, decimos que la aplicacion diferencia-

ble?®
A
I Pya) — Py

p = ()

es el transporte paralelo en el fibrado principal P a lo largo de  respecto a la conexion A. Se puede

demostrar que dadas dos curvas yde z ayy 7 de y a z en M,

A A A
1L = 1Ly o 1D,

donde v x4 es la concatenacion de las curvas®?. Ademas, el transporte paralelo es G-equivariante:
Hforg :rgoH’;‘ Vg € G.

Ahora estamos en condiciones de, dada una conexion sobre el fibrado principal, definir la derivada

covariante en fibrados vectoriales asociados. Esto es muy importante en teorias gauge porque los campos

Z8Habria que demostrar que es diferenciable efectivamente y que no depende de la parametrizacion de v. Es cierto.

. - . . . 3 —1
29En particular, si v~ es la misma curva pero con orientacién opuesta se tendra que ny‘, = (Hf) .



85

de materia son secciones de estos fibrados y los términos cinéticos de los lagrangianos contendran
precisamente estas derivadas covariantes. Empezaremos por definir el transporte paralelo.
Sea P M un fibrado principal con grupo estructural G, A € Q'(P,g) una conexion sobre él,
p : G — GL(V) una representacion de G sobre un K-espacio vectorial V' 'y E = P x, V el fibrado
vectorial asociado construido a partir de ella. Entonces, dada una curva v : [0,1] — M en M, la
aplicaciéon
4 Eyo) — By

[p, v] — [T (p), v]

es un isomorfismo lineal®” al que llamamos transporte paralelo en el fibrado asociado.

La idea es que la derivada covariante de una seccién va a darnos una medida de cémo de «no
constante» es la seccion respecto a la conexién a partir de la que la vamos a definir. Vamos a intentar
hacer la construccion més geométrica posible, aunque al principio la idea sea un poco redundante.
Consideramos una secciéon local ® de E, un punto x € M y X € T,M. Tomamos una curva -y :
(—e,e) — M tal que v(0) = z y 4(0) = X. Entonces, Vt € (—¢,¢), podemos transportar paralelamente
el vector ®(y(t)) € E, () hasta E; a lo largo de . Nada nos asegura que vayamos a llegar al mismo
vector, de hecho, como de distintos son los vectores inicial y final serd la medida de cémo de no
constante es ® respecto a la conexién con la que hemos definido el transporte paralelo. Para calcular

esta diferencia tomamos la derivada en t = 0, que nos dara un elemento de E, (un vector):

d -1
D(@, 7, A) = 2| (T (@) € B
t=0

donde ~; denota la restriccion en el dominio de v al intervalo (0,¢) con t € (—¢,¢). Se puede demostrar

que, fijado un gauge s : U — P,

D(®,7,2,A) = [s(x), dp(X) + p. (As(X)) o(z)].

Esto quiere decir, como podiamos esperar, que la definicién solamente depende del vector X, no de la
curva que utilizamos para construirlo. Es importante darse cuenta de que la accién de D sobre secciones
escalares —fibrados vectoriales asociados definidos a partir de la representacion trivial— coincide con la

diferencial d, porque p, = 0.

Definicion 5.5. Sea una seccion ® del fibrado asociado E y un campo vectorial X € X(M). Definimos

39Para demostrar esto hay que comprobar que la aplicacién esta bien definida: que es independiente del representante
de la clase.
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la derivada covariante de P, Vé(CI), como la seccion sobre E definida por
(V5 ®)(z) = D(®, 7,2, A),

donde v es cualquier curva a través de x y con vector tangente X, .

Entonces, la derivada covariante es una aplicacion
VA T(E) = QY(M, E).

En general, nos va a interesar escribir esto una vez se ha fijado un gauge local s : U — P, de forma

que la seccion sera ® = [s, ¢| y la derivada covariante Vﬁ}fb = [s, V§¢], donde
V6 = dd(X) + pul(As(Xa)) () €V,

lo que se llama «derivada alargada».
Hemos dicho que la aplicacion derivada covariante V4 lleva secciones de E a 1-formas en M

FE-valuadas. Se puede demostrar que
= Es lineal en ambas entradas y satisface V’;‘X@ = fV‘;‘(CI) para cualquier funcion f € C*°(M,K).

= Cumple la regla de Leibniz
V4AD) = LxAD + AVE D,

donde A € C*°(M,K).

Estas propiedades que acabamos de describir son las que se utilizan para definir la derivada cova-
riante en muchas ocasiones. En particular, nos va a interesar expresar todo esto en coordenadas locales,
que ya sabemos es traducir al lenguaje de los campos en fisica. Entonces, si tomamos una base {0, }

de campos vectoriales en U, podemos escribir
Vg =Vho=0u0+ Ay,

donde A, ¢ = p.(A,)¢. En fisica esto se escribe asi®! porque se piensa en los campos de materia como
funciones sobre (un abierto del) espaciotiempo y con valores en un espacio vectorial V. Vimos en el

capitulo anterior que al final esto es lo mismo que una seccién del fibrado vectorial E' cuando se ha

31Esto no es del todo cierto, normalmente se quiere que las simetrias tengan generadores hermiticos y se define
Ou¢ — igA,, donde g es una constante de acoplo de la que hablaremos ahora.
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fijado un gauge. Desde el punto de vista de las teorias de campos. lo més relevante es que el segundo
sumando de la definicién de la derivada covariante es no lineal e introduce un acoplo entre el campo
gauge A y el campo de materia ¢. Esta es la forma en que el bosén gauge interacciona —media la
fuerza— con los campos de materia. Un papel protagonista es el de la representacion p del grupo G, que
no solo influye a la hora de construir el fibrado asociado sino también al definir la derivada covariante.
En la seccién 3.1.1 prometiamos que a las particulas se las etiquetaba por su representacién respecto
al grupo de simetrias internas porque esto caracterizaba completamente de qué forma interaccionaban
dentro del modelo estandar. Ahora empezamos a ver la razén por la que esto es asi: el campo gauge
A solo va a poder actuar sobre aplicaciones que tomen valores en V' (secciones de E, que sabemos que
al final del dia son campos de materia) solo si V' tiene una representacion de G. En caso de que la
representacion p, : g — End(V) sea no trivial habra un acoplamiento entre A y ¢ que podréa ser no

trivial. En ese caso se dird que ¢ —y las particulas que representen sus excitaciones— estdn cargadas.

k

k (P, g)* al que pertenece la curvatura,

Para terminar el capitulo vamos a ver que hay un espacio €2
pues serd algo relevante a la hora de definir una teoria gauge en el dltimo capitulo. La motivacién para
esto en realidad puede ser la siguiente: una conexioén no se puede ver directamente como un campo
sobre el espaciotiempo, pero resulta que la diferencia entre dos si que puede escribirse como un campo
de 1-formas que valore en el fibrado vectorial asociado Ad(P). Esto nos permite terminar de entender
la frase de «los bosones gauge transforman en la representacién adjuntay. Denotamos por Qﬁor(R g)Ad

al conjunto de k-formas tensoriales de tipo Ad.

Es inmedianto demostrar que dadas dos conexiones A, A’ € Q!(P,g) se tiene que
A'—A S Qlllor<P7 Q)Ad(P)'

De hecho, dada una w € Q}llor(P, g)Ad(P), se tiene que A + w es también una conexiéon sobre P32

. s 2 Ad
Ademaés, la curvatura de la conexion cumple F' € Q5 (P, g)*¢.
Ademas, el conjunto de conexiones sobre P forma un espacio afin sobre el espacio vectorial Q}llor(P, g)Ad(P ).
El altimo resultado que vamos a presentar es el que precisamente nos va a permitir entender la curva-

tura como una forma definida sobre la variedad base —el espaciotiempo— en lugar de sobre el fibrado,

es decir, como un campo.

Teorema 5.2. Eziste un isomorfismo candnico entre QF (P, g)2d y QF(M, Ad(P)).

hor

Para demostrarlo hay que comprobar que la aplicacién que vamos a escribir ahora es un isomorfismo

32A esto se le llama también simetria gauge: en el caso del electromagnetismo, una vez escribes el potencial eléctrico
y magnético en un 4-vector te das cuenta de que tanto las ecuaciones de movimiento como la accién —salvo por un factor
de frontera— se quedan igual si le anades al potencial una derivada total.
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lineal bien definido.

A:Qf (P, g)™ — QF(M, Ad(P))

donde, dado w € QF (P, g)Ad definimos w = A(@) a partir de
Wy (Xh' . an) = [pv("—jp(yh"'vyk)] € Ad(P)x = (Pz X g) /G7

donde x € M y p € P son puntos cualesquiera tales que mp(p) =z y X; € T,M y Y; € T,P son
vectores cualesquiera tales que 7p, (Y;) = X;.

Esto nos permite identificar la diferencia de dos conexiones como un elemento de Q!(M, Ad(P)) y
la curvatura como un elemento de Q?(M, Ad(P)).

Ahora estamos en condiciones de matizar una mentira a medias que hemos venido diciendo. En
QFT, las particulas se describen como excitaciones de los campos actuando sobre el vacio. En el
caso de los campos gauge tendremos una 1-forma de conexién A° sobre el fibrado principal —a la que
llamaremos conexién de vacio- y, entonces, los bosones gauge se describiran (clasicamente) a partir
de la diferencia A — A donde A es otra conexion. Por lo que acabamos de decir, esta diferencia si
se podré identificar con una 1-forma sobre el espaciotiempo que toma valores en Ad(P), lo que le da
sentido a la frase «los bosones gauge son campos que transforman en la representacién adjunta del
grupo gauge». De aqui en adelante hablaremos de la diferencia de conexiones o de una conexién de

forma indistinta pero hay que tener en mente cémo emerge el «verdadero» campo gauge.
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Capitulo 6

Breve acercamiento a las teorias gauge

El lagrangiano del modelo estandar se puede escribir abreviadamente como

L =LplV, Al + L@ Al + L [V, P, VR + LA

_ _ 1
=Re (VDAT) + (da®,da®) — V(®) — 29y Re (V2T R) — 3 (Fir, Fﬁ}Ad(P) ,

y, como prometimos desde el principio, puede explicarse y entenderte geométricamente y con teoria
de fibrados. Esto es el resultado de siglos de trabajo en los que se terminé consiguiendo entender —y
sabemos que atn no se comprende del todo, que esta no es toda la historia— que los conceptos de
campo, interacciéon y simetria —a los que también fue muy dificil llegar— se podian expresar de esta
manera. En este tltimo capitulo vamos a, muy rapidamente’, explicar un ejemplo explicito en el que
se ven algunas de las cosas que hemos ido estudiando a lo largo del trabajo. El objetivo es escribir el
lagrangiano y las ecuaciones de movimiento de una teoria de Yang-Mills, es decir, una teoria gauge
«pura» que generaliza al electromagnetismo para el caso no abeliano. Esto se corresponde con el tltimo
de los sumandos de la ecuacién anterior.

Los ingredientes que necesitamos para construir la teorfa son los siguientes
» Una variedad pseudo-Riemanniana orientable de dimension n: el espaciotiempo (M, g).
» Un fibrado principal P — M con grupo estructural G* compacto de dimensién .

» Un producto escalar Ad-invariante semidefinido positivo en g: (-, ->93 y una base de g que sea

ortonormal respecto a este producto.

1Y por tanto pasando por encima algunos conceptos matematicos interesantes, haciendo una exposicién mas super-
ficial que en el resto del trabajo.

“Tipicamente G' = U(1),SU(2) o SU(3).

Este determinara una métrica en el fibrado vectorial asociado Ad(P) = P X a4 g que denotamos por (-, -)aqa(p)
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Figura 6.1: Taza con el lagrangiano del modelo estandar. Imagen de [24].

Sea A una conexion sobre P, A € QY(P,g), y F4 € Q*(P,g) su correspondiente curvatura. Al
final del capitulo anterior vimos que Fj} € Q%(M, Ad(P)). Esto nos permite definir el lagrangiano de

Yang-Mills como
1
ZymlA] = "9 <Fﬁv Fﬁ>Ad(P) ’

de forma que, una vez fijada la conexion A, el lagrangiano sea una funcion %y pr[A] € C°(M,R).

Se puede demostrar que es un lagrangiano invariante gauge —lo hemos construido para que lo sea—:
Ly [ Al = Ly ulA]

para cualquier automorfismo de fibrados f € ¢(P) y para todas las conexiones A sobre P.
Nos interesa escribirlo localmente para poder llegar a una expresiéon que nos va a permitir escribir
incluso unos diagramas de Feynman. Para ello escogemos un gauge local s : U — P y una carta en U

con coordenadas z*. Entonces,

_ lFAaFA;,LVAl

LymlA] = = F F7,

donde
Aa a a b pc
FAY = 9,48 — 0,A% + fup AL AS.

con las constantes de estructura fu;. definidas por las relaciones de conmutacion de la base {7}

4Hemos utilizado que el field strenth se define como FA =gFA ¢ QZ(U, g), vy que al expandirlo en las coordenadas
z* se tiene Fj, = F{* (0,,0,) y si tomamos una base {T,} de g tenemos que Fj,, = F'T,.
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Figura 6.2: Vértices con tres y cuatro patas correspondientes a la autointeracciéon del campo gauge en
una teoria de Yang-Mills no abeliana.

del algebra de Lie. De aqui se pasa a la siguiente formula explicita del lagrangiano:
1 Aa pp Apv
Dg/ﬂYM[A] :_ZFMVF(I
1 a a v 14
=1 (OHAU — GVAM) (0MAy — 0V AL)
1

-3 Fabe (0, AL — 0, A%) AP A
1
- ZfabcfadeAZAlc/Ad'uAeu

En caso de que G sea abeliano el tnico término no nulo sera el primero, que describe los bosones libres.
En el caso de QCD, que es no abeliano, se tienen esas interacciones entre tres y cuatro gluones. En
particular, como G = SU(3) sabemos que habra ocho gluones. Dentro de las constantes de estructura
estd la carga, que es una constante de acoplo que «mide» cuanto se aleja la teoria descrita por el
lagrangiano de la teoria libre: en particular cuando dicha constante sea pequena se podran utilizar unas
herramientas perturbativas que nos permitiran calcular los observables que deseemos. En particular,
podremos entender los dos ultimos sumandos de la ecuacion anterior como los vértices (diagramas de
Feynman) de la interaccion, que se muestran en 6.2.

Si ahora consideramos que nuestro espaciotiempo es cerrado® (compacto y sin frontera) podemos
encontrar las ecuaciones de movimiento correspondientes a esta teoria. Para ello, tenemos que construir
la accion de la teoria, para lo que nos aprovechamos del isomorfismo lineal Q' (P, g)24 = Q' (M, Ad(P)),

que nos va a permitir integrar el lagrangiano en el espacio:

L/poa pa 1 A pA :
Sym[A] = D) <FM7FM>Ad(P)7L2 = _2/M <FM7FM>Ad(P) dvoly®.

5Es que si tenemos frontera podriamos afadir otro término, que es topolégico porque solo depende de la topologia del
espaciotiempo y no de la métrica y que se llama 6-term. Esto en principio puede parecer no tener sentido fisico porque
existirian trayectorias cerradas de tipo tiempo (maquinas del tiempo) que violarian la causalidad. Sin embargo, sirve
para modelizar muchos sistemas fisicos —en realidad bastaria con suponer que todos los campos tienen algo asi como
soporte compacto, que es lo que se hace siempre al hacer QFT—. El proposito ahora es que simplifica los calculos.

%Donde dvol, = \/Hdwl A...Adz™, con |g| el valor absoluto del determinante de la métrica, es la forma de volumen
canoénica sobre M que existe por ser esta una variedad pseudo-Riemanniana orientable. Ademas, si suponemos que lass
formas tienen soporte compacto tendra sentido definir el producto escalar L? de forma analoga a como lo hacemos con
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Y, entonces, definiremos los puntos criticos de la accién como aquellos en los que

d

— SYM[A—FtOd]:O,

dt|,_,

para cualquier variaciéon « € Qlllor(P’ g)A4. Otra opcion equivalente y ahora mas sencilla es, a partir
del lagrangiano escrito en coordenadas, calcular las ecuaciones de Euler-Lagrange. Al final se llega a
que las ecuaciones de movimiento son

dax Fiy =07,

las ecuaciones de Yang-Mills. Esto se puede escribir tras fijar un gauge local s : U — P como
d* F + [Ag,«FA] =0,

que es mas facil de interpretar como una (muy dificil) ecuacion en derivadas parciales de segundo orden.
En el caso del electromagnetismo, G = U(1), la ecuacion de Yang-Mills y la identidad de Bianchi se
reducen a
dx Fyr =0,
dFy =0,

que si son lineales y mucho mas sencillas de resolver, representan un sistema fisico que contiene al
campo electromagnético libre (sin interaccion).

En general, se puede estudiar las ecuaciones de Yang-Mills sobre cualquier fibrado principal y
encontrar soluciones es un problema abierto y muy importante tanto en matematicas como en fisica
teorica. Como las ecuaciones son invariantes gauge, se puede pensar que el grupo gauge ¥(P) del
fibrado principal P — M donde estamos estudidndolas actia sobre el conjunto de todas las conexiones
A solucion de la ecuaciéon de Yang-Mills —a las que llamaremos conexiones de Yang-Mills—. Entonces,
tiene sentido estudiar el conjunto de todas las conexiones de Yang-Mills que «no sean equivalentesy.
Se define el espacio de moduli de Yang Mills de un fibrado principal P — M sobre una variedad
pseudo-Riemanniana (M, g) como el espacio de conexiones de Yang-Mills cocientado por el grupo
gauge®.

En 4 dimensiones el operador estrella de Hodge es idempotente sobre 2-formas y es facil com-

funciones.

"donde * es el operador * de Hodge:* : Q¥(M,K) — Q" F(M, K).

8No es trivial probar que esté bien definido porque en la mayor parte de los casos estaremos haciendo el cociente de
un espacio de dimension infinita por un grupo de dimensién infinita.
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probar que conexiones A cuyas curvaturas satisfagan *F ]\Aj[ = FZ\“/‘[9 —instantones— o xF' A“} = —FA“/‘[“)
—antiinstantones— son inmediatamente soluciéon de la ecuaciéon de Yang-Mills. El caso en que G =
SU(2) es el que estudié Donaldson y con el que probo el teorema de Donaldson, un resultado muy im-
portante de geometria en 4 dimensiones. Este es uno de los muchos ejemplos en los que la interacciéon
entre la fisica tedrica y la geometria resulta en contribuciones muy relevantes. La historia de la fisica
y las matematicas de los tultimos cincuenta afnos es prueba de esto y ain quedan muchos problemas

abiertos en estas ramas.

9 Autodualidad.
10 Anti-autodualidad.
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Conclusiones

Uno de los mayores logros de la fisica tedrica del siglo XX fue «descubrir» la teoria cuantica de
campos y llegar a formular teorias como el modelo estandar, que atn siendo incompleto constituye la
teoria fisica mas precisa jamas formulada. Igualmente, la simetria gauge es un concepto fundamental
de la fisica, que utilizamos para describir las interacciones entre campos dindmicos. El objetivo de este
trabajo era hacer una introducciéon a la idea geométrica que hay detras de esto: la teorfa de fibrados
sobre variedades diferenciables, sin duda uno de los mayores logros de la geometria del siglo XX. Esto

se puede resumir con el siguiente diagrama [10]:

Grupos de Lie (grupo Gauge) ——— Representaciones sobre espacios vectoriales

! !

Fibrados principales ————— Fibrados vectoriales asociados (campos de materia)

| !

Conexiones (campos gauge) — Derivada covariante (interacciones)

La idea es que tenemos una variedad diferenciable M a la que llamaremos espaciotiempo y un grupo

de Lie G al que llamaremos grupo gauge. Construimos entonces:

= Un fibrado principal P — M con grupo estructural G. A veces se dice de forma «poéticay que

este fibrado es precisamente la teoria gauge.

= Una conexion sobre ese fibrado principal, A € Q(M, g), que es el campo asociado a los bosones
gauge que median la fuerza con grupo de simetrias internas G. Cuando fijemos un gauge local,
podremos ver A verdaderamente como una 1-forma sobre M, es decir, un campo con el significado
habitual en fisica. Si calculamos la curvatura asociada a la conexién podremos construir la acciéon

de Yang-Mills: un escalar de Lorentz invariante gauge que codifica una teoria gauge pura.

= Una representaciéon de G sobre un K-espacio vectorial V. A partir de esto podremos definir un fi-

brado vectorial asociado P x,V — M al fibrado principal anterior. Entonces, las secciones de este
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fibrado seran los campos de materia de la teoria (que se comportaran bajo las transformaciones

gauge precisamente como dice la representacion p).

= Una derivada covariante asociada a la conexion A con la que podremos construir los términos
cinéticos invariantes gauge de los campos de materia, que codifican también el minimal coupling

al campo gauge.

Se ha intentando hacer el trabajo lo méas autocontenido posible, para lo que incluyeron los tres
primeros capitulos —sobre variedades diferenciables, grupos de Lie y acciones de grupos de Lie— en
los que, sin embargo, muchas cosas se trataron de forma superficial y sin las demostraciones de los
resultados relevantes y dificiles. Seria interesante cubrir todos estos huecos en posibles «ampliaciones»
del trabajo. Ademas, aunque hayamos tratado muchos temas distintos, la realidad es que quedan
multitud de temas por estudiar para poder llegar a entender algunos de los problemas matemaéticos
que se planteaban en la introduccién. De hecho, faltarian aproximadamente cuarenta anos de desarollo
matematico mas que prolifico sobre estas bases. Algunos ejemplos de temas que habria sido muy

interesante estudiar y que constituyen una posible extension del trabajo son:

= Clases caracteristicas: tienen que ver con medir en qué medida un fibrado principal se aleja de
ser trivial. Son algo esencial en el estudio de la cohomologia en este contexto. Habria sido muy

interesante, en particular, estudiar clases de Chern y asi construir teorfas de Chern-Simons.

= En relacion con la curvatura, es muy importante estudiar holonomia: un objeto que en el caso de
los fibrados principales, cuantifica cémo el transporte paralelo no deja la informacion geométrica
«invariantey. Este es el marco en que estudiar Wilson lines/loops en teorias gauge, que son los
observables razonables (invariantes gauge) en estas teorias fisicas. Es algo muy relevante también
en teoria de cuerdas, donde la holonomia ayuda a clasificar las compactificaciones «deseables»

de las dimensiones extra.

= Fibrados espinoriales: las particulas fundamentales «de materia» del modelo estdndar son
fermionicas y por ello deben estudiarse a partir de representaciones espinoriales. Desde el punto

de vista matematico, habria sido muy interesante estudiar grupos de espin y fibrados espinoriales.
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