Una aproximacion a la
teoria de juegos

Universidad de Oviedo
Universida d'Uviéu
University of Oviedo

Autor:
Pablo Gonzalez Alvarez

Tutor:
Manuel Francisco Montenegro Hermida

Trabajo de Fin de Grado de Matematicas

Universidad de Oviedo

Facultad de Ciencias



Indice general

1.

3.

Primeros conceptos
1.1. Unejemploreal . . . . . . . .. .. L
1.2. Definiciones basicas . . . . . . . .. .. e

1.3. Pares o NONes . . . . . . ...

. Utilidad

2.1. Utilidad ordinal . . . . . . . .. .. .o
2.1.1. Relaciéon de preferencia . . . . . . . ... ...
2.1.2. Funcién de utilidad ordinal . . . . . . . ... o000

2.2. Utilidad de Von Neumann-Morgenstern . . . . . . . .. .. .. ... ...
2.2.1. Loterfas . . . . . . . . .o
2.2.2. Relacion de preferencia sobre un conjunto de loterias . . . . . . .
2.2.3. Utilidad de Von Neumann-Morgenstern . . . . . . . .. ... ...

2.3. Comentarios generales sobre las funciones utilidad . . . . . . . ... ...

Juegos estaticos de informacién completa para estrategias puras
3.1. Juegos estaticos de informaciéon completa . . . . .. ..o oL
3.2. Forma estratégica o normal (para estrategias puras) . . . . .. . .. ...

3.3. Distintas representaciones en forma estratégica . . . . . . . . ... .. ..

11

12

18

22

27

28

28

29

34

35

38

39

40

45



Una aproximacion a la teoria de juegos Curso 2022-2023

4. Objetivo normativo: Concepto de solucién 57
4.1. Argumentos de dominacion . . . . . . . ... 58
4.1.1. Uso de Estrategias Dominantes . . . . . .. .. ... ... . ... 60

4.1.2. Eliminacion Iterativa Estricta . . . . . . . . .. .. ... ... 61

4.1.3. Eliminacion Iterativa Débil . . . . . .. ... .00 000000 62

4.1.4. Juegos resolubles por dominaciéon . . . . ... ..o 65

4.2. Argumentos de equilibrio: Equilibrio de Nash . . . . . . .. .. ... ... 66
4.2.1. Equilibriode Nash . . . .. .. .. ... 00 L. 66

4.2.2. Eficienciade Pareto . . . . . . . .. ... oL 74

5. Conclusiones 78

TFG 3



Una aproximacion a la teoria de juegos Curso 2022-2023

TFG 4



Introduccion y objetivos.

Entendemos por Teoria de Juegos la rama del conocimiento mateméatico que se
encarga del razonamiento estratégico estudiando estructuras formalizadas de incentivos
-juegos- como funcién de las elecciones dos o mas agentes -jugadores-. Sus investiga-
dores estudian las estrategias 6ptimas para cada jugador, asi como el comportamiento

previsto y observado de individuos en diversos juegos [1].

Cabe mencionar ya en este primer momento que el contenido de estudio de la Teo-
ria de Juegos puede resultar enganoso, porque generalmente se asocia el término juego
exclusivamente con el entretenimiento en el sentido de los distintos juegos recreativos.
Muchos de estos pasatiempos, como el ajedrez, podran ser tomados en consideracion
como juegos en sentido mateméatico -de ahi el nombre de esta rama del conocimiento-
mientras que algunos otros, como el escondite, dificilmente vendran tratados de esta for-
ma. También encontraremos multitud de situaciones y a&mbitos poco relacionadas con el
ocio, en que los distintos actuantes -personas, colectivos o instituciones- escogen unas u
otras opciones que afectan al devenir propio y del resto. Estas situaciones, efectivamente,
podran ser modelizadas matematicamente bajo la 6ptica de los juegos (el funcionamien-
to de una empresa en una economia de mercado, la evolucién de una especie en funcién
del comportamiento de sus predadores, las distintas estrategias bélicas en una situacion
de conflicto o la planificacion de una campana electoral son solo algunos ejemplos) por
lo que es clara la necesidad de matizar adecuadamente el concepto de juego en nuestro

contexto.

Desde el enfoque de esta teoria, un juego es una situacion conflictiva en la que
priman intereses -a menudo contrapuestos- de varios individuos o instituciones que toman

decisiones y cada parte, al tomar una decision, influye sobre la decision que tomarén las
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otras. Asi, el resultado del conflicto se determina a partir de todas las decisiones tomadas

por cada uno los actuantes [2].

En la practica esto tiene una serie de consecuencias directas, algunas de las cuales
podemos presentar ya en esta introducciéon. En primer lugar, un juego consta de dos
o mas jugadores. Aquellas situaciones en las que sblo interviene un agente decisor
son objeto de la Teoria de Decision, otra rama matematica asociada a problemas de
incertidumbre que son tratados con esquemas de andlisis y resolucién en muchos casos
similares a los que caracterizan a la Teorfa de Juegos. Atendiendo a las diferencias que
presentan los respectivos problemas en funciéon de este ntimero de agentes decisores,
algunos autores consideran estas dos ramas bien diferenciadas [3] mientras que otros

entienden la Teorfa de Juegos como una extension de la Teorfa de Decision [1].

El aspecto conflictivo se ve generalmente reflejado en la contraposicion de intereses
entre alguno de los jugadores, aunque formalmente se puede considerar un juego sin
conflicto de tales intereses. Un juego en que coincidan los intereses de los jugadores
serd de tipo cooperativo, en los que se desplaza el aspecto conflictivo a buscar pautas

adecuadas de cooperacion (a menudo poco obvias) [4].

Cabe destacar que el resultado de un juego para cada jugador no depende exclusi-
vamente de las decisiones que toma, pero este resultado tampoco estara exclusivamente
determinado por las acciones realizadas por sus rivales: serd una combinaciéon de ambas

decisiones -las propias y las ajenas- las que determinen el resultado de cada juego.

Se nos presenta asi el momento estratégico en toda su complejidad: No bastara tener
en cuenta el resultado més deseado, sino tomar en consideracién cuales de todos los
resultados posibles nos permitiran nuestros oponentes. Serd deseable razonar en base
a nuestras propias expectativas, pero siendo capaces de entender cuales son las de los
demés jugadores y como interaccionan entre ellas. Predecir cual serd la decisién que con
mayor probabilidad tomara nuestro rival en cada situacion sera sin duda una habilidad
valiosa, y para ello serd necesario conocer o estimar cudles son sus objetivos, el grado
de informacién que posee jo incluso lo buen jugador que sea! En multitud de conflictos
nos encontraremos ante el problema de escoger entre maximizar las posibles ganancias o

minimizar las posibles perdidas, y en muchas de estas situaciones ni siquiera dispondre-
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mos de toda la informacién que quisiéramos sino que tendremos que intentar deducirla

o adivinarla de algiin modo.

La Teoria de Juegos plantea dos objetivos principales: Un objetivo descriptivo
o positivo que estudia qué actividad puede ser un juego, de qué manera modelizarlo,
cuiales son sus reglas, como funciona, que comportamientos presentan los jugadores o que
resultados se obtienen en cada caso. En definitiva, se propone clarificar qué es un juego.
Una vez resuelto adecuadamente este primer fin, aparece un objetivo prescriptivo o
normativo posterior que impera a jugar de una u otra manera, a adoptar unas u
otras estrategias. Para ello, se emplean distintas herramientas de analisis y se suponen
ciertas condiciones que permiten resolver c6mo debe actuar en el juego un decisor
informado y racional, que se ve sometido a unos ciertos incentivos y busca optimizar
sus resultados. Un tercer posible objetivo méas general puede plantearse cuando hemos
resuelto satisfactoriamente estos dos primeros objetivos. Se trata de un objetivo de
diseno que trata de definir, desde una posicion externa, unas reglas adecuadas para
constituir un nuevo juego que permita la resolucion de un conflicto entre los participantes
2]

El objetivo general de este trabajo es presentar los formalismos matematicos més
sencillos empleados en Teoria de Juegos para el estudio de todas estas situaciones. Se
buscard una exposicion clara y detallada de los elementos bésicos que permiten analizar
un juego, nutrida con ejemplos que faciliten su asimilacion. Se busca que tras esta lectura
se puedan comprender manuales avanzados de la materia, se sea capaz de modelizar sin
dificultad juegos sencillos y en general se adquiera una idea de las principales lineas de

analisis del planteamiento estratégico.

A titulo personal este trabajo ha supuesto un primer contacto con la Teoria de Jue-
gos. Como alumno del doble grado no he cursado la asignatura optativa de Sistemas de
Ayuda a la Decision, cuya tercera parte se corresponde con la temética de este trabajo.
Para iniciarme en la materia he asistido en calidad de oyente a las clases correspon-
dientes a esa tercera parte de la asignatura, impartida por M. F. Montenegro, tutor de
este trabajo. Sobre esta base he desarrollado y ampliado alguno de los conceptos fun-
damentales para la comprension de un juego, complementando la informacion con una

revision bibliogréafica de diversos manuales y articulos de la materia. Se ha desglosado
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con particular detalle la teoria de la utilidad, asi como los conceptos de informacion de
dominio publico y juego de informacion completa y la diferencia entre solucion y con-
cepto de solucion. He considerado interesante hacer especial hincapié en estos aspectos
ya que que tanto en la asignatura mencionada como en algunos textos vienen tratados
de una manera mas general, pues puede esbozarse una idea relativamente intuitiva de
los mismos sin necesidad de exponerlos de manera rigurosa. Ademéas de competencias
especificas de manejo de la Teoria de Juegos para mi este trabajo ha supuesto una inicia-
cion a la revision bibliografica de manuales matematicos, he revisado algunas nociones
de estadistica asi como de la teoria de grafos y también me ha permitido afianzar mis

habilidades en materia de construccion y desarrollo de un texto de caracter cientifico.

Estructura del texto

El primer capitulo constituird una primera toma de contacto con la Teoria de Juegos.
Se presentan los aspectos comunes a estudiar en todo juego, de manera que puedan ser
bien identificados cuando se pretenda estudiar una situacién real desde la perspectiva

de esta teoria.

En el segundo capitulo se construirdn distintas funciones utilidad. Estas funciones
recogen de manera formal las percepciones de ganancia o pérdida con que cada jugador
percibe los distintos resultados del juego. El desarrollo teérico del capitulo se fundamenta

en [3| v se ejemplificara con sucesivas anotaciones sobre un caso de elaboracion propia.

En el capitulo tercero se describe con mayor profundidad una categoria particularmen-
te manejable de juego, la conformada por los juegos estaticos de informaciéon completa.
También en este capitulo se presentan de manera rigurosa algunas condiciones que exi-
giremos cumplan nuestros juegos. Este capitulo prepara el terreno que habra de cubrir
el siguiente, en el que se presentan algunas nociones basicas de soluciéon. Las notaciéon
se volvera a coordinar con las de [3], de donde también se extraen las principales de-
finiciones. Algunos ejemplos y las distintas representaciones posibles de estos juegos,
desglosadas en la seccion 3.2, podréan encontrarse en [4]. Otros ejemplos son recuperados

de secciones anteriores.
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El cuarto y ultimo capitulo tratari por tanto el objetivo normativo de aconsejar al
jugador acerca de qué jugadas le resultard més conveniente realizar en su juego. Los
distintos conceptos de solucion aparecen en [3], completando la seccion 4.2 con algunas
ideas y ejemplos de [8], asi como recuperando algunos casos ya comentados en capitulos

anteriores.
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Capitulo 1

Primeros conceptos

Los distintos juegos se han venido clasificando tradicionalmente en cooperativos
y no cooperativos [2|, atendiendo a si las reglas del juego permiten la posibilidad
de comunicacion y coordinacion entre los distintos agentes. Los juegos no cooperativos
plantean jugadores centrados en el interés propio que no pueden alcanzar contratos vin-
culantes con sus adversarios. Para recoger adecuadamente multitud de situaciones reales
se hace necesario ampliar estas opciones permitiendo el compromiso entre jugadores en
algunos juegos. En estos casos una entidad superior que obligue al cumplimiento de los
distintos acuerdos puede ser fundamental para comprender correctamente el juego, y
uno de los frentes de investigacion actual consiste en delinear adecuadamente las reglas
del juego para justificar soluciones cooperativas particulares dentro de un planteamiento

general no cooperativo que unifique adecuadamente la teoria [2].

Centrandonos en la oposicion total o parcial de intereses distinguimos entre los juegos
que son de suma cero y los que no lo son. Es usual entender los juegos de suma cero
-aquellos donde las ganancias de cualquier jugador o jugadores se corresponden con

una pérdida directa de sus oponentes- como subconjunto particular del total de juegos

posibles [4].

Basandonos en el orden en que los jugadores actiian, veremos que se explican de ma-
nera similar aquellos juegos en los que los jugadores actiian bien simultdneamente, bien
sin tener ningtn tipo de informacién acerca de una anterior jugada de sus rivales. Seran

los llamados juegos estaticos o estratégicos, por oposicion a los juegos dinami-
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cos, donde se sigue un orden y cada jugador conoce total o parcialmente las jugadas

realizadas anteriormente por sus rivales e intenta responder a ellas.

Podemos también clasificar los juegos en cuanto al niimero de jugadores, la estructura
de incentivos que presentan o el tipo de informacion de que disponen los jugadores. Apa-
recen asi multitud de categorias y tipos de juego como los juegos bipersonales, juegos
de informacién perfecta, juegos de informacién incompleta, juegos sometidos
a componentes de azar, ... Aunque cada juego puede presentar ciertas caracteristicas
particulares, para modelizar matematicamente todas estas situaciones tendremos que
extraer una serie de elementos que efectivamente son comunes a todos los juegos: Juga-
dores, acciones, conjuntos de informacion, estrategias y utilidades|3]. En este
trabajo se pretende elaborar y desarrollar este terreno comin a los distintos tipos de
juegos. El objetivo de este capitulo serd por tanto introducir el formalismo matemético

de estos elementos, desglosando algunas de sus propiedades mas importantes.

1.1. Un ejemplo real

El formalismo mateméatico necesario para dotar de coherencia y rigidez al corpus de
conocimientos que caracteriza a las matemaéticas estd marcado por una abstraccién que
en multitud de ocasiones lo desliga de la situacion que lo pare, lo aparta del problema
que lo fecunda, lo separa de la situacion real que pretende ayudar a resolver. Si bien
esta abstraccion se volvera necesaria para ahondar en ciertas cuestiones, su exageracion
también dificulta y entorpece la asimilacion de aquello que describe, especialmente para
un profano del campo en cuestiéon quien pretende aproximarse al mismo por primera
vez. Para ilustrar esta primera toma de contacto con los elementos base de la Teoria de
Juegos, empezaremos tomando como ejemplo sencillo una partida entre dos jugadores

de Texas Hold’em, una modalidad de poker.

El poker hace referencia a una variedad de juegos de apuestas en las que los jugadores,
con todas o parte de sus cartas ocultas, hacen apuestas sobre una puja inicial obligada
o ctega, recayendo la suma total de las apuestas en el jugador o jugadores con la mejor

combinaciéon de cartas. Las distintas modalidades del poker presentan una estructura
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de apuestas y un reparto de cartas particular, pero en todas ellas se juega con baraja
de naipes francesa. Nuestros dos contendientes tiene en juego una cantidad de dinero
en la mesa o stack -monto total del que se dispone, para realizar las apuestas o pagos
oportunos- y ya en un primer momento se compra la opciéon a jugar una mano -cada
ronda de apuestas desde que se genera un nuevo bote hasta que se decide qué jugador o
jugadores lo ganan- pagando la ciega, que se anade al bote -el premio por ganar la mano,
estard constituido por la suma de todas las apuestas que se han realizado o igualado
durante la mano en juego-. En esta modalidad particular -el Texas Hold’em- se entrega
a cada jugador dos cartas que sélo él conoce. A lo largo de la mano hasta otras cinco
cartas comunitarias -comunes y conocidas por ambos- que se irdn mostrando sobre la
mesa en distintas etapas o calles -el Texas Hold’em tiene tres calles: en la primera de
ellas se muestran tres cartas a la vez, para mostrar la cuarta y quinta cartas en la cuarta
y quinta calle respectivamente-. Para finalizar la mano, cada jugador buscara tener una
mejor combinacion de cinco cartas que su rival, usando para ello tanto sus dos cartas
personales como las cinco cartas comunitarias, de modo que pueda llevarse el bote. En

caso de empate el bote se reparte a partes iguales.

Aparece asi el poker como un juego de azar, en el que aparentemente se gana o pierde
el bote en funcion de las cartas que han sido repartidas. Sin embargo no es mera suerte lo
que permite a un jugador profesional ganar dinero con el poker. Antes de mostrar cada
nueva carta comunitaria -entendiendo que en la primera calle se muestran tres nuevas
cartas a la vez- y también antes de ensenar sus dos cartas personales en la ronda final
-para asi concluir la partida y determinar quien ha sido ganador- cada jugador -siguiendo
un orden, nunca simultaneamente- tiene la opcion de pasar turno o apostar. En caso de
producirse alguna apuesta, el oponente deberé igualar -o subir aiin mas- dicha apuesta
para poder seguir en el juego (afadiéndose el dinero apostado al bote) o bien decidir
no arriesgar mas dinero y retirarse (a cambio de permitir que sea su rival quien se lleve
lo acumulado en el bote durante la mano en juego). De este modo, en cada mano se
jugarédn hasta 4 rondas de apuestas -preflop, en el que sblo se han repartido las dos
cartas personales a cada jugador; flop, con tres cartas comunitarias sobre la mesa; turn,
cuando ya se ha mostrado la cuarta carta comunitaria; y finalmente el river, apuesta

donde todas las cartas comunitarias ya han sido mostradas, y tras la cual se mostraran
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las dos cartas personales para decidir quien tiene la combinacién mas fuerte y se lleva el

bote-.

Figura 1.1: Cartas comunitarias en el Texas Hold’em, [5]

Este ejemplo de poker es un juego dinadmico bipersonal -dos jugadores que apues-
tan ordenadamente y conocen si su rival ha pasado o apostado en su accién anterior-
de informacién imperfecta -a cada jugador le falta parte de la informaciéon de lo que
viene ocurriendo en el juego, ya que no conoce las cartas personales de su rival- y de

suma cero -lo que gana cada jugador es lo que pierde su rival-.

En general, un buen jugador tendra que decidir si considera que su mano sera mejor
o peor que la de su rival en caso de llegar a la dltima ronda, e intentarid engordar el
bote en caso de creerse seguro vencedor. Cuando a un buen jugador se le presenta una
situacion asi, no se limitara a realizar la mayor apuesta posible -todo su stack- sino que
més bien tratard de realizar la mayor apuesta que no disuada a su rival de seguir en el

juego, esto es, la puja més alta que cree que seréd igualada por su oponente.

También es usual la situaciéon inversa, en la que cree que su mano no resultara ven-
cedora en caso de llegar a la ultima ronda. En este caso puede parecer muy atractivo
retirarse y no arriesgar mas dinero, pero antes de rendirse un buen jugador valorara
si marcarse un farol pueda ser una mejor respuesta. Un farol consiste en apostar con
cartas que se consideran perdedoras como si se tratase de una buena mano, esta vez con

la intencion de enganar al rival para asi disuadirle de seguir en juego y "robarle" el bote.

Es por tanto el poker un juego en el que ocultar nuestras verdaderas motivaciones se
vuelve crucial. Considerar qué tendencias de juego parece mostrar un oponente (si es mas
bien asustadizo o por el contrario arriesga con demasiada facilidad, ...), o discernir entre
qué situaciones de juego parecen resultarle rentables y en cudles cree estar perdiendo

dinero son, sin ninguna duda, habilidades importantes. Ademés, cada jugador también
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tendra que tener en cuenta cuestiones ajenas a la estrategia del juego en si (como cuanto
dinero puede llegar a arriesgar en su partida) y también le serd conveniente decidir
rapidamente como de habil es su oponente a la hora de plantearse todo este tipo de

cuestiones.

Vemos pues que nuestra sencilla modalidad de poker esta atravesada de particulari-
dades, pero en cuanto a juego presenta cierta estructura comun con otros muy distintos,

como pudiesen ser el ajedrez o una guerra, que serdn centrales para poder entenderlo.

Es evidente que los Jugadores deberédn ser un elemento a recoger por nuestro mo-
delo. Para juegos con dos agentes decisores los denotaremos, en general, J1 y J2. Las
dos maneras de presentar un juego seran en forma extensiva o de arbol -especialmente
apta para describir juegos dindmicos, como es el caso de nuestra partida de poker- o
bien en forma compacta o estratégica -preferible en la descripcion de juegos estati-
cos como Piedra, Papel o Tijeras, en que todos los jugadores actiian simultdneamente-
en una tabla. En la representacion en forma extensiva, cada nodo del arbol de decisi6n
pertenece a uno u otro jugador y representa un momento en el que dicho jugador puede
tomar una decision. Las distintas ramificaciones -combinaciones entre decisiones- de ca-
da juego conducen a uno u otro resultado que suponen unos u otros incentivos (ganar o

perder la cantidad que se ha acumulado en el bote).

Figura 1.2: Arbol de decisién en el Texas Hold’em, [6]

Aparecen en la figura representados en forma extensiva los primeros instantes de
nuestra partida. Los nodos de decision de J1 vienen representados en blanco, mientras
que los de J2 aparecen en negro. Fn juegos con componente de azar la aleatoriedad es

entendida como decision "neutral”. En la situacion real, este tipo de "decision" se toma
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de manera efectivamente aleatoria pero en Teoria de Juegos consideramos que cada
accion pertenece necesariamente a un jugador, por lo que es usual considerar que un
tercer jugador neutral -que llamaremos azar o naturaleza y usualmente denotaremos
como N- serd quien toma esta decision. En la figura 1.2 este tercer jugador ficticio
viene representado por la letra C, y entendemos que es quien decide tanto las dos cartas
personales de J1 y J2 como también que aparezca una u otra carta comunitaria en cada
mano de nuestra partida de poker. Para evidenciar que tras sus decisiones efectivamente
no hay ninguna voluntad racional que prefiere uno u otro desarrollo del juego decimos que
este jugador es indiferente al resultado del juego, que sus acciones carecen de incentivos
o que su utilidad' se mantiene constante para toda combinacién de acciones. La raiz de
nuestro arbol es un nodo de decision representado en color gris que pertenece a C, donde
sus acciones posibles en este primer momento se corresponden con toda combinacién de

cartas personales que pueden recibir tanto J1 como J2.

La descripciéon de un juego recoge su estructura y especifica las acciones o alternativas
de cada jugador. Son, en definitiva, las elecciones que toma cada jugador durante el juego.
En nuestro arbol de decision, cuando J1 decide apostar en lugar de pasar, las acciones
posibles de J2 son retirarse o igualar. Cuando un jugador se decide por una accién en

cada nodo de decision, el juego avanza en un sentido u otro.

Los distintos conjuntos de informacién de cada jugador hacen referencia a la in-
formacion que conocen los jugadores sobre las acciones anteriores cuando van a realizar
una jugada, y tendran a su vez que venir representados. En nuestra partida cada jugador
conoce sus dos cartas en cada momento y, en funciéon de la ronda de apuestas en las que
esté, conoce mas o menos cartas comunitarias, asi como si el jugador rival ha decidido
pasar, apostar, igualar o resubir en cada una de las rondas anteriores. Usualmente encon-
traremos que situaciones distintas, pero indiscernibles para cada jugador, se encuentran
en el mismo conjunto de informacion: el jugador sabe que estd en uno de los posibles
nodos de ese conjunto de informacién, pero no sabe exactamente en cuél. Imaginemos
que J2 acaba de realizar una apuesta muy alta y J1 se plantea continuar o retirarse. J1
tiene cartas decentes -que resultaran ganadoras frente a un gran porcentaje de cartas

que puede tener el rival, pero que resultardn perdedoras frente a un conjunto atn sig-

Wer capitulo 2
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nificativo de esas manos y por tanto deben jugarse con cautela- y no querria darse por
vencido prematuramente. Es un jugador atento y sabe que su oponente prefiere apostar
més bajo con cartas mediocres y solo apuesta tan fuerte con manos extremadamente
fuertes o débiles 2. J1 tiene que decidir si la apuesta de J2 pretende extraerle la mayor
cantidad de dinero posible sustentada por cartas demoledoras o simplemente pretende
asustarle con un farol que busca encubrir una mano basura. En ambos casos su rival se
comporta de la misma manera, en ambas situaciones dispondria de la misma informaciéon
y, atendiendo a lo que ha ido observando en la partida hasta el momento, asume que
esos dos son los tinicos escenarios posibles... pero desgraciadamente son escenarios muy
distintos. En este caso, esta realidad aparece recogida en nuestro arbol por una cone-
xion de color gris entre ambos nodos de decision. En los nodos de un mismo conjunto
de informacion un jugador conoce la misma informacion y tiene disponibles las mismas
acciones, pero el resultado final del juego depende de en cuél, de los posibles nodos, se

encuentre realmente.

Entendemos la estrategia de cada jugador como un plan de juego que especifica las
acciones que el jugador tomaréd en cada uno de sus nodos de decision de acuerdo con
el conjunto de informacion en el que se encuentre. La estrategia de un jugador no hace
referencia a una accion concreta u otra, sino al conjunto total de acciones que tomara,
una por cada posible situaciéon. En nuestra partida J2 carece de experiencia y sabe
que no es muy buen jugador, asi que decide seguir una estrategia relativamente sencilla
antes de empezar la partida. En cada calle clasificara las cartas que N va repartiendo
en tres categorfas atendiendo a cémo de beneficiosas le resultan: basura, normales y
demoledoras. Cuando se enfrente a una apuesta, igualara con cartas normales y resubira
la apuesta con sus cartas basura y demoledoras independientemente de lo que haga su

rival. Cuando sea él mismo quien inicia la accion, apostara bajo con sus cartas normales

2La clasificacién de cartas en demoledoras, decentes, mediocres, débiles... no atiende a criterios
estrictos sino que resulta del criterio subjetivo de cada jugador. En cada ronda de apuestas se descubren
nuevas cartas comunitarias que benefician, perjudican o dejan indiferente a cada jugador. Solamente
en el river, cuando todas las cartas comunitarias ya has sido descubiertas, se puede conocer la fuerza
absoluta de una mano, esto es, el porcentaje de manos rivales que ganan o pierden frente una mano
concreta. Mas adn, no es esta fuerza absoluta sino la fuerza relativa lo que orienta a un buen jugador en
sus decisiones: en cada momento, considerando tanto la dindmica de apuestas que se ha venido dando
en la partida como el efecto de las nuevas cartas comunitarias, los jugadores sitiian a sus rivales en un
rango -conjunto de cartas que creen pueden tener- y es frente a este rango como determinan si su mano
concreta es mas o menos fuerte.
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y mucho mas fuerte con sus cartas demoledoras o sus cartas basura. Con esta estrategia
espera confundir a J1 tratando por igual sus mejores y peores cartas |Y evidentemente
lo consigue! Volviendo a la situacién concreta comentada en el parrafo anterior, si J2
decide apostar fuerte porque tiene unas cartas muy fuertes simplemente nos habla de la
accion que tomoé J2. Su estrategia especifica sus acciones, tanto en este caso, en el que
J2 presenta una mano demoledora, como también en los casos en que tuviese una mano

normal o una mano basura.

Por dltimo entenderemos por utilidad el resultado del juego para cada jugador. En
nuestro ejemplo puede parecer obvio que la utilidad venga dada -positiva o negativa- por
la cantidad de dinero ganado o perdido en cada mano. Sin embargo esto podria no ser
el caso: Supongamos que J1 es un empresario que tiene interés en entablar relacion con
J2, otro empresario rival con el que quiere establecer relaciones que sean beneficiosas
para su negocio. Las cantidades que se estan jugando en esta partida son mintsculas
frente al beneficio empresarial que espera poder alcanzar. El interés genuino de J1 en
una partida como ésta radica no radica tanto en el dinero en juego como en encontrar
un acuerdo empresarial. Si gracias a esta partida consigue tal acuerdo, J1 podria llegar a
asignarle una utilidad positiva jincluso perdiendo dinero en la partida! La utilidad debe
reflejar, por tanto, los incentivos reales a los que se ven sometidos los jugadores, y estos

incentivos usualmente van mas alla del propio juego.

1.2. Definiciones basicas

Definicién 1.1 (Teoria de Juegos). Area matemdtica que estudia el plateamiento es-
tratégico entre decisores racionales que actian dentro de estructuras formalizadas de

incentivos o juegos [1].

Es usual considerar, desde la 6ptica de la Teoria de Juegos, que los agentes decisores se
comportan de manera racional y estan bien informados [4]. Esto implica que cada agente
conoce las reglas del juego, entiende sus dindmicas e intenta escoger la mejor respuesta
posible de acuerdo a los posibles resultados. Esta suposicion se vuelve fundamental en

uno u otro punto del desarrollo de la Teoria de Juegos, de manera que pueda cumplir
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con su objetivo normativo de dictar qué respuestas son correctas o erréneas ain cuando
un juego sea especialmente complejo o aparezcan situaciones enganosas. Sin embargo,
cabe destacar la falta de consenso por parte los tedricos frente a la necesidad de este
punto. En las distintas situaciones reales que pretende explicar la teoria de juegos no
dejan de aparecer agentes que o no estan bien informados de los mecanismos del juego
0 no parecen escoger sus decisiones de manera racional de acuerdo a sus intereses, y
una parte de las investigaciones también se centra en la manera 6ptima de actuar en un

juego cuando nos enfrentamos a un jugador con estas caracteristicas [2].

Definicion 1.2 (Juego). Problema de decision donde hay varios agentes decisores so-
metidos a incentivos que dependen de la combinacion de decisiones tomadas por todos

los agentes decisores [2].

En general suele atenderse a aquellas situaciones que presenten algin tipo de aspecto
conflictivo, bien se trate una oposicion directa de intereses entre alguno de los decisores;
una situacion en la que aparezcan intereses comunes, pero aparezca el aspecto conflictivo
a la hora de determinar la manera en que se pueda dar la cooperaciéon necesaria para
alcanzarlos; o bien una combinaciéon de ambas situaciones. Formalmente, un aspecto
conflictivo no es indispensable para que una situacién sea atendida por la Teoria de
Juegos su ausencia trivializa el juego|2| y reflejara situaciones carentes de interés que se

evitaran en el presente texto.

Definicién 1.3 (Jugador). Cada uno de los agentes decisores de un juego que actian en
el mismo interpelados por incentivos dependientes del conjunto de decisiones tomadas

por todos los jugadores. En un juego de M jugadores, estos se denotardn usualmente

como J; € J ={J;},.

Para considerar que un juego no sea trivial se hace indispensable a su vez que los
incentivos a los que cada jugador se ve sometido efectivamente varien en funcion de
sus propias decisiones, ademas de las decisiones tomadas por el resto de jugadores.
Formalmente, este requerimiento no es necesario, pero no resulta dificil entender que un
jugador para el que su recompensa en el juego solo depende de las decisiones tomadas
por el resto de decisores podra decidir arbitrariamente sin necesidad de racionalizar

su eleccion. Una situacion de este estilo representa un agente externo que condiciona el
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juego con sus decisiones y que a su vez se ve condicionado por el resultado del juego, pero
no hace referencia al sentido usual de jugador. En este sentido surgiran problematicas
complejas y similares a aquellas en las que uno de los jugadores no se comporte de
manera racional, su anélisis resulta mas complejo y en esta aproximacion a la Teoria de

Juegos estos casos también seran evitados.

Definicion 1.4 (Accion). Cada una de las elecciones o alternativas entre las que puede
decidir un jugador cuando realiza una jugada. Usualmente las definimos como a;; € A,
(o simplemente a; € A;) donde A; representa el conjunto de acciones del jugador J; y el

indice j indica cada una de las acciones de ese conjunto.

Definiciéon 1.5 (Resultados del juego). Cada uno de los distintos modos en que puede
concluir el juego, dependen del conjunto de acciones que efectivamente han ido escogien-
do los jugadores durante el transcurso del mismo. Llevan aparejados ciertos premios o

castigos (los incentivos del juego).

Definicion 1.6 (Pagos). Son aquellos premios o penalizaciones que van aparejados a
cada resultado del jueqo. Son conocidos de antemano por los jugadores y previstos dentro
de las reglas del juego y, en principio, buscan incentivar a los jugadores para buscar la

mejor manera posible de jugar al juego.

Usualmente encontraremos que se habla indistintamente de resultados o pagos pues, al
estar estos conceptos bien relacionados, podremos identificarlos. Esta practica es habitual
al describir multitud de juegos pero debera ser evitada en aquellas situaciones que puedan
dar lugar a confusion (por ejemplo, cuando resultados distintos de un juego den lugar a

los mismos pagos), si esta diferencia fuese relevante para describir el juego.

También cabe aqui subrayar que los pagos encarnan exclusivamente las motivaciones
internas al juego que incentivan a jugar de una manera u otra. Si bien los distintos
juegos pueden entenderse de manera abstracta como objetos matematicos, en general
modelizan situaciones concretas dentro de sistemas mas amplios. En este sentido apare-
cer incentivos externos que invalidan la eficacia del concepto de pago como motivacion
real. Dicho de otro modo, podremos encontrarnos situaciones estratégicas reales que nos

presenten salidas o soluciones satisfactorias cuando se estudian aislando el juego de su
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contexto, pero que dejan de serlo bajo una perspectiva mas amplia. Para atender a esta

problematica tendremos que referirnos al concepto de utilidad (ver capitulo 2).

Definicion 1.7 (Estrategia). Plan completo de actuacion con que cada jugador puede
proponerse jugar una partida, de manera que deja especificadas la accion o acciones
que podrd tomar el jugador en cuestion, en caso de llegar a cada uno de sus posibles
momentos de decision. Usualmente se denotard como s;; € S; (o simplemente s; € S;)
donde S; representa el conjunto de estrategias posibles para el jugador J; y el indice j

indica cada una de las estrategias de ese conjunto.

Una estrategia puede definir inequivocamente la accion concreta que toma el jugador
en cada momento de decision, y en estos casos hablaremos de estrategias puras. Para
evitar ser predecible, con objeto de dificultar a la partida a los rivales o esperando
obtener algin otro beneficio, también es usual en muchos juegos que un jugador opte,
en un determinado momento de decisiéon, entre dos o més acciones posibles con unas
ciertas probabilidades asociadas a estas acciones. Estos planes de juego se calificaran

como estrategias miztas®.

Definiciéon 1.8 (Perfil de estrategias). Conjunto de estrategias, una por cada jugador,

de manera que lleva asociado un resultado del juego.

Como ya hemos reiterado, el resultado de un juego para un jugador no depende
enteramente de su plan de juego entendido como las decisiones que toma, sino de la
combinaciéon de todas las decisiones tomadas por todos los jugadores. La idea de un
perfil de estrategias es recoger los planes de juego de todos los jugadores, de manera
que de seguirse sabemos cual sera el resultado del juego. Por esta razon se vuelve un
concepto clave a la hora de analizar qué estrategias particulares de cada jugador le seran

mas o menos deseables.

Forma dindmica o extensiva y forma estratégica o normal

Son las dos formas més habituales de representar un juego. Ambas formas especifican

jugadores, sus posibles acciones y los pagos que resultan de las combinaciones de acciones.

3Por razones de simplicidad los ejemplos de juego que se presentan en el presente texto trataran con
jugadores que utilizan exclusivamente estrategias puras.
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La forma estratégica se emplea preferiblemente en juegos estaticos -donde cada juga-
dor decide bien simultaAneamente al resto, bien sin conocer las decisiones que han tomado
sus rivales- y representa el juego de manera mas compacta (usualmente en forma de ta-

bla) centrando su énfasis en las estrategias que podria plantearse cada jugador.

La forma extensiva es ideal para representar juegos dindmicos -donde cada jugador
responde a informacién que aportan las acciones anteriores de sus rivales- dado que,
ademés de recoger la informaciéon que se aporta con la forma estratégica, especifica las
posibles acciones en forma de distintos caminos de un arbol o grafo dirigido, de manera

que queda claramente reflejada la estructura secuencial del juego.

Es claramente més adecuado utilizar una u otra representaciéon en funcion del juego a
representar, pero debemos subrayar que ambas formas son aplicables a cualquier juego.
Cuando representamos un juego estatico en forma extensiva esta representacion recogera
toda la informacion necesaria acerca del juego, y simplemente tendremos en cuenta que
la aparente secuencialidad que aporta el drbol no es tal sino que toda decisién en el
juego se toma simultaneamente o desconociendo las decisiones tomadas por los demés
jugadores. Cuando representamos un juego dinamico en forma normal, entenderemos
qué pagos recibira cada jugador en funcion de las posibles combinaciones de estrategias
que se sigan y simplemente omitimos la descripciéon de secuencialidad inherente a este

tipo de juegos.

1.3. Pares o nones

Pares o nones es un clasico juego para dos jugadores que en adelante llamaremos J1
y J2. Una variante del juego consiste en que uno de los jugadores elige pares y el otro
nones y a continuaciéon muestran a la vez -a la voz de ";Uno, dos y tres!" tipicamente-
su mano con ninguno, uno o varios dedos extendidos. Si el total de dedos extendidos es

par, ganara el jugador que eligi6 pares, y viceversa.

En nuestro caso J1 se decide por los pares, J2 por tanto escoge nones, y deciden
jugarse un euro cada uno. Este es un tipo de juego estatico que podemos expresar en

forma estratégica con la siguiente tabla.
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12

(1] 1 2 3 4 ]
0]L,.-1 -1,11,-1 -1,11,-1 -1,1]
1 -1,11,-1 -1,11,-1 -1,11,-1

1] 21,-1 -1,11,-1 -1,11,-1 -1,1
3
4
3

1,1 1,-1 1,1 1,-1 1,1 1,-1
1-1 1,1 1,-1 1,1 1,-1 1,1
1,1 1,-1 1,1 1,-1 1,1 1,-1

Figura 1.3: Representacion en forma estratégica

Aqui vemos cémo las 6 estrategias disponibles en el juego para cada jugador -mostrar
de ninguno hasta cinco dedos- etiquetan una fila o columna, atendiendo a si la decision
corresponde a J1 o J2. Cada casilla central en la tabla representa por tanto un resultado
del juego derivado de la interseccion entre dos estrategias -una por cada jugador- y en
ella aparecen ordenadamente los pagos que recibe en cada caso J1 y J2. Es claro que los
jugadores son

J={J, Lo}

y sus acciones son el nimero de dedos que muestran

A1 = {all = 0,@21 = 17 sy g1 = 5}

AQ - {alg == 0,@22 = ]_, ceey Qgg = 5}

Cuando entre ambos jugadores no muestran ningin dedo entendemos que estamos
ante un nimero par de dedos extendidos y, por tanto, la matriz de pagos nos indica

(1,—1) en referencia a que J1 ganara 1 euro y J2 perdera 1 euro.

En ejemplos de este estilo es conveniente identificar que las acciones en que J1 saca
un nimero par de dedos -a;; = 0,a31 = 2,a51 = 4- dan lugar a los mismos pagos
frente a una misma acciéon de J2, por lo que son acciones indistinguibles a efectos del
juego. También se da esta situacion cuando el nimero de dedos es impar, y podemos
razonar analogamente para J2. Tomado esto en cuenta podremos expresar nuestro juego

de manera mas reducida.
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N
nle |11 1,1
N 1,1 1,-1

Figura 1.4: Pares o nones

Esta serfa una representacion ideal del juego. Vemos que con esta forma, mas com-

pacta, los conjuntos de acciones son
Ay ={P,N}

AQZ{P>N}

donde P y N representan un niimero de dedos par o impar para J1 y para J2. Como ade-
més cada jugador s6lo tiene un momento de decisién, los conjuntos de acciones coinciden

con los conjuntos de estrategias

51:{511:P,321:N}

522{812213,822:]\7}

Hay, por tanto, cuatro perfiles de estrategias ((s11, s12) = (P, P), (821, $12) = (IV, P),
(811, 822) = (P, N) y (821, S22) = (N, N)) representados en la forma estratégica por cada
una de las casillas de la matriz. Cada uno lleva asociado un resultado del juego. Podemos
expresar los pagos que recibe el jugador J; como funcién utilidad u;* de estos perfiles de
estrategias, de manera que uy(P, P) = L,u;(N,P) = —1,u1(P,N) = =1y w3 (N, N) =1
para J1, y de igual manera para J2.

Como Pares o nones es un juego estatico, la representacion estratégica es la més

correcta. El juego también queda perfectamente descrito en forma extensiva, toda vez

aclaremos que el arbol de decisién no esta representando una secuencialidad.

4Trataremos con el debido rigor estas funciones en el capitulo 2
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Figura 1.5: Pares o nones en forma extensiva

Los vértices del arbol identifican cada momento de decisiéon y, por tanto, pertenecen a
uno u otro jugador. Los llamaremos nodos de decision, y de ellos parten aristas dirigidas
que representan las posibles acciones que puede tomar el jugador. Los vértices finales
no son nodos de decisiéon sino que identifican los posibles resultados de juego, y en ellos
representamos los pagos asociados a estos resultados. Cuando dos nodos pertenecientes
a un mismo jugador aparecen ligados representamos que ambos nodos estan en el mismo
conjunto de informacion y’, por tanto, el jugador no sabe discernir en cual de ellos

efectivamente se encuentra.

La diferencia entre pagos y resultados del juego se hace clara si suponemos que nues-
tros jugadores decidiesen jugar una nueva partida pero esta vez arriesgando la cantidad
de 5 euros en lugar de s6lo 1. Los posibles resultados del juego -asi como la estructura del
juego- atin serian los mismos que en el caso anterior, pero es claro que los pagos del nuevo
juego habrian cambiado. En estos casos, donde el incentivo es una cantidad de dinero,
es sencillo determinar el valor de los pagos identificaindolos con la cantidad ganada o
perdida, pero atn cabria matizar el concepto de pagos cuando éste no sea el caso. ;Qué
ocurre cuando un matrimonio trata de decidir entre dos peliculas de la cartelera para
una cita roméantica jugando a pares o nones? Evidentemente, el pago para el ganador
consiste en poder escoger la pelicula, pero seria aconsejable que mostrase consideraciéon

para con las preferencias de su pareja si no quiere tener posteriores problemas maritales.

Cuantificar el valor de las posibles soluciones de un juego no siempre resulta trivial,
pero la realidad es que asignar valores numéricos a los distintos pagos se torna crucial

para aplicar métodos analiticos que permitan optimizar la toma de decisiones estraté-
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gicas en multitud de juegos. Para afrontar este reto resulta fundamental el concepto de

utilidad.

TFG 26



Capitulo 2

Utilidad

La Teoria de la Utilidad es una rama de la Teoria de Juegos que aparece cuando,
tomando en consideracion que los pagos en multitud de juegos no resultan trivialmente
cuantificables, nos proponemos asignar para cada posible resultado de un juego, y para
cada jugador, un nimero real, de manera que queden ordenadas las preferencias de cada
jugador por uno u otro resultado. La soluciéon que aporta a esta cuestién consiste en

definir una funcién de utilidad, y en adelante este concepto sustituira al de pago.

Ejemplo (La merienda). En general, las funciones de utilidad no seran tnicas. Suponga-
mos que los diferentes pagos para los tres posibles resultados de un juego al que juega
un nino con su hermano mayor consisten en la manzana, la naranja o la pera que podra
merendar. Cuando se le pregunta, el nifio dice preferir la manzana a la naranja y la
naranja a la pera. Una posible funcion utilidad consistiria en asignar los valores 2, 1, y 0
a cada fruta. Sin embargo, también serd una funcion utilidad la que resulte de duplicar
los valores de la funcion utilidad inicial, o de valorarlas con las cantidades 3, 2 y 1...
Una funcion utilidad busca poder ordenar y comparar distintos resultados, y usualmente

encontraremos distintas funciones que cumplan este cometido.

La problematica principal en Teoria de la Utilidad aparece en aquellos casos donde
las preferencias del jugador carezcan de consistencia interna. En nuestro ejemplo, el nino
prefiere merendar la manzana a la naranja y también dice querer antes la naranja que
la pera. Si al tener que escoger entre la pera y la manzana le gustase méas la pera, no

parece razonable encontrar una funcion de utilidad que refleje tales preferencias. Las
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preferencias del nino, en este caso, se diran intransitivas. So6lo podremos determinar

funciones de utilidad sobre unas preferencias cuando estas cumplan ciertos requisitos.

En este capitulo desarrollaremos los conceptos basicos de la Teoria de Utilidad. Uno
de los principales objetivos de la Teoria de Juegos consiste en orientar al jugador acerca
de qué maneras de jugar le resultan méas beneficiosas. Las funciones utilidad son un
elemento clave en este cometido ya que en general los diferentes mecanismos de anélisis

proponen estrategias con el objetivo de maximizar dichas funciones.

2.1. Utilidad ordinal

La utilidad ordinal es una de las posibles funciones utilidad mas sencillas, se limita
a ordenar preferencias asignando a cada una un ntmero real, sin asignarle valor a las
diferencias entre los distintos valores. Para poder definirla tendremos que exigir que las

preferencias sean racionales.

2.1.1. Relacién de preferencia

La disposicion de un jugador a preferir o no unos resultados del juego frente a otros

viene recogida formalmente bajo el siguiente concepto.

Definicién 2.1 (Relacion de preferencia, ). Sea X un conjunto de alternativas mutua-
mente excluyentes entre las que debe escoger un jugador. Llamamos relacion de prefe-
rencia a una relacion binaria en X que denotaremos = de manera que Vr,y € X,z =y

recoge que x es preferido o indiferente a .

A partir de una relaciéon de preferencia es natural definir otras dos relaciones.

Definicién 2.2 (Relacion de preferencia estricta, >). Sea X un conjunto de alternativas
mutuamente excluyentes entre las que debe escoger un jugador. Llamamos relacion de
preferencia estricta a una relacion binaria en X que denotaremos = de manera que

T=YS T =Y, pero no y = T.
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Definicion 2.3 (Relacion de indiferencia, ~). Sea X un conjunto de alternativas mu-
tuamente excluyentes entre las que debe escoger un jugador. Llamamos relacion de indi-
ferencia a una relacion binaria en X que denotaremos ~ de manera que x ~ y < x > v,

asi como y = x

Para que una relaciéon de preferencia entre distintas alternativas se diga racional debe
contemplar cualquier posible comparacion entre alternativas, y estas comparaciones han

de ser transitivas.

Definicion 2.4 (Relacion de preferencia racional). La relacion de preferencia = definida

en X se dice racional si verifica:

1. Completitud: Vx,y € X;x =y o bieny > x (0 ambas)

2. Transitividad: Vx,y,z € X tal que x = y,y = z=>x = 2

2.1.2. Funcion de utilidad ordinal

Cuando las relaciones de preferencia de un jugador sobre los posibles resultados del
juego sean racionales en el sentido anterior, podremos ordenarlas y asignar a cada resul-
tado del juego un nimero real, de modo que resultados méas deseados tengan asignado
un nimero mayor que otros resultados menos deseados. Cualquier funciéon que asigna
a cada resultado o pago en el juego este nimero real respetando las preferencias del
jugador la llamaremos funcion de utilidad del jugador sobre sus posibles resultados del
juego o simplemente utilidad. Una funcién utilidad permitird ordenar de manera natu-
ral pagos y resultados que en principio no tendrian porque ser facilmente cuantificables

o comparables.

Definicion 2.5 (Utilidad). Sea X el conjunto de pagos asociados a los distintos resulta-
dos del juego posibles para el jugador Ji, llamamos utilidad que representa la relacion

de preferencia = a una funcion U; : X — R tal que Va,y € X;x =y < U(z) > U;(y)

La primera consideraciéon que cabe resaltar es que una funcién utilidad se define no
solo para el conjunto de resultados de un juego sino también para cada jugador in-

dividualmente. En este sentido, la utilidad no refleja un posible valor objetivo y total
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inherente a cada resultado del juego sino que recoge el valor subjetivo con que cada juga-
dor entiende estos resultados, de manera que pueden surgir situaciones donde jugadores
distintos puedan tener preferencias distintas sobre un mismo conjunto de resultados.

Serd necesario construir una funciéon utilidad para cada jugador.

Definicion 2.6 (Utilidad ordinal). Una funcion utilidad U; : X — R se dice ordinal si

cumple:
1.x~y&s U =U(y)
2. x =y U(r)>U(y)

En general, pretendemos que una utilidad ordene las distintas preferencias de un juga-
dor del modo més minucioso posible, y en adelante restringimos la discusion a utilidades
ordinales atn sin especificar tal calificativo. Conceptos aiin mas avanzados de utilidad
podran permitirnos establecer cuan intensa es la preferencia de una opcién frente a otras.
Una funcion utilidad ordinal nos permite por tanto decir si un resultado del juego es
0 no mas beneficioso que otro, pero no tendrian sentido afirmaciones del estilo "este

resultado es tres veces mas deseable que ese otro".

Evidentemente la utilidad ordinal no es tinica. Si U fuese una funcién utilidad de un
jugador que refleja sus preferencias =, cualquier V=f(U) sera otra utilidad ordinal que

refleje la relacion >~ siempre que f : R — R sea estrictamente creciente.

Ejemplo (La merienda). Volvamos al juego en que un nifo escoge entre X = {M, N, P},
donde cada letra representa merendar una manzana, una naranja o una pera. Se tenia
que M = N> P.U: X — R con UM)=3, UN)=2, U(P)=1 es una posible funcion
utilidad, pero también U®, eV, U 42 son funciones utilidad compatibles con dicha relaciéon
de preferencia. Llamaremos utilidad normalizada a aquellas funciones utilidad que
asignen utilidad 0 a la opcion menos preferida y 1 a la mejor, como podria ser (U —1)/2

en este caso.

Habiamos dicho que las preferencias han de tener la calificacion de racionales para

poder construir estas funciones.

Proposicion 2.1. Es condicion necesaria que la relacion de preferencia > sea racional

para que admita una funcion utilidad.
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Demostracion. Sea U una funcion utilidad compatible con la relacion de preferencia =,

ésta tdltima ha de cumplir:

1. Completitud: Va,y € X;U(z),U(y) € R. Como R es un conjunto bien ordenado,
se cumple que U(x) > U(y) o bien que U(y) > U(x). Por definicion de utilidad,

esto implica respectivamente que x = y o bien que y >~ x.

2. Transitividad: Sean x,y,z € X. Supongamos que x > y,y = 2z, y veamos que
Tz

rryeU) >U(y)
yzzeUy) 2U(Z)

Como R es un conjunto bien ordenado, en particular su relacién de orden es tran-

sitiva y por tanto U(z) > U(z) = = = z.
[

En general el reciproco no es cierto, es decir, no toda relacion de preferencia racional

admite una funcién utilidad.

Ejemplo (Relacion de preferencia lexicografica). Sea X = {(x1,12) € R* : 11 > 0,29 > 0,

podemos definir en X la relacién de preferencia lexicografica:

! "

(x1,22) = (y1,y2) < "1 >y " obien "z =y y 22 = Yo

El nombre de esta relacion de preferencia se deriva de la manera de ordenar las pala-
bras en un diccionario. Esta relacion es racional (es completa ya que cualesquiera dos
combinaciones de letras son comparables y transitiva porque bajo esta relacion cualquier
conjunto de combinaciones de letras conforma un conjunto bien ordenado) y sin embargo

no admite una funcion utilidad (ver [3]).

Cuando las preferencias se tomen sobre un conjunto finito, la condicion de racionalidad

serd, ademas de necesaria, suficiente.

Teorema 2.1 (Teorema de existencia y unicidad de la utilidad ordinal). Sea X finito y

sean las preferencias = sobre X racionales -completas y transitivas- entonces existe una
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funcion utilidad U : X — R compatible con tales preferencias (U(x) > U(y) < = = y).
Clualquier otra funcion utilidad V compatible con > es funcion estrictamente creciente

de U (V = f(U) con f:R — R estrictamente creciente).

Demostracion.

1. Supongamos en este primer paso que no hay relacion de indiferencia entre ningtn
par de elementos de X. Entre cualesquiera de los N elementos de X existe una

relacion de preferencia estricta hacia alguno de ellos que permite el orden

X = {[L’l, ...,ﬂfN}

de modo que cumplan

TN ™ ... =T

Definimos una funciéon utilidad U(z;) = ,Vi € {1, ..., N} compatible con la prefe-
rencia >~ :

T -z 1> e Ur) > U(x)

Si V fuese otra funcion utilidad compatible con la relacién de preferencia, cumpliria

YV, % T Ty >~ Tj= Ty = Tj <= V(QCZ) > V(.I'])

Asi,
V(l‘l) > V(l’j) 1>

y podemos definir

V(z) = f(U(z)) Ve € X

donde f: {1,..., N} = R, siendo f(i) = V(z;) estrictamente creciente ya que

1> = f) =V(z:) > f(j) = V(z;) Vi, j € {1,..., N} con i # j

2. En el caso general (donde si pueden aparecer relaciones de indiferencia entre los ele-

mentos de X) tomamos un representante para cada clase de elementos indiferentes
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entre si:

x1, .., T € X con x> ... = x1 t.q. Ve € X, i € {1,....,k} con z ~ x;

Definimos U(z) = U(x;) = i una funcién utilidad compatible con la preferencia >.

Ve,yc Xconz=y=x>y, oblenx~y=a~x; =y ~z;

por lo que

Ulx)=i>U(y) =j

Sea V cualquier otra funcion utilidad compatible con > se cumple que

Viz) = V() =2 V(y) = V()

yaque V(z)=V(y)siz~yy V(z)>V(y) siz>y.
Sea x € X con x ~ z; podremos expresar V(x) =V (z;) = f(U(z;)) = f(i) donde

f A1, ..., k} — R es estrictamente creciente ya que

P> =z - xp= Vi) > Vi) = fi) > f())

]

Otra de las situaciones en que podemos asegurar la existencia de una funcién utilidad
ordinal es para el caso de un tipo de conjuntos particular que llamaremos conjunto de
bienes de consumo para un nimero finito de bienes o simplemente conjunto de bienes
de consumo, y siempre que la relaciéon de preferencia particular que pretende reflejar

dicha funcion utilidad sea racional y ademas continua.

Definicion 2.7 (Conjunto de bienes de consumo). Lliamamos conjunto de bienes de

consumo a cualquier conjunto X = {(x1,...,z,) € R" 1 2; > 0Vi € {1,...,n} con n € N}

Es evidente que los conjuntos de consumo no son necesariamente conjuntos finitos.
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Usualmente representan cantidades de n bienes distintos disponibles en un estudio eco-

noémico del mercado, una de las grandes areas de aplicacion de la teoria de juegos.

Definicion 2.8 (Continuidad de ). Decimos que = es continua si se mantiene en el
paso al limite. Esto se cumple si:
V{(z",y") 2" =y "}, = o= lim 2" = y = lim y"
n—oo n—oo
Teorema 2.2. Sea X = {(z1,...,2,) € R*" : 2; > 0Vi € {1,...,n} conn € N} un
conjunto de bienes de consumo y sea = una relacion de preferencia racional y continua

de un agente sobre X; existe una funcion utilidad ordinal continua U(xy,...,z,) que

representa = 1.

2.2. Utilidad de Von Neumann-Morgenstern

La funcion utilidad ordinal es una herramienta fundamental en el anélisis de muchos
juegos al ordenar inequivocamente las preferencias entre distintos pares de resultados,
pero esta informacion sera insuficiente cuando nos encontremos en contextos de riesgo.
El problema radica en que las utilidades ordinales ayudan a determinar las posibles
elecciones de un jugador entre una serie de alternativas u opciones puras -ciertas y
seguras- pero no son muy utiles para orientar acerca de loterfas o distribuciones de

probabilidad sobre estas alternativas puras.

Ejemplo (La merienda). Volvamos al juego en que un nino escoge entre X = {M, N, P},
donde cada letra representa merendar una manzana, una naranja o una pera. El nino
dice que prefiere claramente la manzana a las otras dos frutas, y que claramente la que

menos desea es la pera.

La estructura del juego le permite decidir entre merendar con seguridad una naranja
o jugar a pares o nones. Si decide jugar y gana, merendard la manzana, pero si pierde

tendra que merendar la pera.

Atin asumiendo que tiene las mismas probabilidades de ganar o perder jugando a pares

I'Todos los teoremas que en el presente texto se enuncien sin demostracién pueden encontrarse
demostrados en [3].
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o nones, la funciéon utilidad ordinal que le habiamos asignado es claramente insuficiente
para resolver este caso: aunque esta utilidad ordena sus opciones, nada nos dice acerca
de cuanto méas desea una manzana frente a las otras dos frutas, si disfruta con las
tres, si detesta tanto la naranja como la pera o, por el contrario, si estaria conforme
con una manzana O una naranja, pero no le gustan para nada las peras. Estas son
consideraciones a las que la utilidad ordinal no da respuesta, pero que, evidentemente,

marcaran el razonamiento que subyace en su decision.

La mas sencilla de las funciones utilidad que si dan lugar a una respuesta en este
tipo de casos es la llamada utilidad de Von Neumann-Morgenstern. Aunque se
puede extender su definicion a un caso infinito mas general, en el presente texto vamos
a aplicarla, por motivos de simplicidad, sobre X = {xy,...,z,} un conjunto finito de

alternativas en un contexto de riesgo.

2.2.1. Loterias

Los contextos de riesgo hacen referencia a aquellas situaciones donde las distintas
acciones de un juego no dan lugar a resultados puros - ciertos y seguros - sino a distintas
distribuciones de probabilidad asociadas a estos resultados puros, y se introducen en

nuestro formalismo matematico tramite el concepto de loterias.

Definiciéon 2.9 (Loteria simple). Una loteria simple en X = {x1,...,x,}, un conjunto

finito, es una distribucion de probabilidad en X. L es una loteria simple de X si
L=A{(p1,....,pn) ER":p; >0Vie{l,..,n} Zpi =1}
i=1

donde p; representa la probabilidad de que ocurra el resultado x;.

Es evidente que podemos asociar opciones puras a loterias degeneradas en una sola
alternativa, de modo que en adelante tendra sentido hablar del concepto de loterias atin

en situaciones del juego con resultados ciertos y seguros.

Definiciéon 2.10 (Valor esperado). Sea X = {x1,...,x,} un conjunto de valores numé-
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ricos, llamamos valor esperado de una loteria L = (p1, ..., pn) al valor numérico

E(L) =x1p1 + ... + Tupn

El valor esperado sera un concepto clave a la hora de encontrar soluciones 6ptimas y
alguno de los métodos maés sencillos para analizar las mejores acciones proceden sin mas

que intentar maximizar dicho valor esperado.

FEjemplo (La merienda). Volvamos al juego en que un nifo escoge entre X = {M, N, P},
donde cada letra representa merendar una manzana, una naranja o una pera. La estruc-
tura del juego le lleva al punto donde puede decidir entre merendar con seguridad una
naranja o jugar a pares o nones. Si decide jugar y gana, merendara la manzana, pero
si pierde tendra que merendar la pera. Asumiendo que tiene la misma probabilidad de
ganar y perder si juega a pares o nones, la loteria degenerada L; = (0,1,0) representa
el resultado puro dado por la situacién en que escoge directamente la naranja mientras
que Ly = (1/2,0,1/2) refleja la situacion en que decide probar suerte. Sin embargo, atn
no sabemos que pesos -valor numérico asociado a cada resultado- son adecuados para
describir X y por tanto no podremos asociar ain el valor esperado del juego para cada

una de sus dos opciones.

Los valores de una funciéon utilidad ordinal, que se limitan a ordenar opciones, no
serviran para obtener un valor esperado satisfactorio. Como ya hemos adelantado, la
utilidad de Von Neumann-Morgenstern sera la méas sencilla que responda a esta necesidad
pero, antes de hacerla aparecer, tendremos que matizar el concepto de preferencia >

cuando se da sobre un conjunto de loterias.

Ademas es claro que en multitud de juegos -especialmente en juegos iterados- las ac-
ciones no se toman tnicamente sobre opciones o resultados puros ni tan siquiera sobre
loterias asociadas a resultados puros, sino también sobre loterias asociadas a otras lote-
rias mas sencillas. Esta forma mas general de loterias sobre otras loterias seran llamadas

loterias compuestas.

Definicién 2.11 (Loteria compuesta). Dadas m loterias simples L; = (pl,...,pl) en
X = A{z1,....,x,} un conjunto finito con j € {1,....,m} y dada una distribucion de pro-

babilidad (A1, ..., A\p)(con \; > 0Vi € {1,...,m} y con D" \; = 1). Llamamos loteria
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compuesta a (Ly, ..., Liyy; M, ...y Ap) donde \; representa la probabilidad de obtener la lo-
teria simple L; y p{ representa la probabilidad de obtener el suceso x; € X de acuerdo

con la distribucion de probabilidad dada por la loteria simple L;.

De aqui en adelante hablaremos tnicamente de loterias simples, ya que para cual-
quier loteria compuesta existe una loteria simple que genera la misma distribucion de

probabilidad sobre los resultados de X.

Proposicion 2.2. Toda loteria compuesta (Ly, ..., Ly; A1, ..., ) sobre X se corresponde
con una loteria simple L = (p1, ..., pn) sobre X en el sentido que ambas generan la misma

distribucion de probabilidad sobre los resultados que constituyen X.

Demostracion. Definimos
pi = Mp; o Ap Vi€ {1,...,n}

Entendiendo que el jugador se interesa inicamente por la distribucion dltima de proba-
bilidades sobre X, de manera que dos loterias (simples o compuestas) distintas se toman
como idénticas siempre que generen la misma distribuciéon de probabilidad sobre los

resultados que conforman X, podemos obtener la siguiente loteria simple equivalente:
L= (p17 7pn) = )\1[/1 + ...+ >\mLm = (Ll, 7Lm: )\1, ceey )\m)

Es inmediato comprobar que efectivamente es una loteria simple que genera la misma

distribucién de probabilidad sobre los resultados de X que la loteria compuesta. O

Ejemplo (La merienda). Volviendo al juego anterior, recordamos que la loterfa L; =
(0,1,0) representa la situacion en que escoge directamente la naranja, mientras que

Ly =(1/2,0,1/2) refleja la situacion en que decide probar suerte.

Una vez a la semana, el nino asegura la naranja. El resto de dias arriesga su elecciéon
decidiendo jugar.

El juego viene descrito por la loteria compuesta (Lq, Lo; A1, A2) = ((0,1,0),(1/2,0,1/2);1/7,6/7)
que se traduce de manera natural en la loteria simple L = LA\ + LaAg = 1/7(0,1,0) +

6/7(1/2,0,1/2) = (3/7,1/7,3/7) donde queda reflejado perfectamente que un dia a la
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semana -1/7- merendara naranja y que de media los otros seis dias -6/7 repartira su

merienda a partes iguales -3/7 entre peras y manzanas.

2.2.2. Relaciéon de preferencia sobre un conjunto de loterias

Tomando en consideracion X = {1, ..., z,} llamamos

Lx ={(p1,..pa) ER" :p; 2 0Vi € {1,..,n}; > p; =1}
i=1

al conjunto de las loterias simples sobre X. En este sentido, describimos la relacion de
preferencia > sobre Lx de manera idéntica a como considerdbamos las preferencias >
sobre X en la seccion anterior, y extendemos de manera natural la notaciéon de racional
-completa y transitiva- para cualquier relacion de preferencia > sobre Lx. Tenemos sin

embargo que matizar la condicién de continuidad en este nuevo caso.

Definicién 2.12 (Continuidad). = sobre Lx se dice continua si VYL,L',L" € Lx ;
tanto {\ € [0,1] : (L, L";\,1 = X) = L"} como {\ € [0,1] : L" = (L,L’;\,1 — \)} son

conjuntos cerrados.

En este sentido la continuidad de > sobre Ly viene a asegurar que pequenos cambios
en la distribucion de probabilidades que recogen dos loterias simples no produce cambios

en el orden de preferencia entre las dos loterias.

Definicién 2.13 (Axioma de independencia). = sobre Ly verifica el axioma de inde-

pendencia si VL, L', L" € Lx;V\ € (0,1) se tiene que :

L=L < (L,L;A\1—X) = (L,L";\,1—))

El axioma de independencia nos permite asegurar que, cuando se verifica, los jugadores
son indiferentes al riesgo: no les importa escoger opciones puras o loterias para alcanzar

sus deseos mas alla de razonar en base a las leyes probabilisticas pertinentes.
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2.2.3. Utilidad de Von Neumann-Morgenstern

Definicion 2.14 (Utilidad de Von Neumann-Morgenstern). Se dice que una funcion
utilidad U : Lx — R es una funcion utilidad esperada de Von Neumann-Morgenstern,
o simplemente utilidad VNM, si existen n numeros uq, ..., u, asociados a los resultados
T1, ..., Ty que conforman X tales que, para cualquier loteria L = (py1,...,pn) € Lx, se
cumple

U(L) =uipy + ... + unpp

Cuando encontremos una utilidad VNM, podremos comparar la utilidad de distintos
resultados asociados a contextos de riesgo o incertidumbre. En este sentido supone una

superacion del concepto de utilidad ordinal.

A continuaciéon presentamos sin demostracion dos resultados importantes acerca de
estas funciones VNM. El primero de ellos nos da una condicién necesaria y suficiente
para identificar si cualquier funcién de Lx en R es una utilidad VNM. El segundo nos

asegura su unicidad salvo transformacion afin positiva.

Proposiciéon 2.3 (Caracterizacion de una utilidad VNM). Una funcion utilidad U :
Lx — R es VNM si y solo si VLy,...,Ly € Lx,Y\1,...;\; € [0,1] con Zle A= 1 se

cumple
k k
U ML) => NU(L)
=1 =1

Proposiciéon 2.4 (Unicidad de la utilidad VNM). U,V : Lx — R son dos utilidades

VNM correspondientes a la relacion de preferencia = sobre Lx si y sdlo si
da,b € Rcona>0:V(L)=aU(L)+b,VL € Lx

Nota 1 (Notacion sobre resultados puros). Si revisamos la definicion de utilidad VNM
comprobaremos que estamos asociando unos numeros nameros q, ..., u, asociados a los
resultados x1,...,x, que conforman X, y poder determinar estos ntimeros sera clave
para definir una utilidad VNM. Su significado es analogo al del pago asociado a cada
resultado puro del juego y, cuando estos pagos son cantidades monetarias, es usual tomar

directamente esos valores. También se pueden entender como el valor esperado de una
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funcion utilidad VNM, U, para una loteria degenerada L’ -donde L* consiste en obtener

la opcién x; con seguridad-. Asi
u; = U(LY)YVi € {1,....,n} con L' = (0,...,0,1,0,...,0) € Lx
De esta manera podemos definir la funcion
u: X — R con u(w;) = u; = U(LY)
y asi, toda utilidad VNM U cumple que
VL = (p1,...,pn) € Lx; U(L) = zn:]?z’ui
i=1

lo que simplificar& nuestra notacién.

Sera interesante conocer bajo qué condiciones podemos asegurarnos encontrar una

utilidad VNM.

Teorema 2.3 (Teorema de la utilidad esperada). Sea = wuna relacion de preferencia
sobre Lx racional, continua y que verifica el axioma de independencia, entonces admite

una funcion utilidad esperada de Von Neumann-Morgenstern.

Es decir, existen los valores reales w4, ..., u,, tales que:

VLv L/ € LX7L - (plu "'7pn) i L, = (p/17 7p:1,) And ZPZUJ(I"L) i Zp;u(xl>
i=1 =1

2.3. Comentarios generales sobre las funciones utili-

dad

En general, podemos seguir buscando funciones utilidad atin mas refinadas que per-
mitan mas formas de comparacion entre distintos resultados, y decimos que determinan
distintas escalas. La escala ordinal es la que define la utilidad ordinal y, de acuerdo

con ella, hemos visto que tienen sentido frases del tipo "A es méas valorado que B" pero
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no otras afirmaciones del tipo "A es el doble de valioso que B". Decimos que la utilidad
ordinal es insuficiente para trabajar con ciertas situaciones puesto que restringirnos ex-
clusivamente a ordenar resultados del juego genera una serie de inconvenientes cuando
nos encontramos en contextos de riesgo. Una utilidad VNM es resolutiva en estos contex-
tos porque determina una escala cardinal-intervalo que ademés de las afirmaciones
que permite cualquier escala ordinal también dota de sentido frases como "la diferencia
de temperatura entre A y B es el doble que entre C y D". Atin no podemos afirmar que
"la temperatura de A es el doble que la temperatura de B" debido a que su unicidad
no es estricta, sino que se tiene salvo transformacion afin. Es claro que ain no dota
de un sentido univoco a los distintos pesos numéricos uy, ..., u, (puesto que podemos
determinar otros v; = au; + b, ...,v, = au, + b que definen una utilidad VNM valida

para la misma relacion de preferencia ).

La teoria de utilidad desarrolla también funciones mas refinadas. Las que si permiten
otorgar a cada resultado un valor o peso sin especificar la unidad de medida dotan de
sentido a frases como "A pesa el doble de B", aunque atin no a otras como "A pesa tres
unidades més que B". En este caso estaremos hablando de una escala cardinal-ratio,

que incorpora las caracteristicas de las dos escalas anteriores y las amplia.

La escala méas general seré la escala cardinal absoluta. Funciona como una escala
cardinal-ratio en la que si se especifica la unidad de medida concreta, de manera que
cualquiera de las frases anteriores -incluida "A pesa tres unidades més que B"- tiene

sentido.

Es habitual que los pagos de un juego consistan en distintas cantidades de dinero, y
cuando todas estas cantidades sean medidas bajo una misma moneda (no sirve si unas
cantidades las medimos en euros y otras en dodlares) es natural tomar estos valores como
valor numérico de las utilidades de cada resultado puro del juego, porque constituiran
utilidades que funcionan en escala cardinal absoluta. Cabe recordar que el sentido de
definir funciones utilidad radica precisamente en aquellas situaciones donde no sea obvio
cuantificar el valor de los distintos resultados, o no sea obvio el grado de satisfaccion
que estos efectivamente produzcan en cada jugador. Para encontrar una funcion utilidad
satisfactoria, que determine una escala cardinal absoluta, tendremos que exigir que las

preferencias del jugador sobre los distintos resultados sean suficientemente consistentes.
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Nota 2 (Condiciones de consistencia para una utilidad de escala cardinal-absoluta).

. Todos los resultados son comparables: La comparacién entre dos resultados debe

dar lugar bien a una preferencia estricta > de uno de ellos frente al otro, bien a

una indiferencia ~.

. Las preferencias e indiferencias han de ser transitivas.

. La sustitucion en una loteria de cualquier resultado por otro que un jugador con-

sidera indiferente le resulta indiferente.

. El jugador se arriesga siempre que las oportunidades que se ofrezcan sean sufi-

cientemente buenas: Sean los tres resultados del juego X = {A, B, C'} cumpliendo
A = B > C'y sea una loteria L(p) = (p,0,1 — p) que asigna probabilidad p al
resultado A y probabilidad 1 — p al resultado C, es claro que cuando p = 1(p = 0)
entonces L(1) = LA = LB(LP = L(0) = LY). Esta condicién exige que exista un
valor k € (0,1) tal que L(k) ~ L? de manera que L(p) = L” cuando p > k y
LB = L(p) cuando k > p.

Cuanto mayor sea la probabilidad de conseguir el resultado més preferido, més

deseada serd la loteria.

. Los jugadores son indiferentes al riesgo: la actitud del jugador al escoger entre

dos loterias viene determinado exclusivamente por los resultados finales posibles y
las probabilidades de obtenerlos de acuerdo con las leyes matematicas oportunas,

independientemente del mecanismo por el que se puedan obtener dichos resultados.

Cuando queremos construir una funcion utilidad de escala cardinal absoluta para una

jugador que puede obtener un conjunto finito de resultados X = {x1, ..., z,} que no son

trivialmente cuantificables podemos proceder preguntando directamente al jugador por

sus preferencias. En el supuesto de que estas preferencias sean consistentes, se le pide

escoger entre los distintos resultados para primero ordenarlos. Se contintia presentandole

elecciones entre distintas loterias sobre esos resultados hasta que podamos determinar

los valores uq, ..., u, que reflejen estas preferencias en escala ordinal absoluta.
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No podremos adoptar esta postura cuando el conjunto de resultados posibles no sea
finito,no serén sencillos de tratar bajo la 6ptica de la Teoria de Juegos. Si cabe tra-
tar juegos con un conjunto infinito de resultados posibles cuando su cuantificacion sea
més directa (como es el caso de situaciones econémicas en que los pagos consistan en

cantidades de dinero).

Otro de los problemas que enfrenta la teoria de la utilidad es el de conseguir hacerse
cargo de las preferencias que verdaderamente se deducen de las acciones de los jugadores,
ya que en multitud de ocasiones estas no seran consistentes. Cuando nos topamos con
preferencias verdaderamente intransitivas (como elegir una pera antes que una manzana,
una manzana antes que un platano y un platano antes que una pera) no encontraremos
solucion. Afortunadamente, estas situaciones son poco habituales. Si son comunes in-
transitividades sutiles en situaciones donde las distintas alternativas parecen tener un

valor similar pero el jugador escoge unas y no otras de manera caprichosa.

Por ejemplo el jugador promedio actuard en sus jugadas atendiendo a factores de
aparente irrelevancia: es usual que la cantidad de apuestas en una mesa de poker sea

mayor cuanto mas calido, distendido y acogedor sea el ambiente para los jugadores.

Las preferencias de cada individuo, ademas, no son estaticas a lo largo del tiempo:
un mismo deportista seguramente no valore igual un vaso de agua al despertarse por la
manana en su casa, que cuando lleva varias horas corriendo por el monte con su botellin

vacio.

Que el contexto del juego afecte a nuestras decisiones también es muy comun: al
comprar un nuevo coche de 20000 euros, valoramos si encargarlo con radio incorporada

por el precio de 500 euros -una cantidad desorbitada para un dispositivo de radio comun-.

Otro caso de intransitividad sutil surge cuando el jugador permanece indiferente frente
a pequenas perturbaciones en los posibles resultados de un juego: una pareja que busca
vivienda puede posponer adquirirla en un primer momento por una cantidad de 140.023
euros mientras valora la compra, para decidirse a comprarla al momento siguiente, aiin

cuando las casa ha pasado a valorarse en 141.037 euros.

Evidentemente, todas estas situaciones describen inconsistencias o incoherencias que,

sin embargo, actian de manera muy real en nuestra toma de decisiones y de las que la
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Teoria de Juegos ha de hacerse cargo al modelizar cada situacion.
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Capitulo 3

Juegos estaticos de informacion

completa para estrategias puras

En el capitulo anterior desplazamos el concepto de pago, menos operativo, por la
idea matematica de utilidad, de manera que, al traducir resultados del juego en ntimeros
reales, pudiésemos acometer andlisis més sofisticados de cada juego. Ahora se antoja
necesario formalizar otros aspectos de un juego para poder implementar estos analisis.
Resultara muy conveniente restringirnos a uno de los tipos de juego mas sencillos: los
juegos estaticos de informaciéon completa para estrategias puras. En la primera seccion
del presente capitulo se dard una explicacién detallada de las caracteristicas de estos
juegos, vy en una segunda secciéon describiremos la forma estratégica o normal de re-
presentar un juego que habitualmente se emplea para describirlos cuando se emplean

exclusivamente estrategias puras.

Cuando, en el siguiente capitulo, hagamos aparecer las primeras nociones de solucion,
serd en el contexto de estos juegos estaticos de informacion completa. La mayor parte de
los conceptos que trataremos se traducen sin gran dificultad a otros juegos que pudiesen

ser dindmicos, o en los que se pueden llegar a emplear estrategias mixtas.
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3.1. Juegos estaticos de informacién completa

En multitud de juegos los jugadores van obteniendo informaciéon acerca de las acciones
que realizan sus rivales conforme se desarrolla el juego. Cuando en una partida de poker
un jugador decide apostar una cantidad de dinero moderada, en vez de pasar o apostar
una cantidad mucho mayor, sus rivales obtienen esta informacion y deberan responder
adecuadamente. Lejos de ser ésta una dinamica general de cualquier juego, también
encontramos muchos otros, como pares o nones, donde los jugadores pueden decidir
cudles seran sus acciones sin conocimiento alguno de lo que pretenden hacer o pudiesen

ya haber hecho sus rivales.

Definicion 3.1 (Juego estatico). Juego donde cada jugador escoge sus acciones sin

conocer las de los demds jugadores.

Fijandonos en la informacion que los jugadores conocen, podemos definir otras cate-
gorias de juego. Atendiendo a la informacién de que disponen los jugadores acerca de
las acciones que se han tomado anteriormente diferencidbamos el conjunto de juegos
dindmicos -juegos que no son estaticos y por tanto en los que algin jugador conoceré
informacion acerca de alguna acciéon que algin rival pueda haber tomado- en juegos de
informacién perfecta -cada jugador conoce todas las acciones tomadas previamente,
como pasa en el ajedrez- y juegos de informacién imperfecta -donde algiin jugador
desconoce al menos alguna de las acciones que algiin otro jugador ha tomado previa-
mente, como ocurre en el caso del poker-. Sin embargo, hay un tipo de informacion més
general atin que aplica a todo juego (y en particular a los juegos estaticos que vamos a

tratar) sobre la que cabe reflexionar: la informacion acerca de la estructura del juego.

Definicién 3.2 (Informacion de dominio publico). Decimos que en un juego de J =

{J;}1, jugadores una informacion I es de conocimiento comin o dominio publico si:

» Todo jugador J; € J conoce I
» Todo jugador J; € J sabe que cualquier jugador J; € J conoce I

» Todo jugador J; € J sabe que cualquier jugador J; € J sabe que todos conocen 1

TFG 46



Una aproximacion a la teoria de juegos Curso 2022-2023

Y asi, sucesivamente.

Una definicién tan matizada es, sin embargo, necesaria para enfatizar la diferencia
entre situaciones donde todos los jugadores conocen una informaciéon frente a aquellas

donde esa informaciéon es de dominio piiblico.

Ejemplo (Cuando se sabe que el otro sabe). Supongamos un juego de dos jugadores
J = {Ji1, J2} que pueden obtener una u otra suma de dinero de acuerdo a la siguiente

estructura:

Para un observador externo es evidente que el perfil de estrategias (S, s) configura
el resultado del juego méas deseado para ambos jugadores, obteniendo cada uno 15 y 8
euros. Mientras la estructura del juego sea de dominio publico es razonable suponer que
efectivamente este sera el resultado final: Evidentemente J, siempre escogerd s frente
a 1, puesto que en caso de que J; escoja S obtiene una suma mayor, mientras que su
accion no condiciona el resultado del juego siempre que J; elija I. Como J; se lleva la
mayor cantidad posible con el resultado (S, s), escogera precisamente S, razonando de

la misma manera acerca de la probable respuesta de .J5.

Que la informacion acerca de la estructura del juego sea de dominio piublico es, sin
embargo, crucial para realizar este analisis. Si en su lugar especificamos tinicamente que
los dos jugadores conocen la estructura del juego, seria perfectamente razonable que .J;
se decida por [ y se asegure tener 12 euros. ;La diferencia? En ambas situaciones los dos

jugadores conocen la estructura del juego, pero en este segundo supuesto J; no sabe que
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Jo conoce tal estructura, con lo que no puede inferir su respuesta s. Ante el peligro de que
el resultado del juego quede determinado por el perfil de estrategias (.5,4) -obteniendo
solamente 1 euro-, el argumento que si era valido en el caso anterior ha dejado de tener

sentido.

Definicién 3.3 (Juego de informacion completa). Cuando es de dominio piblico la
informacion acerca de la estructura de un juego, decimos que este es un juego de infor-

macion completa, entendiendo por estructura del juego:

» Il total de jugadores.

= Las acciones de que dispone cada jugador en cada posible momento de decision y,

por tanto, el total de estrategias posibles.

» Las utilidades que asocia cada jugador a cada resultado del juego, asi como los

perfiles de estrategias que implican dichos resultados.

En la vida real nos encontraremos situaciones que efectivamente podran ser entendidas
como juegos que no seran de informacion completa. En particular, cuando no conozca-
mos el namero de jugadores (la policia investigando un comando terrorista de un nimero
indeterminado de personas), no conozcamos la totalidad de acciones que algtn jugador
tiene disponibles (un ejército que no sabe de qué armas dispone el enemigo), o no sepa-
mos qué utilidad le asigna cada jugador a los posibles resultados del juego (un rival de
poker que verdaderamente busca estrechar lazos personales con nosotros antes que ga-
narnos la partida), estaremos ante juegos que no son de informacion completa. Modelizar
juegos de este tipo supone un reto avanzado, que va mas alla de esta aproximacion a la
Teoria de Juegos, porque exige diferenciar entre los conocimientos ciertos que tiene cada
jugador y sus creencias infundadas, dejar abierta la opciéon de que existan informaciones
desconocidas por alguno de los jugadores y, resumidamente, dan a entender que cada
jugador razonara en base a su conjunto de creencias sobre la estructura del juego, y no en
base a un conocimiento comun al resto de jugadores sobre la estructura real del mismo.
Aunque todas estas cuestiones llegan a resolverse con modelos mas sofisticados de juego,
para iniciarnos en la compresion del concepto de soluciéon serd més conveniente trabajar

exclusivamente sobre situaciones donde la informacion acerca de la estructura del juego
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sea homogénea entre el total de jugadores -de dominio publico-, de manera que todos
ellos razonen en igualdad de condiciones sobre los mismos conocimientos. En adelante
se entendera por tanto que todo juego presentado en este trabajo sera de informacion

completa.

3.2. Forma estratégica o normal (para estrategias pu-

ras)

Hemos dicho que cualquier juego admite una representacion en forma estratégica o en
forma extensiva. Cuando queramos describir un juego estético serd usual decantarnos por
la primera, mas compacta, ya que la estructura de estos juegos no incluye nociéon alguna
de secuencialidad en las distintas acciones de los jugadores, que s6lo podria recogerse

con una descripcién en forma extensiva.

Definicion 3.4 (Forma estratégica o normal). Un juego G en forma estratégica o normal

(para estrategias puras) viene especificado por los siguientes elementos:

G = {J; (Si)ie{l,...,n}; (ui)ie{l,...,n}}

con

w J={J1,....,Jn} = conjunto de jugadores.
= S; = conjuntos de estrategias puras del jugador J;.

= u; = utilidades, son funciones que asocian a cada perfil de estrategias -y por tanto

a cada resultado del juego- la utilidad del jugador J;.

Como vemos la expresion de un juego en forma normal recoge, de manera explicita,
el conjunto de jugadores, el conjunto de estrategias disponibles para cada uno y las
utilidades con que cada jugador entiende los posibles resultados del juego. Es interesante
mencionar que cualquier juego estatico queda perfectamente explicado tramite estas tres
categorias, ya que contienen, de manera implicita, informacion acerca de toda otra serie

de elementos basicos de un juego:
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= Acciones: Una estrategia pura es el plan completo que deja especificada toda accion
que tomara un jugador en caso de llegar a cada uno de sus posibles momentos de
decisién y, por tanto, conocer las distintas estrategias de que dispone cada jugador

implica conocer todas sus posibles acciones.

= Resultados del juego: Podemos identificarlos directamente con las utilidades de

jugador.

» Perfiles de estrategias puras: Son todas las posibles combinaciones de estrategias
puras que pueden ejecutarse en el juego, una por cada jugador, de manera que
determinan un desarrollo del juego y su correspondiente resultado. Este serd un
concepto clave, precisamente, porque relaciona las estrategias que puede ejecutar
cada jugador con las utilidades que pueden resultar de que implemente dichas

estrategias.

Definicion 3.5 (Estrategia pura). En un juego de n jugadores, una estrategia pura para

un jugador J;, con i € {1,...,n} es una funcidn

h ~ Sl(h) = ajz-

que va de la familia de conjuntos de informacidn (ver nota siguiente) que pertenecen a J;
en el conjunto de acciones disponibles para ese jugador. h € H; es uno de los conjuntos de
informacion en que puede encontrarse J; y a;; € A;(h) es su accion j-ésima, perteneciente
al conjunto de acciones disponibles para ese jugador en dicho conjunto de informacion.
Denotamos por S; el conjunto de las estrategias puras, s;, que puede plantearse adoptar

Ji.

Nota 3. Un conjunto de informacién de un jugador es el conjunto de nodos de decision
en los que sabe que puede encontrarse, pero no sabe en que nodo particular del conjunto
de informacioén esta. En los juegos estaticos cada jugador decide una sola vez que acciéon
tomar, con lo que a cada jugador s6lo dispone de un nodo de decision, es decir, H; = {h}
solo tiene un elemento h, y podemos entender que una estrategia pura se corresponde

con la accion particular que el jugador escoge jugar en su partida .

'En este contexto de los juegos estaticos, podemos evitar un estudio en profundidad de los conjuntos
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Definicion 3.6 (Perfil de estrategias puras). Fijada una estrategia pura s; € S; para
cada jugador J; € J, se determina un desarrollo completo del juego. Se denomina perfil
de estrategias puras a cualquier n-pla s = (s1,...,8,) € S1 X ... X Sy, de modo que lleva

aparejado un resultado del juego.

Para cada perfil de estrategias puras, s, denotamos s_; = (81, ..., Si—1, Sit1, -, Sn) €
S1X .. X S; 1 X Siy1 X .. xS, =8 ala (n-1)-pla resultante de considerar las estrategias

Jugadas por todos los jugadores salvo J;.

En general, entenderemos que s = (s;,5_;).

Nota 4 (Escala de utilidades). Mientras nos limitemos a estudiar juegos donde los juga-
dores adoptan estrategias puras, sera suficiente con exigir a nuestras funciones utilidad
que determinen una escala ordinal. Cada estrategia pura consiste en asignarle inequivo-
camente a cada jugador una accién en cada uno de sus nodos de decision y, asi, cada
perfil de estrategias que surge de la combinacion de distintas estrategias puras implica
un resultado del juego determinado. En estos casos, basta poder ordenar la preferencia
de cada jugador, acerca de uno u otro resultado del juego, para argumentar cual sera
su respuesta 6ptima. Cuando tratemos juegos con componente de azar, y, en general, en
toda situacion que resulte en resultados del juego caracterizados por una distribuciéon
de probabilidad no degenerada en uno de ellos, una funcion utilidad que defina una
escala ordinal se tornara insuficiente. En este tipo de casos tendremos que valernos de

utilidades que sean al menos VNM.

3.3. Distintas representaciones en forma estratégica

La convenciéon habitual para representar juegos estéaticos bipersonales finitos es dar
una expresion matricial, indicando por filas o columnas las estrategias de uno u otro
jugador. La intersecciéon de una fila con una columna marca de esta manera un perfil
de estrategias al que podemos asociar un resultado del juego, y en dicho elemento de

matriz se expresan las utilidades asociadas a este resultado del juego.

de informacién sin mayor perjuicio en la comprensiéon del juego. Si serd clave precisar adecuadamente
este concepto cuando se pretenda modelizar cualquier juego dinamico.
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Ejemplo 3.1 (Cuando se sabe que el otro sabe). Recordando la expresion en forma
de arbol del juego anterior, podria parecer que este juego es de tipo dindmico. Basta
suponer que a Js se le exige definir su estrategia simultaneamente a .J; para entender que
es un juego donde cada jugador puede perfectamente escoger sus acciones sin conocer

las decisiones de los demés jugadores, esto es, un juego estatico.

12
1 i
1 s 15,8 14
| 12,2 12,2

Figura 3.1: Un juego estatico puede representarse en forma extensiva o estratégica.

Entendemos por racionalidad de un jugador tanto la racionalidad sobre sus preferen-
cias acerca de los resultados del juego como su capacidad para evitar resultados menos
deseados. En el analisis de este juego ya habiamos asumido, implicitamente, que ademés
de ser de dominio publico la estructura del juego también lo es la racionalidad de sus
jugadores. En otro caso, J; podria decantarse por su estrategia /: alin cuando sepa que
Jo conoce la estructura del juego evita el peor resultado posible en caso de que este
tltimo no fuese capaz de entender (después de todo nadie le asegura que sea racional)
que su estrategia o6ptima es s, lo que de nuevo complicaria el analisis del juego. En lo
que resta de este trabajo entenderemos también, y por motivos similares a cuando nos
referiamos al conocimiento sobre la estructura del juego, no solo que los jugadores son

agentes racionales, sino ademés que es de dominio ptblico que lo son.

Los juegos n-personales, con n > 2, no podran representarse de manera tan compacta.
Cuando n sea relativamente pequeno aiin sera posible desgranar el juego en un pequeno

conjunto de matrices que funcionen de manera similar al caso anterior.

Ejemplo 3.2 (Votacion). Un padre (P) decide pasar la tarde junto a su hijo (H) y

su sobrino (S) y proponen respectivamente jugar al fatbol (F), recorrer una ruta en el
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monte (M) o ver una pelicula en el cine (C). Deciden votar para decidir la tarea méas
preferida sabiendo que en caso de empate sera el padre quien decida. Sabemos que sus

preferencias son:

« PP F-C-M
s M >-C~F
«» S:C =M= F
que podemos traducir en las utilidades:
= up(F) = un(M) = us(C) =3
= up(C) =up(C) = up(F) =us(M) =2
= up(M) =us(F) =1

La representacion en forma normal de este caso presenta una matriz por cada es-
trategia de un jugador determinado. Aqui elegimos al padre, de manera que reducimos

nuestro juego 3-personal a tres juegos bipersonales.

PvotaF
S
F M C
F (F):3,2,1 (F}:3,2,1 (F):3,2.1
H M (F):3,2,1 (M):1,3,2 (F):3,2,1
C (F):3,2,1 (F}:3,2,1 (C):2,2,3
Pvota C
S
F M C
F (F}:3,2,1 (C):2,2,3 (C):2,2,3
M (C):2,2,3 |(M):1,3,2 {C} 2,23
C (C):2,2,3 (C):2,2,3 {C} 2,2,3
Pvota M
S
F M C
F (F}:3,2,1 (M):1,3,2 (M):1,3,2
M (M):1,3,2 (M):1,3,2 (M):1,3,2
C (M):1,3,2 (M):1,3,2 (C):2,2,3

En general, las votaciones podran modelizarse como juegos estaticos y constituyen
algunos de los més interesantes ejemplos de aplicacion préactica de la teoria de juegos. Sin
embargo, cuando el ntimero de jugadores sea relativamente alto, como en una votaciéon

por la presidencia estatal, buscaremos una representacion més compacta.
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Ejemplo 3.3 (Huelga). Tras una crisis econémica generalizada, las pocas empresas mi-
neras que han resistido al periodo de escasez, en una cierta region, deciden coordinarse
para reducir sus gastos y asegurarse beneficios formando un oligopolio. En particular,
reducen los salarios de los 5000 trabajadores del sector que, descontentos, valoran si po-
nerse en huelga. Esta huelga serd exitosa, consiguiendo mejorar las condiciones laborales
para todos los trabajadores del sector, si y solo si al menos el 40 % de ellos secundan
la huelga. En caso contrario, las empresas resistiran la protesta, quienes no hayan pro-
testado continuaran con las mismas condiciones y se prevé que los huelguistas seran

castigados. Damos una posible representacion en forma estratégica del juego.

» Jugadores: J = {J1, ..., J5000 }
» Estrategias: S; = A; = { P = Participar, N = No participar} V.J; € J

(

1 si #{j:s; =P} >2000 (40% de 5000)

» Utilidad: ui(s;,s5) =< 0 si #{j:s; =P} <2000y s;=N VJeJ

| 1 si #{j:s; =P} <2000y s, =P

Definicion 3.7 (Juego finito). Un juego G = {J; (Si)icq1,..n}; (Wi)ic(u,...n} } S€ dice finito
cuando los conjuntos J, Sy, ..., S, son conjuntos finitos, esto es, un juego con un nuimero

finito de jugadores y un numero finito de estrategias disponibles para cada uno.

La representacion estratégica matricial no serd posible para juegos que no sean finitos,
ni en juegos que sean de un niumero infinito de jugadores, ni cuando el nimero de
estrategias de que dispone alguno de los jugadores no sea finito, ni cuando se de una
combinaciéon de ambas situaciones. Ain cuando hablemos de un juego finito, si algin
jugador dispone de ntimero de estrategias demasiado grande, la representacién matricial
tampoco serd operativa. También en estos casos se buscardn representaciones del juego

alternativas a la matricial.

Ejemplo 3.4 (Juego de las peticiones de Nash). El juego de las peticiones de Nash es
un juego bipersonal estatico con un nimero no numerable estrategias disponibles para

ambos jugadores, donde se reparte un bien, y cada uno reclama simultdneamente una
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porcion. Los ejemplos clasicos de este juego pretenden repartir una suma de dinero o
una tarta. Los jugadores escogen un valor entre 0 y 1, que representa la porcion que
reclaman, entendiendo que sélo acabaran por recibirla en caso de que la suma de las
porciones solicitadas no supere la cantidad total disponible. En otro caso, no recibiran

nada. Una posible representaciéon en forma estratégica de este juego seré:
» Jugadores: J = {J;, Jo}
» Estrategias: S; = Sy = [0, 1]
» Utilidades:
$51 St S1+s2 <1 Sy St ST+ 89 <1

uy(s1, 52) = uy(s1,52) =

0 st s1+s9>1 0 st s1+s9>1
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Capitulo 4

Objetivo normativo: Concepto de

solucion

La Teoria de Decision plantea problemas de decision individual, en general en entornos
de riesgo, en los que se busca optimizar un resultado. En este contexto, el concepto
solucion tiene una connotacioén precisa, que hace referencia a aquella decision que al
agente le conviene en cada caso. En Teoria de Juegos nos encontramos con situaciones
en muchos aspectos similares, donde cada jugador puede ser capaz de identificar qué
resultados prefiere, pero que, sin embargo, no puede asegurarse conseguir, dado que el
resultado final de un juego no depende tinicamente de sus propias acciones, sino también
de las que tomen los demés jugadores. Aunque en algunas situaciones llega a darse una
coincidencia de intereses, como en los llamados juegos cooperativos, en general existira
un conflicto de preferencias que no siempre permite entender el concepto de solucion de
manera inequivoca. Pese a ello, la Teoria de Juegos estd atravesada por el objetivo de

orientar al jugador sobre qué estrategias le conviene implementar.

Definicion 4.1 (Solucion). Llamamos solucion de un juego a un conjunto de perfiles de
estrategias tal, que resulta razonable suponer que los jugadores elegirdn sus estrategias

sequn los perfiles estratégicos pertenecientes a dicho conjunto.

Definicién 4.2 (Concepto de solucion). Procedimiento que permite obtener una solucidn

de manera clara y precisa.
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En este capitulo introduciremos distintos conceptos de solucién, de acuerdo a dos
clases de criterios, dominaciéon y equilibrio, que aplicaremos a juegos estaticos de infor-
macioén completa, donde es de dominio ptblico que los jugadores son agentes racionales

que aplican exclusivamente estrategias puras.

4.1. Argumentos de dominacién

En general, diremos que una estrategia s; es dominante frente a otra estrategia s -que
diremos dominada- si J; prefiere los posibles desarrollos del juego que se dardn cuando
escoge la primera en lugar de la segunda para cualquier combinacion de estrategias que
adopten sus rivales. Los argumentos de dominaciéon constituyen los conceptos de solucion
més intuitivos e inmediatos, ya que se fundamentan en la idea de que un jugador racional

no escogera estrategias dominadas.

Definicion 4.3 (Estrategia dominada). Sea un juego G = {J; S1, ..., Sp; U1, .oy Up }

y sean s;, s, € S;:
» Decimos que s, estd dominada, o débilmente dominada, por s;, cuando
/

ui(s5,5-1) < ui(ss,5-;) Vs_; € S
y ademds

* / * *

s, € S t.q. ui(s;, s7,) < ui(si, s*;)

De manera equivalente, diremos que s; domina, o domina débilmente, a s,.

» Decimos que s, estd estrictamente dominada por s; cuando
/
wi( S, 5—i) < ui(si,s—i) Vs_; € S_;

De manera equivalente, diremos que s; domina estrictamente a s,.

» Decimos que s; es no dominada si no eziste otra estrategia s; que la domine, y
decimos que es no dominada estrictamente si no existe olra estrategia s; que la

domine estrictamente.
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Cuando la estrategia de un jugador domine débilmente a otra, le convendra usar la
primera, al menos tanto como la segunda, en cualquier situaciéon y, en alguna situacion,
le convendra estrictamente mas. Cuando una estrategia domine estrictamente a otra, le

convendré usar la primera mas que la segunda en cualquier situacion.

Consecuencia. Si s, estd estrictamente dominada por s; entonces s; también estd dé-

bilmente dominada por s;.

Es razonable suponer que jugadores racionales usaran estrategias no dominadas: si
una estrategia s, estd dominada por s;, no existe ninguna forma en que puedan jugar
los demas jugadores que justifique aplicar la primera, y habra al menos alguna que si
justifique emplear la segunda. En este sentido, para optimizar los resultados de un juego

serfa ideal encontrar alguna estrategia que domine estrictamente a todas las demas.

Definicién 4.4 (Estrategia dominante). Sea un juego G = {J; S1, ..., Sp; U1, ooy Up }

y sea s, € S;:

» Decimos que s, es dominante cuando

Ui(S;, S,i) 2 Ul'(Si, S,i) VSZ‘ S Sz y VS,Z' € S,i

» Decimos que s, es estrictamente dominante cuando

wi(sh, s_;) > ui(s;, s-;) Vs; € S; con s; # s,y Vs_; € S_;

No estd asegurada la existencia de estrategias dominantes ni estrictamente domi-
nantes, y en general podra haber mas de una estrategia dominante. Si existiese una
estrategia estrictamente dominante, se deduce directamente de la definicion anterior que

esta si serd tinica.
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4.1.1. Uso de Estrategias Dominantes

Definicion 4.5 (Concepto de solucion: Uso de Estrategias Dominantes (UED)). Sea un
Juego G = {J; S1, ..., Sp; 1, ..., un} , pertenecen a la solucion del juego segin UED todos

aquellos perfiles de estrategias en los cuales cada jugador use una estrategia dominante.

Denotamos SUEP = {(s1, ..., 8,) : 8; estrategia dominante ¥J; € J} a dicha solucion.

Proposicion 4.1. En aquellos jueqos donde cada jugador disponga de una estrategia

estrictamente dominante la solucion segun el concepto UED serd unica.

Este primer concepto de solucién es el més intuitivo y, en caso de ser aplicable, resulta
incuestionable puesto que cualquier jugador se beneficia de escoger estrategias dominan-
tes independientemente de los rivales. Es potente en el sentido de que puede aplicarse en
juegos donde cada jugador tenga un conocimiento limitado o incluso nulo acerca de los
factores que afectan a los demas jugadores -por ejemplo cudles son sus utilidades- y en
este sentido podria aplicarse atin en juegos que no sean informaciéon completa o cuando
no sea de conocimiento comin que los jugadores son racionales. Desafortunadamente,
los juegos donde cada jugador tiene disponible al menos una estrategia dominante son

més bien una excepcion, y no siempre podremos aplicar este concepto de solucion.

Ejemplo (Cuando se sabe que el otro sabe). Recordamos el juego:

12

1 5 15,8 L4
1 12,2 12,2

La estrategia s de Jo es dominante puesto que us (S, s) > ua(S,1) y us(l, ) = ua(/, 1),
aunque no es estrictamente dominante. También podemos decir que ¢ estda dominada por

S.

Por otro lado J; no tiene estrategias dominantes ni dominadas: u1(S,s) > wu;i(I, s)
pero u1(S,4) < uy(l,i). En este ejemplo no es aplicable el concepto de solucion UED,
ya que centrar nuestro argumento en el uso de estrategias dominantes solo permitiria

inferir las respuestas de Js.

Para determinar si la estrategia de un jugador es dominante o estd dominada fijamos

un mismo conjunto de respuestas de los demés jugadores y s6lo entonces comparamos
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las utilidades que resultan de aplicarla frente a usar cualquier otra estrategia por parte
de ese jugador. Resulta en obtener mejores resultados para una misma actuacion de los
demas jugadores. Asi, vemos que existe un caso en que Jo obtiene un mejor resultado
empleando su estrategia i frente a su estrategia s ya que us(1, s) < us(.S,7), pero también
hemos de entender que esta comparacién tiene poco interés a la hora de determinar su
mejor estrategia: estarfamos confrontando dos realidades en que su rival ha tomado

decisiones diferentes. .

4.1.2. Eliminacion Iterativa Estricta

Hemos visto que un jugador racional nunca utilizara estrategias dominadas, y que, si
le es posible, empleara estrategias dominantes. E1 UED es aplicable incluso en juegos que
no son de informacién completa, y resulta condicion suficiente asegurar que los jugadores
sean racionales. Suponer que nuestros juegos son de informaciéon completa y que es de
dominio publico que los jugadores son agentes racionales permite razonamientos mas
amplios, que resultan en idear nuevos conceptos de solucién, con el objetivo de poder

aplicarlos a un mayor nimero de casos.

Definicién 4.6 (Concepto de solucion: Eliminacion Tterativa Estricta (EIE)). Sea un
Juego G = {J;S1, ..., Sp;u1, ..., un } llamamos Eliminacion Iterativa Estricta o Elimina-
cion Iterativa de Estrategias Estrictamente Dominadas (abreviadamente EIE) al siguien-

te algoritmo:

1. Se eliminan, para cada jugador, y simultineamente, todas las estrategias que estén
estrictamente dominadas. Se construye un juego reducido resultante de proceder a

tal eliminacion en el juego anterior.

2. Se repite la etapa anterior, hasta que no queden estrategias que poder eliminar.

Al conjunto de estrategias de J; que sobrevivan a EIE las llamaremos estrategias

iterativamente no dominadas, y las denotaremos S? .

Este concepto de solucion determina como solucion el conjunto de perfiles estratégicos

SEIE = L(s1,...,8,) € 57 x ...5%

77

constituidos por estrategias que sobreviven EIF.
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Entre las ventajas de este algoritmo, que llamaremos estandar, estd una solucion
idéntica a la que obtenemos modificando el proceso de eliminacién entorno a esta misma
idea: Si en lugar de eliminar en cada etapa para cada jugador y simultaneamente todas
las estrategias que estén estrictamente dominadas decidimos eliminarlas sucesivamente,
jugador a jugador, si fuésemos eliminédndolas una a una,... la solucién que obtenemoss es
misma. Esto supone beneficios evidentes en el &mbito de la programaciéon computacio-
nal de soluciones, donde es habitual programar algoritmos que suponen modificaciones

entorno al algoritmo estandar.

Una contrapartida importante se da, sin embargo, en aquellos juegos donde no apa-

rezcan o sean escasas las estrategias estrictamente dominadas.

Ejemplo (Cuando se sabe que el otro sabe). Recordamos el juego de dos jugadores

J = {J1, Jo} que buscan obtener una u otra suma de dinero.

12
5 i
11 s 15,8 1,4
1 12,2 12,2

La solucion segin EIE sera SFI¥ = {(S,s);(S,1);(I,s);(I,i)}, esto es, jcualesquiera
de los posibles resultados del juego original! En este juego habiamos visto que no existen
estrategias estrictamente dominadas, de modo que no se elimina ninguna estrategia y
el juego resultante resulta ser el mismo. Aunque EIE es aplicable a cualquier juego, en

casos como el presente el concepto de solucién EIE no serd de mucha ayuda.

4.1.3. Eliminacion Iterativa Débil

El concepto de solucion EIE se basa en aplicar un criterio de eliminaciéon de estrategias
que es demasiado estricto, al exigir que las estrategias a eliminar estén estrictamente do-
minadas. Surge una superacion del mismo cuando en su lugar somos mas laxos, exigiendo
exclusivamente que una estrategia esté dominada. Una apreciacion: cualquier soluciéon

que obtengamos en este nuevo caso también la obtendriamos en el anterior.

Definiciéon 4.7 (Concepto de solucion: Eliminacion Iterativa Débil (EID)). Sea un jue-

go G = {J;S1,...,Sn;u1, ..., up }, llamamos Eliminacion Iterativa Débil, o Eliminacion
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Iterativa de Estrategias Débilmente Dominadas, abreviadamente EID, al siguiente algo-

ritmo:

1. Se eliminan, para cada jugador, y simultdneamente, todas las estrategias que estén

dominadas. Se construye un juego reducido resultante de proceder a tal eliminacion

en el juego anterior.

2. Se repite la etapa anterior hasta que no quede ninguna estrategia que eliminar, en

cuyo caso termina el proceso.

Al conjunto de estrategias de J; que sobreviven EIFE las llamaremos estrategias itera-

tivamente no dominadas, y las denotaremos S .

Este concepto de solucion determina como solucion SF1P = {(sy,...,s,) € S¥ x ...S?,

el conjunto de perfiles estratégicos constituidos por estrategias que sobreviven EID.

Llamando de nuevo a este algoritmo el proceso estandar, la contrapartida principal

que resulta de aplicar EID frente a EIE radica en que, en este caso, la soluciéon obtenida

si serd sensible a alteraciones en el proceso de eliminacion, lo que exigira ser cuidadosos

a la hora de implementarlo computacionalmente.

Ejemplo (Cuando se sabe que el otro sabe). Recordemos la estructura estructura del

juego:

n

12

15,8
12,2

1,4

12,2

1. Para J;, no se encuentran estrategias dominadas, y, para Jo, vemos que ¢ esti

dominada por s, de modo que la eliminamos para construir el juego reducido:

n

12

15,8
12,2

2. Para el juego reducido la estrategia [ estd dominada por la estrategia S ya que

u1(S, s) > uy (I, s), de modo que la eliminamos para construir el juego reducido:
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J1

3. No restan estrategias por eliminar, de modo que se acaba el proceso.

El método EID nos ha devuelto una tnica estrategia superviviente por jugador, de

manera que la solucion que aporta es unica. Este perfil de estrategias (S,s) que ya

habiamos anticipado en un analisis anterior més prosaico s6lo puede justificarse si en

efecto el juego es de informacion completa y es de dominio piiblico que cada jugador es

un agente racional.

Cabe mencionar que todos estos métodos son evidentemente aplicables a juegos ex-

presados en su forma extensiva:

Figura 4.1: Primero, eliminamos la Gnica estrategia dominada, ¢. Después, eliminamos
la estrategia I, que ha pasado a estar dominada en el juego reducido.

En general, encontraremos juegos para los que EID no aporta soluciones satisfactorias.

En particular, cuando no exista ninguna estrategia dominada en el juego original, la

solucion segiin este concepto sera el conjunto de todos los posibles desarrollos del juego.

Ejemplo (Pares o nones). Recordemos la estructura del juego:

12

N

11 |P
N

1,1
1,1 1,-1

Figura 4.2: Representacion en forma estratégica

Como no existen estrategias dominantes, no es aplicable UED. No encontramos es-

trategias estrictamente dominadas, con que aplicar EIE no es satisfactorio ya que nos
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devuelve como solucion todos los posibles desarrollos del juego. Tampoco aparecen estra-
tegias dominadas, de manera que EID también nos devuelve como solucién todo posible

perfil estratégico del juego original.

4.1.4. Juegos resolubles por dominacién

Sera interesante determinar para qué juegos si resulta de utilidad aplicar alguno de
los conceptos de solucion mediante argumentos de dominacion. En particular, buscamos

identificar aquellos juegos que devuelven soluciones tinicas.

Definicién 4.8 (Resoluble por dominacion). Decimos que un juego finito o infinito
G ={J;S1,...,Sn;u1, ..., u, } es resoluble por dominacion si las estrategias supervivientes

a EID, S§ C S,,...,87 C S, son tales que:

Vi€ {l,...n}, s;,8; € S{g = ui(8i,5-i) = ui(s},5-4) Vs_; € Si’

Son juegos resolubles por dominaciéon aquellos para los que EID aporta una soluciéon
"anica", donde entendemos la unicidad en el sentido de que, o sobrevive un tnico perfil
estratégico, o sobreviven varios perfiles tales que a cada jugador le es indiferente escoger

entre las distintas estrategias supervivientes.

Nota 5. Cuando la solucion que aportan UED o EIE sea tnica (en este sentido), también

lo sera la soluciéon que aporte EID. Estaremos ante un juego resoluble por dominacion.

Definicién 4.9 (Equilibrio sofisticado). Sea un juego G soluble por dominacion, llama-
mos equilibrio sofisticado a todo perfil de estrategias, s° € Sy x ... x S5, solucion de

EID.

En general consideramos un equilibrio sofisticado como solucién suficientemente sa-
tisfactoria. Cuando un juego sea resoluble por dominacién, no serdn necesarios otros

conceptos de soluciéon més elaborados.
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4.2. Argumentos de equilibrio: Equilibrio de Nash

Los argumentos de equilibrio pretenden un refinamiento de los conceptos de solucion
basados en la eliminacion iterativa de estrategias dominadas. Segiin esta nueva linea de
estudio, que llamaremos analisis de equilibrios, pasaremos a indagar acerca de qué pro-
piedades ha de presentar un perfil estratégico para determinarlo como buena predicciéon
del comportamiento de jugadores racionales y, en general, aceptarlo como soluciéon de un
juego. El equilibrio de Nash es quizas el mas importante concepto de solucion en Teoria
de Juegos, ya determina aquellos perfiles estratégicos segtin los cuales ningin jugador

estd incentivado a cambiar unilateralmente su estrategia.

4.2.1. Equilibrio de Nash

Definicién 4.10 (Equilibrio de Nash en estrategias puras). Sea un juego G = {J; Sy, ..., Sp; uq, ..., un },
decimos que un perfil de estrategias puras, s* = (s7,..., %) € S1 X ... X S, es un equilibrio

de Nash (EN), si:
Vie{1,...,n} u(s") =u(s;,s*;) > ui(si,s*;) Vs; € S;
Denotamos SN el conjunto de los perfiles estratégicos que son EN.

Cuando s* = (s}, s*,) sea un EN;, se tiene que, para el jugador J;, la estrategia s} es

*
—1

una respuesta optima a s*;, esto es, es solucion del problema de decision maz u;(s*) =

max u;(sy, ..., 8;_1, 55, 57,1, 5y) donde s*; € S_; se considera fijo y s; € S; es la variable

de decision.

Un inconveniente natural, pero importante, al que nos enfrentamos a la hora de de-
terminar el EN como concepto de solucion, es sencillamente que no todo juego tiene

alguno.

Ejemplo (Pares o nones). Recordemos la estructura del juego:

12

nle |11 1,1
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En este caso no existen EN: Cuando ambos juegan P, J; esta incentivado a cambiar
estrategia, y jugar N, ya que us(P, P) = —1 < ug(P,N) = 1. En este otro supuesto,
en que se juega (P, N) J,, esta satisfecho con su eleccion, pero ahora es J; quien pre-
fiere cambiar estrategia, para jugar N, ya que uy(P,N) = —1 < u;(N,N) = 1, y asi

sucesivamente.

Otra dificultad que habremos de librar radica en que, ademas, no todo juego con EN
tiene solamente uno, y en numerosas ocasiones no sera dificil razonar que algunos son

claramente mas deseables que otros.

Ejemplo (Cuando se sabe que el otro sabe). Recordando la estructura del juego:

12
5 i
11 s 15,8 1,4
1 12,2 12,2

En seguida se hace evidente que la solucion (S, s), que esperabamos, es un EN: por
un lado, uy(S,s) = 15 > uy(I,s) = 12 asegura que a J; le conviene jugar S frente a
la estrategia s de su rival, y, de igual manera, vemos c6mo uy(S,s) = 8 > uy(S,i) = 4

implica que, ante la estrategia S nuestro segundo jugador, escogera s.

Podemos, ademas, descartar los perfiles (S,7) y (I, s) como EN: Por un lado, (.5,7) no
es EN, porque como u (S, 1) = 4 2 us(S, s) = 8, resulta que .J, esté incentivado a cambiar
estrategia. Lo mismo diremos de (I,s) al entender que u(I,s) = 12 2 u(S,s) = 15

implica que J; haria mejor en jugar S.

Sin embargo, este ejemplo presenta dos EN. Uno de ellos es peculiar, en el sentido
de que no resulta nada obvio entenderlo como respuesta 6ptima: Cuando se juega (I,1),
por un lado, uy(/,7) = 12 > uy(/,7) = 1 asegura que a J; le conviene jugar I frente a
la estrategia ¢ de su rival. Como us(1,7) = 4 = ug(l,s) = 4, entendemos que, ante la
estrategia I por parte de Ji, a nuestro segundo jugador le es indiferente escoger entre s

0 1, esto es, no estd motivado a cambiar de estrategia.

Manuales avanzados [8] en Teoria de Juegos refinan este primer concepto de equilibrio
de Nash para evitar dar como solucién alguno de ellos. Con todo, el propio EN no deja

de ser un refinamiento del concepto de solucion EIE, en el siguiente sentido:
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Teorema 4.1. Sea G = {J; Sy, ..., Sp; U1, ..., up } un juego finito y sea s* = (sj,...,s%) €

cey Opy

S1 X ... X S, un perfil de estrategias puras de dicho juego.

1. st € SEN = ¢ ¢ SEIE

2. {s*} = SEIE = [g*} = SEN

Por un lado, vemos que si un perfil de estrategias es EN, entonces sobrevivira al pro-
ceso EIE (aunque no podemos asegurar que sobreviva a EID). Nétese que, en particular,

también todo perfil s € SUEP

sobrevive a EIE. En este sentido, al menos, estamos ase-
gurando que, de no encontrar una solucion tramite el EN, tampoco la encontrariamos

aplicando EIE o UED.

Por otro lado, si s6lo un perfil de estrategias sobrevive a EIE -0 a UED-, entonces

también es el tinico EN.

Este teorema deja claro que el concepto de EN esta relacionado con otros conceptos
de solucién basados en argumentos de dominacion, y frente a estos presenta, fundamen-

talmente, una ventaja y un inconveniente.

La parte ventajosa radica en que es mas resolutivo, dado que S¥V C SFIE En este
sentido, el EN aporta como solucién un ntmero de perfiles estratégicos a menudo mucho

menor que el que obtenemos por EIE, esto es, es mas operativo.

El inconveniente radica en una pérdida de seguridad cuando proponemos como razo-
nable que el resultado del juego sea un EN. El precio a pagar puede antojarse costoso
y como tal necesita ser elaborado: en efecto, es de sentido comin que ningtn jugador
-cumpliéndose las hipotesis adecuadas sobre lo racionales e informados que estén- jugara
estrategias eliminables segiin EIE. En multitud de situaciones, sin embargo, prever que

un EN sera lo que efectivamente se juegue no resultard ni remotamente asi de obvio.

Ejemplo (Guerra de sexos). Una pareja planea su tarde romantica, sin llegar a concretar
si el plan consistird en ir al cine, o al teatro, cuando de pronto se ven incomunicados.
Ambos saben que J; prefiere ir al cine, mientras que J, abogaba por el teatro. En
cualquier caso, la prioridad para ambos consiste en pasar la tarde juntos. Podemos

representar este juego en su forma estratégica:
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12

n c 3,2 1,1

Es directo comprobar que no existen estrategias dominantes, por lo que no podemos

aplicar UED.

Ademaés, tampoco existe ninguna estrategia dominada, por lo que SE'¥ y SFIP estan
constituidas por todos los perfiles estratégicos posibles. No aportan soluciones satisfac-

torias.

En este caso, encontramos dos EN: (C,C) y (T,T). Por una parte, u;(C,C) = 3 >
w (T,C) = 0, asi como uy(C,C) = 2 > uy(C,T) = 1y, por otra, u (T, T) = 2 >
w (C,T) = 1, asi como us(T,T) = 3 > ue(T,C) = 0, nos indican que, en caso de
darse cualquiera de esos dos perfiles, ninguno de los enamorados querria cambiar uni-

lateralmente de decision. Es también inmediato comprobar que ni (C,7') ni (7, C') son

EN.

Encontramos asi, en este ejemplo, una situaciéon donde el concepto de equilibrio de
Nash es més resolutivo frente a los conceptos de solucion que basabamos en argumentos
de dominacion, diferenciando los dos resultados del juego que resultan més ventajosos,

frente a los cuatro posibles.

Sin embargo, también en este caso es palpable su desventaja. Sabemos qué dos perfiles
de estrategias se consideran solucién valida de acuerdo a este criterio, pero jcomo podrian
nuestros novios asegurarse alcanzar alguno de ellos? Para ello se haria necesaria, ademéas
de las habituales condiciones sobre la racionalidad y la informaciéon de los jugadores, una
coordinaciéon de expectativas, que no ha lugar en este caso. Una linea de razonamientos
fortuitamente coordinada (J; razona "mi pareja sabe que quiero ir al teatro, asi que
espero que vaya al teatro, por lo que yo también he de ir al teatro", mientras que Jy
piensa "se que J; quiere ir al teatro asi que es donde iré") seria ideal, pero dificilmente
podremos darla por segura. Sencillamente, debemos resignar que los argumentos basados

en el equilibrio de Nash no siempre alcanzan para prever las acciones de los jugadores.

Pese a cargar con esta problematica, un perfil estratégico que sea equilibrio de Nash

tiene connotaciones que no presenta otro que no lo sea, y, en ciertos sentidos, si podremos
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decir que es mas probable un resultado que sea EN. Analizando en detalle el concepto
de solucién basado en el equilibrio de Nash, debemos destacar que cada EN incluye dos

aspectos:

= Esta compuesto por estrategias que son respuesta 6ptima ante una conjetura rela-

tiva al comportamiento que los demas jugadores tendran en el juego.

= Esa conjetura ha de ser informacién de dominio piblico.

Para que un EN sea eficiente al prever soluciones, debe estar formado por estrategias
que maximicen los pagos dadas las estrategias que se supone jugaran los rivales, vy,
ademas, dichas predicciones han de ser correctas. La falta de esta segunda caracteristica
es lo que resta seguridad -frente a los conceptos de soluciéon basados en argumentos de
dominacién- a la hora de predecir el resultado de algunos juegos segin EN, pero huelga
destacar que, cuando aparezcan estas situaciones, tampoco podria aportarnos seguridad
los argumentos basados en conceptos de dominacién. Como SEY c SFIE los EN tal
vez no parezcan rigurosos, pero los argumentos anteriores nos estaran dando respuestas

demasiado amplias.

Cuando sea de dominio piblico que todos los jugadores son racionales, cabe destacar
que solo un perfil que sea EN tiene la propiedad de que los jugadores puedan predecirlo -
aunque de existir més de uno, no necesariamente prediran el mismo-. Si, por el contrario,
se conjetura sobre algin perfil que no sea EN, esto implica que, al menos, uno de los
jugadores estara incentivado a jugar de manera distinta a la prevista. Lo que si podemos
afirmar es que, cuandoquiera que todos los jugadores de un juego prevean que se daré un
mismo EN, efectivamente se dara dicho EN. En este sentido decimos que las estrategias

que componen cualquier EN son mutuamente sostenibles. Por ejemplo:

» Cuando un arbitro neutral informa a los jugadores de las intenciones que tienen los
demés, y estas se traducen en un EN, es probable que esto les anime a efectivamente
jugar dicho EN. Si, por el contrario, dichas intenciones no resultasen en un EN, al
menos alguno de ellos estaria interesado en cambiar la acciéon que tenia pensado

realizar.
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» Cuando los jugadores ya han jugado unas cuantas veces al mismo juego, y juegan
una vez mas, si la anterior ocasion se jugd un EN, es previsible que este mismo EN
se repita. Si el anterior resultado del juego no se correspondiese con ningtin EN,

habra algin jugador que esta incentivado a cambiar su jugada.

Algunos autores (Kreps 1994 y 1995) fundamentan en esta realidad la idea de que ser

EN es condicion necesaria para la existencia de un modo evidente de jugar un juego.

En los ejemplos planteados hasta el momento, hemos realizado una comprobacion
exahustiva y detallada de cada perfil estratégico para determinar si era un EN. Este
proceso es sencillo en los juegos mas simples, pero se complica segiin aumenta la com-
plejidad del juego a analizar, y es, evidentemente, inviable para resolver juegos infinitos.
En multitud de situaciones serd necesario un planteamiento mas analitico, donde se re-
quiere resolver un problema de optimizacién por cada jugador a un mismo tiempo, y,

para ello, necesitaremos organizar la bisqueda de los EN de un modo més sistematico.

Definicién 4.11 (Correspondencia de respuesta 6ptima). Sea el juego G = {J; Sy, ..., Sp; u, ...

llamamos correspondencia de respuesta dptima del jugador J; a la regla que asigna a cual-
quier combinacion de estrategias de los demds jugadores, s_; € S_;, el conjunto R(s_;)

de estrategias que son respuesta oplima a dicha combinacion.

’ /
s; € R(S,i) ~ Ui(Sl, v 8315, S5 Sid 1, ...,Sn) > ui(Sh ey Sim15Sis Sidly eees sn)VSi € Sz

A partir de esta definiciéon, y de la de equilibrio de Nash, es inmediato el siguiente

resultado:
Teorema 4.2. Sea el juego G = {J; Sy, ..., Sp;u1, ..., un} y sea s* = (s3,...,85) € S1 X
.. X S, un perfil de estrategias puras de dicho juego.

st = (83,...,5%) € SPN o sF € R(s*,) Vi€ {1,...,n}

ey Op

Para automatizar el calculo de los EN, el proceso habitual consiste en calcular, para
todo jugador, y para toda posible combinacion de estrategias de estrategias de los demés
jugadores, las estrategias de respuesta 6ptima. De esta manera, obtenemos la correspon-

dencia de respuesta 6ptima de cada jugador, y los EN seran, si los hubiese, aquellos
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perfiles estratégicos que sean puntos de interseccion de todas las correspondencias en

respuesta 6ptima.

Ejemplo (Dilema del prisionero). La policia ha atrapado a dos reconocidos ladrones,
sospechosos del tltimo atraco de la ciudad. Las pruebas de que disponen contra ellos
no son concluyentes, pero suficientes para condenarles por un delito menor. Deciden
interrogarles en habitaciones separadas, de manera que no se puedan comunicar entre
ellos. Los delincuentes saben que, si ambos callan, (C), seran condenados,1 ano, por
el delito menor. Si ambos hablan, (H), seran castigados por el robo, con una pequena
reduccion de condena por haber cooperado con las fuerzas del orden (4 anos). También
tienen claro que, si s6lo uno de ellos delata a su compinche, el delator se librara de su

condena, pero el otro recibird la pena en su totalidad (5 anos).

El dilema del prisionero es quiza el mas famoso de los juegos estaticos de informacion

completa. Entendiendo la condena como una utilidad negativa, podriamos representarlo:

12

1 H L1 5

Busquemos, ahora, algin EN, segtin este proceso mas organizado:

1. Calculamos la correspondencia en respuesta 6ptima de cada uno de los jugadores:

» J; puede enfentrarse a estrategias rivales {Hy, Co} € S_1 = Sy y, frente a

cada una, tenemos que R(Hy) = H; y R(Cy) = H;.

= Jy puede enfentrarse a estrategias rivales {H;,C1} € S o = 5 vy, frente a

cada una, tenemos que R(H,) = Hy y R(Cy) = H,.

2. Obtenemos perfiles estratégicos que sean puntos de interseccion de estas corres-

pondencias 6ptimas:

= La correspondencia en respuesta 6ptima de J; determina el conjunto de per-

files estratégicos {(H1, H2); (H1,Cs)}.

= La correspondencia en respuesta 6ptima de J, determina el conjunto de per-

files estratégicos {(H1, Hs); (C1, Ha)}.
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El perﬁl estratégico <H17H2) = {(Hl,HQ), (Hhcg)} N {(Hl,Hg), (017H2)} es in-

terseccion de estos conjuntos y, como tal, EN.

Cuando trabajemos con juegos infinitos sin estrategias dominantes, que no pueden ser
analizados por UED, no siempre podremos implementar EIE ni EID, ain cuando estos
algoritmos sean tedricamente aplicables, por su dificultad operativa. Con este procedi-
miento ordenado, en muchos de estos casos, si podremos obtener de manera relativamente

sencilla los EN.

Ejemplo (Juego de las peticiones de Nash). Recordamos la estructura del juego de las

peticiones de Nash que podrian implementar dos amigos para repartirse una tarta:

» Jugadores: J = {Jy, Jo}
» Estrategias: S} = Sy = [0, 1]

» Utilidades:

S1 st 81+82§1 So s? 81+82§1
uy(s1,52) = uz(s1,52) =

0 st s14+s9>1 0 st s1+s9>1

Para entender su correspondencia en respuesta 6ptima el jugador J; resuelve

max ;. {s;:0<s;,<1,8;+s_; <1}

esto es, cada jugador intentard encontrar el mayor valor entre 0 y 1 tal que, sumado al

que escoja su oponente, no supere la unidad.
Obtenemos asi las correspondencias de respuesta 6ptima:
1—s59 51 s59<1 1—s1 51 51<1

Rl(Sz) = y 32(51) =
[0,1] si sg=1 0,1] si s3=1

La correspondencia en respuesta Optima de .J; determina los perfiles estratégicos

{(s1,82) : s < 1,814+ 82 = 1} U {(s1,82) : s2 = 1,81 € [0,1]} y la de J, determina
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los perfiles estratégicos {(s1,s2) @ s1 < 1,81+ 82 = 1} U{(s1,52) : s1 = 1,82 € [0,1]}. Los

infinitos EN de este juego son interseccion de estos conjuntos, SEY = {(sy, s9) : st +s5 =
1} u{(, 1)}
A menudo se representa la bisqueda de EN gréaficamente:

EM como interseccion de correspondencias optimas:
51 (s2) en rojo y 52 (s1) en punteado azul

10 1

0 4

06 4

04 4

02 4

52
e SFEs SSEF SRS SRR SR BF S RO S0

0.0

0o 02 04 0& 0E 10
51

Encontramos asi infinitos EN. Seria deseable encontrar algiin mecanismo que separe,
de los perfiles {(sy,s2) : s' 4+ 53 = 1}, en que se reparte la tarta en su totalidad, el perfil

(1,1), ya que es el unico EN del juego en que ningin jugador recibe nada.

4.2.2. Eficiencia de Pareto

Decimos que el equilibrio de Nash se articula bajo una 6ptica individualista, en el
sentido de que cada jugador se centra en cual es la estrategia que a él més le conviene,
sin atender a los posibles perjuicios ajenos y, en general, no tiene en cuenta a los demés
jugadores, més alld de razonar cémo las estrategias que estos adopten afectaran a sus

resultados del juego.

FEjemplo (Dilema del prisionero). Recordemos la estructura del juego:

12

n H 1,1 5
0,5 5,5

Hemos visto que el EN cousistia en (H, H), y era también perfil solucion segun los
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distintos conceptos basados en argumentos de dominaciéon. Con todo, ;no resulta mas

deseable para los jugadores el perfil (C,C)?

Definicion 4.12 (Dominacion en el sentido de Pareto). Sea un juego, G = {J; S1, ..., Sp; 1, .oy p },

y sean s = (S1,...,8,),8 = (81,...,8)) € S1 X ... X Sy, dos perfiles de estrategias puras de

S
dicho juego. Decimos que s estd dominado en el sentido de Pareto por s’ si y solo si se
cumple u;(s") > u;(s) para todo jugador y, ademds, se cumple de manera estricta para

al menos uno de ellos.

Un perfil dominado en el sentido de Pareto es tal que se puede cambiar a algiin otro
perfil estratégico sin que ningtn jugador salga perdiendo con el cambio, y al menos uno

de ellos salga ganando.

Definicién 4.13 (Optimo de Pareto). Sea un juego, G = {J; S, ..., Sp;u1, ..., un } y sea
s = (81,..,8,) € S1 X ... X S, un perfil de estrategias puras de dicho juego. Decimos
que s es un optimo de Pareto, o que es eficiente en el sentido de Pareto, st y solo si no
esta dominado en el sentido de Pareto por ningin otro perfil. Si algin otro lo domina,

diremos que es ineficiente en el sentido de Pareto.

Con los anteriores conceptos de dominacion pretendimos optimizar la eleccion de la
estrategia particular de cada jugador, con el objeto de maximizar su utilidad. Este nuevo
concepto hace referencia, no a las elecciones de estrategias individuales, sino a perfiles
estratégicos completos. En este sentido, la dominacién de Pareto estudia el comporta-
miento del grupo de jugadores en su conjunto. Es, por tanto, una herramienta de analisis
del comportamiento social, y servira de base sobre la que construir conceptos de solu-
cién para juegos cooperativos, donde los jugadores si pueden alcanzar acuerdos. Como
los anteriores conceptos de solucion estaban fundamentados en herramientas de anali-
sis de la eficiencia individual, serd habitual que resulten en soluciones y prescripciones

completamente diferentes.

Ejemplo (Juego de las peticiones de Nash). Recordamos la estructura del juego:
» Jugadores: J = {J;, Jo}
» Estrategias: S; = Sy = [0, 1]
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» Utilidades:

$51 St s1+s <1 Sy St S1+8 <1
uy(s1,52) = us(s1, s2) =

0 st s14+85>1 0 st s1+s9>1

Encontrabamos S*N = {(s,89) : s* +so =1} U{(1,1)}

Los perfiles {(s1,82) : s' + so = 1} en que se reparte la tarta en su totalidad son
evidentemente 6ptimos de Pareto, mientras que el inico EN del juego en que ningin

jugador recibe nada (1,1) es efectivamente ineficiente en el sentido de Pareto.

FEjemplo (Dilema del prisionero). Recordemos la estructura del juego:

12

n H 1,1 5

El perfiles (H,C) no estd dominado en el sentido de Pareto por ningtan otro perfil:
Cambiarlo, tanto por (H, H), como por (C, ('), seria perjudicial para J;, mientras que el
cambio al perfil (C, H) perjudica a J,. También los perfiles (C, H) y (H, H) son eficientes

en el sentido de Pareto.

Curiosamente, el perfil que resulta solucion, (H, H), segtn todos los argumentos an-
teriores es el tnico ineficiente en el sentido de Pareto, ya que (C, C) si lo domina. Inde-
pendientemente de que un jugador decida hablar o callarse, si el otro vive preocupado de
su situacion, siempre le resultard beneficioso delatarlo. Si, por el contrario, cada jugador
se hiciese responsable, no solo de su situacion individual, sino de la de ambos en su tota-
lidad, o si cambiase alguna otra caracteristica del juego, muy probablemente la solucién
del mismo fuese otra. ;Es tan poco realista una idealizacién asi, donde un jugador no
tiene porqué centrarse exclusivamente en su beneficio directo, sin posibilidad alguna de
concretarse en una realidad? La vida nos aborda continuamente con situaciones de lo

més variado y peculiar...

Si nuestros dos cacos resultasen ser padre e hijo, no resulta dificil predecir que los

jugadores no se delataran alegremente, y, quizé, la manera mas adecuada de modificar
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la modelizacién de nuestro juego, para adaptarse a estas nuevas situaciones, pase por

redefinir la utilidad con que cada jugador percibe delatar a su "rival".

. Tan factible es mantener a los sospechosos incomunicados? Antes bien, lo mas normal
serd, sin duda alguna, que puedan llegar a acuerdos. En esta situaciéon tal vez podamos
mantener intactas las utilidades del esquema de juego original, pero seguramente sea un
o6ptimo de Pareto, y no un equilibrio de Nash, el perfil que nuestros bandidos busquen

como respuesta estratégica, siempre y cuando se les permita cooperar.

.Y si nuestros dos sospechosos se han dedicado a robar en otros tres paises, resultando
en cuatro procesos completamente idénticos al primero, pero independientes entre si?
Seria esta una ocasion perfecta para hablar de un juego repetido, en que los jugadores
han de jugar, sucesivamente, un niamero fijo de veces al juego original. En estos casos atin
podemos entender el juego madre con idéntica estructura y las mismas caracteristicas
que cuando se juega aislado, jpero la mera repeticion de un mismo juego generara un
superjuego, el juego repetido, trabado de razonamientos que en muchos casos seran

completamente innovadores!
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Capitulo 5

Conclusiones

Llegamos al final de este trabajo con una mirfada de ejemplos de juego lo mas variado.
En todos ellos, varios agentes se condicionan mutuamente al actuar de una u otra manera,
y va estamos en condiciones de entender como modelizar mateméticamente alguno de

estos ejemplos.

Ha quedado claro que situaciones sin aparente relacion pueden caracterizarse por
razonamientos estratégicos tan similares que llegan a condensar en un mismo modelo de
juego. También estamos en condiciones de entender porqué en otros casos, que tratan
situaciones de brutal parecido, el mas minimo matiz o diferencia puede resultar en juegos

radicalmente diferentes.

En su tarea de dar cuenta de situaciones reales, que acontecen plagadas de peculiari-
dades, la Teoria de Juegos refina y amplia los conceptos basicos que se han presentado
en este trabajo. Apoyandose en ellos, no ha cesado de desarrollar modelos cada vez
més sofisticados. Su exquisito manejo seré, por tanto, crucial para explorar los ultimos

avances en este area. Espero resulten ahora més accesibles.
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