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Adopta una superficie: una aproximacion visual
a la geometria diferencial clasica

Esther Cabezas-Rivas y Maria Garcia Monera
Universitat de Valéncia

Correspondencia: Esther.Cabezas-Rivas@uv.es y Maria.Garcia-Monera@uv.es

1. Introduccion

Con la actual ley universitaria del sistema de educacion superior espafiol los grados
universitarios culminan con la defensa publica de un Trabajo Fin de Grado (TFG). En algunos grados,
como ocurre en el grado en matematicas, no hay una extensa tradicion en la presentacion oral y escrita
de proyectos y a ello se afiade una cierta deficiencia formativa en competencias transversales necesarias
para superar el TFG.

En el curso 2020/2021 iniciamos un proyecto de innovacion docente en la facultad de
matematicas de la Universitat de Valéncia enfocado al desarrollo de competencias transversales
necesarias para una correcta defensa del trabajo fin de grado (TFG). A lo largo de estos afios, a través
de diferentes asignaturas por curso académico, hemos propuesto la realizacion de actividades integradas
en las correspondientes asignaturas, coordinadas entre si, y con una dificultad y un nivel de exposicion
publica creciente y progresivo.

Dentro de la asignatura Geometria Diferencial Clasica, asignatura troncal de tercer afio del
grado en matematicas, hemos llevado a cabo diferentes actividades a lo largo de estos dos ultimos cursos
académicos con el fin de compararlas y evaluar el interés y la mejor metodologia en el proceso de
aprendizaje del estudiantado.

La asignatura, en la que hay matriculados 120 alumnos y alumnas distribuidos
homogéneamente entre el grupo de castellano y valenciano, esta distribuida de la siguiente forma:

Tabla 1

Distribucion horaria anual de la asignatura Geometria Diferencial Clasica

Tipo Horas lectivas
Teoria 2h/semana
Précticas 2h/semana
Seminarios 7’5h/cuatrimestre

La evaluacion de la asignatura se lleva a cabo de la siguiente forma:

Tabla 2

Evaluacion de la asignatura Geometria Diferencial Clasica

Actividad % sobre la nota final

Cuestionarios on-line 10%
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Seminarios 10%

Examen final 80%

Dentro de los seminarios de la asignatura, durante el pasado curso y el presente curso escolar
hemos llevado a cabo diferentes actividades que involucraban tanto el manejo de software especifico de
matematicas como la resolucion de problemas y la realizacion de un trabajo escrito. El objetivo principal
de estas actividades era ayudar al estudiantado en el desarrollo de competencias transversales propias
del grado en matematicas.

Respecto a la metodologia utilizada, todas las actividades tienen en comun el aprendizaje
cooperativo, fomentando la retroalimentacion entre iguales y el desarrollo de habilidades sociales e
interpersonales (Guerra, Rodriguez y Artiles, 2019), pues absolutamente todas las tareas estan
planteadas para su puesta en practica por equipos de 3 a 4 personas. Adicionalmente, toda la iniciativa
se inspira en la idea de learning by doing, pues el alumnado debe trabajar de manera autébnoma y
practica con los conceptos vistos en clase. En efecto, segiin (Hansen, 1990), el alumnado retiene el 25%
de lo que escucha, el 45% de lo que visualiza y escucha, pero esto aumenta significativamente hasta un
70% con el uso de esta metodologia activa, la cual hace hincapié¢ en la participacion de los y las
estudiantes dentro de un proceso educativo practico y orientado a las tareas y al analisis critico (Morris,
2020) .

Precisamente por el hecho de que la ensefianza de las matematicas todavia estd muy ligada a la
tradicional clase magistral expositiva con tiza y pizarra, metodolégicamente ponemos el foco en la
participacién activa y colaborativa del alumnado (Guerra et al., 2019). Ademas, se promueve la
reflexion y el aprendizaje significativo, el cual convierte al estudiantado en el constructor de su propio
conocimiento, de forma dindmica y autocritica (Moreira, 2019), a través de ejemplos que favorezcan la
asimilacion profunda de los conceptos.

stende-Esto ultimo es imprescindible para motivar a un nuevo perfil de estudiantado menos
vocacional, el cual acude a las facultades de matematicas ante el atractivo de la alta insercion laboral.
Es mas, segun (Hilbert, 1902) las matemadticas comienzan con el planteamiento de problemas
en el contexto de tareas concretas "sugeridas por el mundo de los fendmenos externos". En
efecto, la creencia de que el combo contextualizacion + concretizaciéon es un sindénimo
apropiado de motivacion en lo que se refiere a la educacion matematica es el punto de partida
de la innovacion docente que aqui se recoge.

El contenido del presente articulo se distribuye de la siguiente manera: en la siguiente seccion
presentamos las actividades realizadas a lo largo del curso 2021/2022. El siguiente apartado esta
dedicado a la presentacion de las actividades llevadas a cabo el presente curso escolar y finalmente, la
ultima seccion estd dedicada a las conclusiones.

2. Curso académico 2021/2022

2.1 Contexto de aplicacion de la innovacion docente

La actividad se llevo a cabo dentro de los seminarios del segundo cuatrimestre del grupo en
valenciano de la asignatura Geometria Diferencial Clasica de tercer curso del grado en matematicas. En
total participaron 61 alumnos y alumnas de la facultad de matematicas de la Universitat de Valéncia.

2.2 Desarrollo de la actividad

Al estudiantado se le propuso la realizacion de un trabajo escrito similar al TFG. Para ello, tal y
como hemos indicado anteriormente con la metodologia que se iba a implementar, distribuimos al
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alumnado en parejas y cada una de ellas debia elegir previamente una superficie. Una vez realizada su
eleccion, el alumnado debia estudiar propiedades caracteristicas de cada una, como son la curvatura
media o la curvatura de Gauss, tanto su calculo analitico como su visualizacion mediante la elaboracion
e interpretacion de distintas graficas. Posteriormente debian hacer una composicion artistica con el
software Mathematica donde apareciera la superficie. Finalmente, el alumnado debia entregar, ademas
de los calculos realizados con Mathematica un poster donde apareceria la composicion artistica que
habian realizado, asi como un codigo Qr que enlazara con el trabajo escrito, similar al TFG y donde
explicaban el trabajo realizado. Una vez recibidos todos los trabajos realizamos a lo largo de una semana
una exposicion en el hall de la facultad.

Nuestro objetivo con esa actividad era, por un lado, por un lado, que el estudiantado se
familiarizara con el programa Mathematica, para asi agilizar los calculos que “a mano” serian largos y
tediosos, para poder centrarse en la intuicion/significado visual de los conceptos vistos en clase de
manera abstracta. Por otro lado, la tarea planteada introduce la estructura basica y la redaccion de un
trabajo académico como es el TFG.

La siguiente imagen muestra el poster realizado por dos estudiantes donde incluyeron la
superficie que eligieron, el cateonide, como las ruedas del tren.

Figura 1

Ejemplo de péster realizado por el alumnado

SEMINALY O CLOMETINA D ESTNCILL OLASTICA
LA CATENOIOL

B

La evaluacion de los trabajos se llevo a cabo mediante una rubrica y representaba 1 punto sobre la nota
final distribuido de la siguiente forma:

Tabla 3

Evaluacion de la actividad dentro de la asignatura Geometria Diferencial Clasica

Formato de la tarea Nota maxima
Trabajo escrito 0,5 puntos
Poster 0,5 puntos

3. Curso académico 2022/2023
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3.1 Cambios organizativos

Lauinica critica recibida por el alumnado participante en la actividad durante el curso académico
21/22 fue que las tareas de ordenador no servian para practicar “problemas tipo examen”, por tanto, en
el presente curso se decidio dedicar 6 de las 8 sesiones de seminarios a que los alumnos y las alumnas
trabajen en grupos de hasta 4 personas ejercicios de examenes de convocatorias anteriores. Eso restringe
la actividad con Mathematica a 2 sesiones presenciales y, por tanto, supone un incremento del trabajo
autébnomo no presencial por parte del estudiantado.

Para aliviar esta carga de trabajo, se decidié pasar de un formato por parejas a grupos de 4
integrantes (los mismos que en las sesiones de problemas en clase). Ademas, la actividad se ha ampliado
con contenidos de ambos cuatrimestres, incluyendo ejercicios que necesiten el repaso de gran parte de
los conceptos tedricos de la asignatura, como entrenamiento de cara al examen final.

Dentro de la evaluacidon de los seminarios, la asistencia y participacion en las sesiones de
resolucion de problemas contaba un 10 %, los ejercicios entregados en dichas sesiones un 20 %, mientras
que la tarea de adoptar una curva o superficie constituye el grueso de la valoracion, contando el 70 %
restante, dada su mayor complejidad.

3.2Actividades primer cuatrimestre: curvas en 2D y 3D

A cada grupo se le asigna aleatoriamente una curva en el plano y otra en el espacio (ver Tabla
4) sobre las cuales deben realizar 3 tipos de tareas:

e Busqueda de informacion tanto sobre la historia, significado fisico, ecuaciones que la
describen, aplicaciones en otros campos, como busqueda iconografica de dicha curva en
representaciones artisticas o en la naturaleza.

e (Cilculos concretos realizados con el programa Mathematica: longitud, curvatura,
torsion, regularidad de la curva, reparametrizacion por la longitud de arco, curvatura de
una curva paralela a ella.

e Visualizacion: representacion grafica y comentario de lo obtenido sobre el significado
de los parametros que definen la curva, animacion del triedro/diedro mévil a lo largo de
la curva, graficas de curvatura y torsion, dibujo de curvas relacionadas (evolutas y
paralelas) y de la superficie tubular alrededor de la curva en el espacio (como
introduccion a la materia del segundo cuatrimestre).

Todas las actividades incluyen explicitamente que se haga un comentario interpretando los resultados
obtenidos, por ejemplo, deducir el signo de la curvatura de una curva en el plano a partir del gif animado
del movimiento del diedro de Frenet. La entrega de la tarea consiste en subir al aula virtual el codigo
con el que se han realizado los calculos y realizar un poster o informe que contenga una descripcion
detallada de los aspectos mas importantes de las curvas que les han sido asignadas.

Tabla 4

Listado de curvas para la tarea de cada grupo en el primer cuatrimestre

Grupo Curva2D Curva 3D
1 Bruja de Agnesi Curva de Viviani
2 Deltoide Cardioide Espacial
3 Lemniscata de Bernoulli Hélice conica
4 Astroide Curva de Archytas
5 Cisoide de Diocles Cicloide Esférica
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3.3 Actividades segundo cuatrimestre: superficies

Tractriz

Folium de Descartes
Cornoide

Trifolium

Nefroide

Cicloide de Ceva
Curva de Plateau

Espiral de Arquimedes
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Espiral Conica

Hélice Esférica

Hipopede de Eudoxo
Horoptero

Costura de pelota de tenis
Nudo de Trébol
Loxodroma de la esfera

Nudo Térico

En este cuatrimestre, dadas las dificultades del anterior, especialmente con el codigo de Mathematica,
los grupos contaban con un guion detallado de la actividad que les fuera orientando en cada paso. Como
antes, se sortea una superficie para cada equipo (ver Tabla 5).

Tabla 5

Listado de superficies para la tarea en ambos cursos académicos

Curso 2021/22 Curso 2022/23
Esfera Helicoide
Paraboloide Eliptico 1? superficie de Scherk

Paraboloide Hiperboélico
Hiperboloide de 1 hoja
Hiperboloide de 2 hojas

2% superficie de Scherk
5% superficie de Scherk

Cono sinusoidal

Catenoide

Toro

Silla de montar de mono

Helicoide
Cono
Cilindro
Elipsoide
Cross-cup

Superficie de Steiner

Superficie seno
Cupula de Bohemia
“Sacacorchos”
Superficie de Enneper
Conoide de Zindler

Helicoide desarrollable

Paraguas de Whitney

Las actividades planteadas para cada una de las superficies del listado anterior se dividen en 4

bloques tematicos:

e Geometria (medidas) en superficies: se pide calcular la primera forma fundamental que

permitira obtener el perimetro y area de un tridangulo que deben dibujar sobre la
superficie. Ademas, como en el caso de las curvas, deben buscar informacion historica,
de aplicaciones e iconografica (o bien buscar imagenes o hacer un montaje propio, como

el de

la Figura 2).
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Figura 2

Curvatura: se ha de calcular las curvaturas de Gauss, media y principales de la superficie
asignada. Ademas de los calculos se tienen que incluir y comentar tres tipos de
representaciones visuales: grafica como funcion, curvas de nivel y dibujar la superficie
coloreando la misma segun el valor de cada curvatura (ver Figura 3). También se incluye
en este apartado preguntas sobre el tipo de puntos de la superficie y razonar si puede ser
isométrica a una esfera.

Geometria intrinseca: Para que los grupos tengan puntos de control donde ir
comprobando que los calculos son correctos, se pide calcular la curvatura de Gauss
usando los simbolos de Christoffel. Ademas deben resolver numéricamente la ecuacion
de las geodésicas y dibujar distintas geodésicas sobre su superficie. Finalmente, se pide
calcular el transporte paralelo de un vector a lo largo de un lado del tridngulo del primer
ejercicio; esto se ha de hacer por dos caminos (que obviamente deberan dar el mismo
resultado): resolviendo las ecuaciones del transporte paralelo y con el método
geométrico (que incluye el calculo de la curvatura geodésica). Finalmente, han de hacer
un gif animado que muestre dicho transporte.

Teorema de Gauss-Bonnet: se trata de uno de los resultados teodricos clave de la
asignatura, por tanto se incluyen ejercicios para ponerlo en practica con la region acotada
por el tridngulo del primer bloque de actividades.

Montaje de jardin formado por superficies de Enneper

Figura 3

Grdfica, curvas de nivel y toro coloreado con mapa de temperaturas segun la curvatura de Gauss

Para el profesorado interesado en implementar actividades similares, se pueden encontrar
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ejercicios en la linea de la presente propuesta en los libros incluidos en la bibliografia; en concreto,
recomendamos las monografias (Filipuk y Koztowski, 2022), (Gray et al, 2006), (Pastor Gonzalez y
Hernéndez Cifre, 2019) para el trabajo con superficies, mientras que (Tan, 2020) contiene numerosos
ejemplos aplicables a la parte de curvas.

Destacamos que en el caso de las superficies se asigné a cada grupo una parametrizacion
concreta, puesto que con las curvas tuvieron la libertad de buscarla por su cuenta, lo cual genero la
dificultad adicional de seleccionar unos parametros adecuados que simplificaran tanto los célculos
realizados como la correccion posterior.

Ademas, se hizo una cuidada seleccion de superficies para que la mayoria no coincidieran con
el curso anterior (ver Tabla 5), eliminando fundamentalmente la mayoria de las superficies de
revolucion, puesto que estas se trabajan con detalle en las clases de practicas de aula. Se intent6 buscar
superficies minimales o localmente llanas para asegurar que los calculos no se fueran a complicar hasta
hacerlos computacionalmente inviables.

4. Resultados y conclusiones

Una vez finalizadas las actividades docentes llevadas a cabo en el aula, les pasamos al
alumnado un cuestionario con el fin de evaluar su interés por las actividades realizadas. De las 25
respuestas realizadas, cerca del 87% opind que se podria incrementar el interés por este tipo de
metodologias si hubiera mas asignaturas del grado implicadas. Con respecto al trabajo en parejas el
86,4% opind que la distribucion de trabajo habia sido equitativa.

Tras la correccidon de las tareas entregadas y los resultados obtenidos de las encuestas de
satisfaccion rellenadas por el alumnado, se extraen las siguientes conclusiones:

e Las actividades de este tipo son utiles para fijar conceptos que solo con la teoria no se
asimilan con la suficiente profundidad. Por ejemplo, los grupos se sorprendian cuando
no se podia calcular explicitamente la reparametrizacion por la longitud de arco, lo cual
no debia ser considerado una rareza, pues se trata de una herramienta tedrica que en la
mayoria de los casos no se puede obtener de manera directa.

e Se ha de poner el foco en el anélisis critico de los resultados obtenidos, pues la mayoria
de los trabajos tenian todos los calculos completos, pero sin apenas comentarios que los
analicen. Por esta falta de reflexion posterior, no se detectan muchos errores, incluso
aquellos que son mas llamativos a simple vista (como dibujar una superficie tubular que
es erronea porque las secciones no son circunferencias de radio fijo alrededor de la curva,
ver Figura 4).

e Conviene incluir actividades de realizacion de los mismos céalculos mediante dos
procedimientos distintos, pues sirven de autoevaluacion para el alumnado, ya que de otra
manera no realizan comprobaciones adicionales. De hecho, los ejercicios planteados a
explicar con dos técnicas diferentes los resuelven de manera correcta casi en su totalidad,
mientras que el bloque de Gauss-Bonnet lo realizaron correctamente el 10 % de los
grupos.

Los grupos deben entregar no solo el .pdf con el pdster o informe sobre el objeto con el que han
trabajado, sino también el codigo en Mathematica. De lo contrario, tienden a usar funciones o
paquetes que hacen los calculos “en un par de clics” y no se cumple el objetivo de que programen
calculen y visualicen el significado de las formulas estudiadas durante las clases tedricas.

En definitiva, seria deseable ampliar la aplicacion de metodologias activas y poder dedicar las
practicas de aula a que el alumnado trabaje de manera autdbnoma y cooperativa los problemas. De esta
manera, los seminarios se podrian dedicar integramente a estas actividades de visualizacion y calculo
aplicado, liberando la carga de trabajo auténomo y pudiendo ampliar las actividades con la ventaja de
su realizacion presencial bajo la guia del docente.
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