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Introduccion

La computacion cuéntica es un area de investigacion cientifica en la que se concen-
tran grandes esfuerzos por las implicaciones que supondria llegar a implementarla.
La computacion cuantica hace uso de propiedades exclusivas del mundo cuantico co-
mo son la superposicion, el entrelazamiento o la teleportacién. La integracion
de estas propiedades cuanticas no es en vano, sino que permite alcanzar la conocida
como supremacia cuantica con respecto a los ordenadores clasicos. Este término
hace referencia al potencial de la computacion cuantica para resolver ciertos pro-
blemas en un tiempo mucho menor que la computaciéon clasica. Por ejemplo, no se
conocen algoritmos eficientes en computaciéon clasica para la factorizacion de nu-
meros enteros lo suficientemente grandes. De hecho, sistemas de encriptacién como
el sistema RSA se basan en la dificultad de factorizar el producto de dos ntme-
ros primos grandes. La computaciéon cuantica propone una solucion eficiente a este
problema mediante el algoritmo de Shor, lo que implicaria la necesidad de buscar
alternativas criptograficas a sistemas basados en la factorizaciéon de ntimeros primos
[1].

Qubits

En electronica digital, los elementos béasicos de los circuitos son los bits, la unidad
minima de informaciéon. Es un sistema binario que se basa en el algebra de Boole.
En computacion cuantica, aparecen los qubits. La diferencia esencial es que un qubit
se puede hallar en una superposicion de estados. De esta manera, mientras que n
bits contienen n unidades de informacién, n qubits pueden contener 2" estados en

superposicion.

Por la naturaleza probabilistica de la mecanica cuantica, el resultado de medir un
qubit no es determinista, por lo que podria ser necesario implementar miltiples
veces un algoritmo para hallar una respuesta correcta. Esto no supone un obstéculo

cuando este tipo de algoritmos son eficientes.



Computacion Cuantica

Para llegar a implementar ordenadores cuanticos, es necesario desde un punto de

vista teodrico tener en cuenta distintos enfoques.

Por un lado, se requieren conocimientos de ingenieria y fisica para disenar disposi-
tivos o sistemas fisicos que actiien como qubits. La dificultad de crear un ordenador
cuantico reside en la capacidad de escalar e integrar cientos de qubits en un disposi-
tivo conjunto. Cada qubit no es un sistema aislado, sino que se ve afectado por las
variaciones en su entorno. Para crear un sistema de dimensién 2", los n qubits han de
ser entrelazados, y ademas han de poder ser medidos individualmente. Fisicamente
supone un reto aislar los qubits del ruido de manipular o medir cada qubit vecino
[2].

Se han creado qubits basandose en distintos fendmenos fisicos [3|. Los qubits super-
conductores como el transmoén son actualmente los més estudiados, pero también
se ha investigado el uso de fotones, atomos, o fermiones para crear este tipo de

dispositivos.

Por otro lado, es necesario el desarrollo de modelos mateméticos que sienten los
fundamentos para crear algoritmos. Esta es la parte matematica de la investigacion,
y es en la descripcion de dos modelos alternativos en lo que basara este trabajo. El
objetivo es explorar y comparar el modelo cuéntico de circuitos y el modelo MBQC

(Measurement Based Quantum Computing) basado en medidas.

Modelo Cuantico de Circuitos y Modelo MBQC

En toda operacion de computacion se requieren tres componentes: los datos, las
operaciones y los resultados. En la Figura[I|se muestra un esquema de una operacion

computacional.

_DATOS OPERACIONES OULPUL

Figura 1: Representacion esquemdtica de toda operacion computacional.

En computacion clasica, se emplean puertas logicas para realizar operaciones sobre
los bits. Existen puertas universales como NAND a partir de las cuales es posible

construir cualquier otra operacion.



El modelo cuantico de circuitos es el modelo cuantico analogo al de puertas logicas
clasicas. En el modelo de circuitos, los datos son representados por los estados de
los qubits, las operaciones por puertas cuanticas y los resultados por mediciones
de los qubits. Al hacer una observacion del estado de un qubit, la funcién de onda
colapsara a uno de los estados de la base en la que se realiza. Esta medicion es de

naturaleza probabilistica tal y como se postula en mecénica cuéntica.

Por otro lado, estas mediciones, junto con el entrelazamiento, son la base del modelo
MBQC. Si se conoce el resultado de una mediciéon de un qubit, se puede inducir el
estado de un qubit que fue entrelazado previamente. Asi, modificando y regulando

las bases de cada medicion, se puede obtener el resultado esperado.

El objetivo de este trabajo es exponer los dos modelos y llegar a probar que son equi-
valentes a la hora de computar. Es decir, cualquier operacion que se realice mediante

puertas cuanticas puede ser implementada a partir de mediciones, y viceversa.

Por tltimo, se expone una aplicacion del modelo MBQC a blind quantum compu-
ting, o computacion cuantica ciega. Es un protocolo para proteger la privacidad de
usuarios que, a través de la nube, empleen los servidores de proveedores de ordena-
dores cuanticos. Es razonable pensar que el nimero de ordenadores cuanticos sera
limitado, sobre todo en los comienzos, restringiendo el acceso universal a ellos. Este
protocolo permitiria garantizar la privacidad de quienes empleen los recursos de un

tercero.

Estructura del trabajo

El trabajo se compone de 5 capitulos, ademéas de uno de conclusiones:

= El capitulo 1 presenta los fundamentos teoricos que se aplican durante el resto
del trabajo como recordatorio. Incluye conceptos de algebra lineal, analisis
funcional y mecénica cuéntica. No es indipensable su lectura para seguir el
hilo del trabajo, por lo que es posible comenzar directamente la lectura por el

capitulo 2.

= El capitulo 2 expone el modelo cuantico de circuitos: la definiciéon de un qubit,
las puertas cuanticas, y el funcionamiento del modelo, ademés de algunos
algoritmos cuénticos como el de Deutsch Jozsa o la Transformada Cuantica de

Fourier.

= El capitulo 3 presenta el modelo MBQC. Se incluye una version del algoritmo
de Deutsch Jozsa a partir del modelo MBQC.
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= En el capitulo 4 se prueba la universalidad del modelo MBQC, es decir, la

equivalencia entre los dos modelos.

» Por ultimo, el capitulo 5 expone una aplicaciéon del modelo MBQC a la co-
nocida como computaciéon cuantica ciega, donde se incluye un protocolo de
computacion basada en medidas que asegura la privacidad de computaciones

en servidores externos.



Capitulo 1

Preliminares Matematicos

Es importante tener en cuenta los fundamentos teéricos en los que se basan los mo-
delos de computacion cuantica. Durante este trabajo, se supone cierta familiaridad
con el algebra lineal, pero se exponen definiciones y resultados como recordatorio
de conceptos menos comunes. Por ello no se incluyen demostraciones de los resul-
tados. Para el lector que no conoce la mecanica cuéntica, se exponen también sus

postulados y la notaciéon de Dirac.

Para profundizar o recordar los conceptos aqui expuestos, ademas de encontrar las
demostraciones, se remite a [4] para algebra lineal, |5| para analisis funcional y [6]

para mecéanica cuantica.

1.1. Espacios de Hilbert

Definiciéon 1.1 (Espacio pre-Hilbert). Un espacio pre-Hilbert es un K-espacio vec-
torial V' junto con un producto escalar (-,-) : V xV — K que satisface las siguientes

propiedades:

» Es positivo y real parau € V: (u,u) >0 y (u,u) =0 <= u=0 Yuel.

= Fs lineal en su primer argumento:

(au + bv, w) = al{u, w) + b(v,w)  Vu,v,w eV a,bekK.

» 51 se intercambian los argumentos es igual al original conjugado:

(u,v) = (v,u)  Yu,v € V.

9



Proposicion 1.1. Todo espacio de pre-Hilbert es un espacio normado con la norma
lzlly = v/, ).

En ese caso se dice que la norma proviene de un producto escalar.

Definiciéon 1.2 (Espacio de Banach). Un espacio normado (V,||||) se dice de Ba-
nach si toda sucesion de Cauchy contenida en €l es convergente.

La completitud es una propiedad esencial de los espacios de Hilbert.

Definiciéon 1.3 (Espacio de Hilbert). Un espacio pre-Hilbert se dice de Hilbert si el
espacio normado que induce el producto escalar es de Banach.

Es importante también el concepto de espacio dual:

Definicion 1.4 (Espacio Dual). Dado un espacio de Hilbert H, el espacio dual de
H estd compuesto por todos los operadores lineales y continuos f : H — K y se
denota L(H,K) o H'.

Definicion 1.5. Dado H un espacio de Hilbert y u € H, se define:

u'tH—K
v — (v, u)
Teorema 1.1 (Teorema de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert y f : H — K

lineal y continua, es decir, f € L(H,K). Entonces existe un inico vector u € H tal

que f(x) = (z,u) = u*(z) para todo x € H.
Existe por tanto una correspondecia entre un espacio de Hilbert H y su dual #H':

o:H—H

u— u*

Esta relacion serd importante a la hora de definir la notacién de Dirac empleada en

mecanica cuantica.
Nota 1.1. La nocidn de espacio dual se puede extender a espacios vectoriales [4)].

Teorema 1.2 (Clasificacion de los Espacios de Hilbert de dimension finita). Si

dimH =n, H es linealmente isométrico a {5 = K" con el isomorfismo isométrico

T:H— 0

z i (2, w) )iz
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donde {uy, ..., u,} es una base ortonormal de H.

Se tienen en cuenta tnicamente espacios de dimensién finita puesto que el ntimero

de qubits en este trabajo sera finito.

1.2. Algebra Lineal

En sistemas de qubits, cuyos estados estan representados por vectores de un espacio
‘H, las puertas cuanticas seran endomorfismos A: H — H. En lo que sigue, se
usa indistintamente la notacién A para hacer referencia a un endormorfismo o a la

matriz coordenada asociada a ese endormorfismo en una base ortonormal fijada.

Matrices Hermiticas

Las matrices hermiticas son fundamentales en mecanica cuantica ya que se postula
que todo observable (propiedad fisica) es hermitico. En operaciones con qubits, no
se trabaja siempre con observables fisicos, pero es necesario comprender el concepto

para tener mayor entendimiento de la mecanica cuantica.

Definiciéon 1.6 (Aplicacion Dual). Sea H un K-espacio vectorial y A € End(H).

La aplicacion dual de A, denotada por A" es:
AH — H
wr——wo A
Definicién 1.7 (Aplicacion Adjunta). Sea V' un K-espacio vectorial con un pro-

ducto escalar (-,-). Para un endomorfismo A :V — V, la aplicacion adjunta de A,

denotada por A*, se define como el inico endomorfismo tal que para todo v,w € V,

(Av,w) = (v, A*w).

Se puede ver que A* = 1o A’ o, con ¢ la correspondencia entre un espacio
vectorial y su dual. En la Figura se muestra un diagrama conmutativo de esta

relacion.

Proposicion 1.2. En el caso complejo, dado H un C-espacio de Hilbert, la apli-
cacion autoadjunta de un endomorfismo A de H es A* = At, es decir, la matriz

traspuesta conjugada de A.
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Definiciéon 1.8 (Aplicacion Autoadjunta). Sea V' un K-espacio vectorial con un
producto escalar (-,-). Un endomorfismo A : V. — V se dice que es autoadjunto si

su aplicacion adjunta coincide con si mismo, es decir, A* = A.

H—"

¥ cp_l

H,ﬁHl
A

Figura 1.1: Diagrama conmutativo que relaciona el operador A con su dual A" me-
diante la biyeccion ¢ entre H y su dual H'. Si se cumple que A= p~ 1o A op, A es
autoadjunta o hermitica.

Proposicion 1.3 (Matriz Hermitica). En el caso K = C, A es autoadjunta si y solo

si A= A* = At. En ese caso, A se dice hermitica.

Teorema 1.3. Sea H un C-espacio vectorial y A: H — H hermitica. Son ciertas

las siguientes afirmaciones:

1. Existe una base de vectores propios de A ortonormal.

2. Los valores propios de A son reales.

Matrices Unitarias

Definiciéon 1.9. Sea H un C-espacio vectorial dotado de un producto escalar (-, -).
Sea f:H — H. fse dice unitaria si

(f(w), f(v)) = (u,v)

Proposicion 1.4. Sea H un C-espacio vectorial dotado de un producto escalar (-, -).
Sea f: H — H unitaria. Entonces:

1. |lf )| = ||u]| para todo u € H.

2. u y v son ortogonales si y solo f(u) y f(v) también son ortogonales con u,v €

H.
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3. f es biyectiva.
4. Si k es un valor propio de f, entonces |k| = 1.

5. Dados dos vectores propios de f con valores propios distintos, los vectores son

ortogonales.

Proposicion 1.5. A € End(H) define un endomorfismo unitario si y solo si A*A =

AA* =1. En ese caso la matriz se llama unitaria.

Proposicion 1.6. A € End(H) es un endomorfismo unitario si y solo si ||Ax|| =

||z|| para todo x € H.

Proposicion 1.7. Las aplicaciones unitarias de un C-espacio vectorial H dotado
de un producto escalar (-,-) forman un grupo llamado grupo unitario U(n) con la

operacion de composicion, donde n es la dimension de H.

1.3. Mecanica Cuantica

Notacion de Dirac

En mecénica cuantica, es habitual utilizar la notaciéon bra-ket de Dirac. Se trabaja
con C-espacios de Hilbert (H, (-, -)), de forma que cada vector se denomina ket y se

escribe |¢), donde 1) hace referencia a cada vector.

Definicion 1.10. Un ket |¢p) es un vector en un C-espacio de Hilbert.

Por el Teorema [1.1], a cada ket |¢) le corresponde un elemento en el dual £(H,K).

Ese operador se denomina bra y se expresa (¢].

Definicion 1.11. Un bra (¢| asociado a un ket 1)) es un operador del espacio dual:

(W:H—K
1p) — (Wlp) = (), )

Nota 1.2. Pese al orden de los argumentos, el Teorema[1.1] se puede aplicar en este

caso.

Se puede definir también la siguiente operacion:

o) (Y] : H — H
1p) = [¢) (¢]p)

13



donde finalmente se tiene un ket |¢) multiplicado por un escalar (¢|p), que es una

operacion bien definida en espacios vectoriales.

Espacios de Hilbert de N qubits

En mecénica cuantica, no siempre se tienen espacios de Hilbert de dimension finita.
La posiciéon es un ejemplo de magnitud continua. Sin embargo, al trabajar con qubits
se utilizan C-espacios de Hilbert H de dimension finita n = 2V, siendo N el ntimero
de qubits en el sistema. Por el Teorema [1.2] H = C".

Por el Postulado de la Mecanica Cuéantica, se ha de tener en cuenta que un

estado valido es aquel de norma 1, por lo que C" se restringe a C"|g,,, donde:
Sen ={x € C": ||z]|, =1}

con n € N. A este conjunto se le llama también esfera de radio 1. Es un conjunto
cerrado de C", lo cual implica que toda sucesién convergente en Sc» converge a un

punto de Scn.

Nota 1.3. La condicion de que los estados de un qubit o un sistema de qubits tengan
norma 1 se llama condicion de normalizacion. Si no se impone, si que se tiene un
isomorfismo con C". Sin embargo, dejarian de representar estados de un qubit. Es
por esta razon que a veces se habla de isomorfismo con C", mientras que los vectores
que representan estados reales habitan en la esfera de radio 1. Se sobreentiende

entonces que el isomorfismo se restringe a C"|g., .

El producto escalar en estos casos se escoge de forma que (H, (-,-)) = (C™, (-, )cn),

siendo (-, -)cn el producto escalar usual en C™ definido por:
(w,y) = aly; xyeC"
i=1
Para ello, se define el operador 7 lineal y continuo:

T:H— C's..

Vi) — e

con {|¢;)}" , una base ortonormal en H y {e;}; la base canonica en C".

Asi, se asocia cada ket a un vector columna z y el bra z' correspondiente a un vector

fila que es el vector adjunto de x. Por tanto, la operacion |¢) (1| es una operacion

14



lineal que se puede expresar como una matriz de tamano n x n.

Nota 1.4. La norma inducida por el producto escalar usual se denota |[|-||,.

Al trabajar con sistemas de méas de 1 qubit (N > 1), es necesario definir el producto

tensorial.

Definicion 1.12. Sean dos espacios de Hilbert H,, de dimension n y H,, de dimen-

sion m. Se define el producto tensorial @ como:

®: Hp X Hpy — Hixm
(a,b) —>a®b

stendo

ai

ay by

as bg az

ap b,

donde Hpxm hace referencia al C-espacio de Hilbert de dimension nxm (restringido

a la esfera de radio 1).

Se extiende el concepto para operadores de la siguiente manera:

& ,C(Hn, Hn) X E(Hm, Hm) — »C(anmaHnXm)
(A,B)— A® B

15



stendo
allB ce alnB

A®B =

amiB ... an.B

En el caso de sistemas de N qubits (dimension finita), se puede extender de forma
natural el producto tensorial para admitir un nimero n finito de entradas (a; ®

as- -+ ® ay,), teniendo en cuenta la siguiente propiedad:

Proposicion 1.8. El producto tensorial @ es asociativo.

Sin embargo, este operador no es exhaustivo, es decir, existen vectores en H,xm y
operadores en L(Hxm, Hnxm) que no se construyen a partir del producto tensorial
de elementos de espacios de menor dimensiéon. Nacen asi los conceptos de estados
producto y estados entrelazados. Se definen a continuacion, y se expondran los
ejemplos a la hora de llevarlo a la practica méas adelante. Son conceptos fundamenta-
les para la computacion cuantica. El entrelazamiento es un fenémeno caracteristico

de la mecénica cuéntica.

Definicion 1.13 (Estado producto). Dado un espacio de Hilbert de dimension n >
1, un ket o) se dice estado producto si ezxisten |11) y |19) tal que |p) = |11) ® |1hg).

Definicion 1.14 (Estado entrelazado). Dado un espacio de Hilbert de dimension

n > 1, un ket [1) es un estado entrelazado si no es un estado producto.

A continuacién, se prueba un resultado util para trabajar con bases de espacios de
mayor dimension a partir de bases de espacios de menor dimension. Es comtn en
computacion cuantica trabajar con la base canénica, también llamada base compu-

tacional.

Proposicion 1.9. Sean dos espacios de Hilbert C" de dimension n con base candnica
nin ) y 3 Lo g milm n m
{eftie, y Cp de dimension m con base candnica {€]'}L,. Entonces {e} @ €'} con

1=1,...,nyj=1..m es la base canonica de C**™.
Demostracion. Fijadosi=1,...ny j=1,...,m, se ve que

n m __ _nm
€ Q€5 = Cni—1)+j

donde e%’&_l) +j hace referencia al vector columna nulo excepto en la componente
m(i—1)+ 7. O
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Por ultimo, se expresa una propiedad para trabajar con productos tensoriales en

notacion de Dirac.

Proposicion 1.10. Sean {#H;}?, espacios de Hilbert, {|1;)}1, kets en H; respec-

tivamente y {{¢;|}7, bras en el dual H. Se cumple que

(1] @ -+ @ (@u)([1) @ -+ @ [¢n)) = (D1t} - .. (Dn|thn) -

Postulados de la Mecanica Cuantica

La mecénica cuantica es una teoria fisica que surge para describir la mecanica de
sistemas atoémicos y subatoémicos, al comprobar que la mecénica clésica no explicaba
ciertos fenbmenos como la radiaciéon de cuerpo negro o el efecto fotoeléctrico. Los

postulados que rigen la mecéanica cuéntica son los siguientes:

Postulado 1.1. FEl estado cudntico de un sistema fisico se describe por un vector

de estado [1)) en un espacio de Hilbert.

Postulado 1.2. A cualquier observable fisico le corresponde un operador A hermi-

tico.

En mecénica cuantica, la operacion (bra| A |ket) esta relacionada con la probabilidad
de medir (bra| al observar A en el estado |ket). Sin embargo, es importante que esta
operacion sea simétrica, asi (bra| A es el bra que corresponde a A |ket) [6]. Esto se

consigue si A es hermitico:

(| A" [p) = (p| A )"

Postulado 1.3. La medicion de un observable cudntico da como resultado uno de

los valores propios a; del operador A asociado al observable.

De esta forma, por el Teorema se tiene que los valores propios de A son reales.

Postulado 1.4. Cuando se mide un observable cudntico asociado con un operador

A, la probabilidad de obtener el valor propio a; es dada por
Plai) = [{ail) [,

donde |1) es el estado cudntico del sistema y |a;) es el estado propio correspondiente

a a;.
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La mecanica cuantica es de naturaleza probabilistica, al contrario que la mecénica
clasica, que es determinista. Esto significa que, en mecénica cuantica, al repetir
un experimento en idénticas condiciones se puede obtener un resultado distinto al

original.

Postulado 1.5. Cuando se realiza una medicion en un sistema cudntico y se obtiene
el valor propio a; de un observable, el estado cudntico |¢) colapsa instantineamente
a la proyeccion normalizada del estado original en el estado de la medicion, es decir,

a

P )
VWP )

donde P; es el operador de proyeccion ortogonal del subespacio fundamental de vec-

[¥) =

tores propios de a;.

Postulado 1.6. La evolucion temporal de un sistema cudntico estd gobernada por

el Hamiltoniano H(t) mediante la ecuacion de Schrédinger, que corresponde a la

exTpresion

L d

th— (1)) = H{t) [¢(2)) ,
con h = %, siendo h la constante de Planck.

Nota 1.5. El Hamiltoniano H es el operador que corresponde al observable energia

en un sistema cudntico.
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Capitulo 2
Modelo Cuantico de Circuitos

En este capitulo se formaliza el concepto de qubit y se expone el modelo cuantico
de circuitos. Para ello se introducen las puertas cuénticas, y se dan ejemplos de

circuitos cuénticos. Se incluyen también ejemplos de algoritmos cuénticos.

2.1. Introducciéon

Un qubit es la unidad minima de informaciéon en computaciéon cuantica. A diferencia

de un bit clasico, un qubit puede estar en superposiciéon de dos estados denominados
0) v [1).
Definicion 2.1. Un qubit es un sistema cudntico que es superposicion de dos estados

propios: |0) y |1). Su estado puede expresarse de forma genérica como 1) = a|0) +
b[1), con a,b € C tal que |a]> + |b]° = 1.

Los estados |0) y |1) son ortonormales, lo que implica que (i|j) = ¢; ; con, j = {0, 1}.

En la seccion se vio que un sistema de N qubits forma un espacio de Hilbert de

dimensién finita n = 2V, que se identifica con C"|g.n con el producto escalar usual.

Nota 2.1. Se recuerda que el isomorfismo es en realidad con C", pero cada vector

en C" se normaliza para que represente el estado de un qubit.

Nota 2.2. En adelante, para simplificar notacion, se denota H al espacio de Hilbert
de dimension dos de los estados de un qubit. Cuando se trabaje con mds qubits se

especificard la notacion empleada.

Los estados |0) y |1) forman una base ortonormal de H por construccion. Dicha base

se llama base computacional. La ortogonalidad se da por definicion.
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Nota 2.3. Es importante destacar que la condicion |a|”+|b|* = 1 se llama condicion
de normalizacion, y significa que, dado A un observable con vectores propios {a;}_,
la suma de las probabilidades de los posibles sucesos verifica y ., P(a;) = 1. En

otras palabras, la norma de un qubit ) es igual a 1.

Por el Teorema 1.2} es posible asociar

y trabajar con notaciéon matricial. Tanto la notaciéon matricial como la notacion de

Dirac son equivalentes en este caso. Por tanto, se tienen las siguientes igualdades:

O=(0) a=(1)

En notacién matricial, se tienen las siguientes igualdades:

) = al0) +bj1) = [ 6l =c O +d = (e )

<¢|¢>=(c*<0|+d*<1|)(a|o>+b|1>):(C* d*) Z _ Fatdb

En las igualdades previas se supone que |¢) = ¢ |0) +d |1).

Toma de mediciones

En cada proceso computacional, se involucran tres elementos: los datos, las opera-
ciones y los resultados. En el contexto del modelo de circuitos cuanticos, los datos
son los estados de los qubits, las operaciones son puertas cuanticas, y los resultados
son las mediciones. Al realizar una observacion del estado de un qubit, la funcion
de onda colapsara a uno de los estados fundamentales de la base en la que se efec-
tua dicha medicién. Es importante destacar que esta medicion tiene un caracter

probabilistico, conforme a los postulados de la mecanica cuantica.

Dado un qubit en un estado |¢) = a|0) + b|1), se ha visto que

Po = [(01¥)[* = af*
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P = (L) = (b’

donde Py y P; son la probabilidad de obtener los valores propios asociados a [0) y

|1) respectivamente. Se puede extender el calculo para n qubits.

Proposicion 2.1. Dado |1) =377, ¢jla;), Pla;) = lc;|?, siendo a; el valor propio

asociado a a;.

Demostracion. La probabilidad se escribe tal que:

P(a:) = [{aile)[?

Por un lado, se tiene que:
n
(a;v) = Z cj(aila;) = ¢;
j=1
por lo que:
P(a;) = |ei”
m
De este hecho se deduce que la probabilidad de encontrar cada valor propio depende-

ra exclusivamente de la diferencia de fase relativa entre los coeficientes ¢;. Se define

a continuacién una fase global y se prueba que es fisicamente irrelevante.

Definiciéon 2.2 (Fase Global). Se considera una fase global a una constante ¢ € C

con |c| =1 que multiplica al estado del qubit.

Proposicion 2.2. Una fase global es fisicamente irrelevante, es decir, no afecta

a las probabilidades de obtener cada wvalor propio. En lenguaje matemdtico, dado

) =251 ¢jlaj) yc€C conc| =1, Pla;) es igual para |¢) que para c|ip).

Demostracion. Para |¢):

Pla;) = |e;f”

Para c|¢):
Plai) = Wailelw)[* = |el*{ail)* = lel’[eil” = |eif”
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2.2. Esfera de Bloch

En esta seccion se expone el concepto de esfera de Bloch, una forma grafica de

visualizar el estado de un solo qubit.

Proposicion 2.3. Un qubit |¢) se puede expresar de la siguiente manera en coor-

denadas esféricas:
|U) = cos(6/2) |0) + sen(6/2)e" [1)

de forma que solo se han de especificar los dngulos polar 6 € [0, 7] y azimutal ¢ €

[0, 27] para cada estado.

Demostracion. Sea |¢) = a|0) + b|1). Un estado queda descrito por dos ntimeros
complejos a y b, o equivalentenmente, cuatro ntimeros reales. Sin embargo, debido
a que solo la diferencia relativa de fases entre a y b determina la probabilidad de
obtener cada valor propio a la hora de realizar una observacion (Proposicion ,
los grados de libertad se reducen a tres, de forma que a = r, y b = 1€, 14,7 €
R, ¢ € ]0,27]. De esta manera, y sin pérdida de generalidad, se supone que a es

real para simplificar los célculos.

A continuacién se impone la condicion de normalizacion, es decir, |[1||* = (¥|1) = 1,
por lo que se llega a que (1h[)) = (a* (0]4+b* (1])(a |0)+b 1)) = a*a+b*b = |a*+|b|* =

1. En coordenadas cartesianas esta expresion se convierte en 72 + 2.

Ty

Ta

Figura 2.1: Arco de circunferencia de radio 1 con ejes rq y 1p.

Se define por conveniencia #/2 como en la Figura [2.1] de tal forma que 6 € [0, 7).
Asi, por trigonometria, cos(0/2) = r, y sen(6/2) = r, y el qubit queda descrito por
| W) = cos(0/2) |0) + sen(0/2)e |1). O

Asi, el estado |0) corresponde con 6 = 0, es decir, el polo norte de la esfera. El estado
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|1) corresponde con el dngulo 6 = 7, es decir, el polo sur. Los dos estados aparecen
representados en la esfera de Bloch en la Figura [2.2]

0 10

\
y x/ y

1) 1)
Figura 2.2: Representacion en la esfera de Bloch de los estados |0) (izquierda) y |1)
(derecha,).

Esta representacion resulta efectiva para visualizar un qubit, pero resulta menos
adecuada para la representacion de sistemas compuestos por multiples qubits que

se encuentran entrelazados.

2.3. Puertas Cuanticas de un Qubit

Existen distintos modelos matematicos de computacion cuantica. Entre ellos, el mo-
delo de circuitos es el mas conocido y empleado. Este modelo se basa en secuencias
de operaciones logicas llamadas puertas cuanticas, que se unen formando un circuito.
Al igual que en ordenadores clasicos, son necesarias las puertas logicas para realizar
operaciones, construir circuitos y asi implementar algoritmos. Es decir, una puerta

cuantica cambia el estado de los qubits.

Puertas Loégicas Cuanticas

Las puertas logicas cuanticas son el equivalente a las puertas logicas de los ordena-
dores clasicos digitales. En el contexto de los qubits, es necesario que sean definidas
como endomorfismos del espacio de Hilbert. Esto significa que si se aplica una puer-
ta a un qubit en un estado |t)g), necesariamente se ha de obtener un qubit en otro
estado [¢q).
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Se ha visto que un qubit habita en un espacio de Hilbert que se identifica con
H = {w € C?: |lw||, = 1} C C% Es por tanto necesario que, dado A: H — C?,
|Az||, = 1 para todo € H. Dicho de otra forma, el operador ha de conservar la

normea.

Se concluye, por la Proposicion [1.6, que A ha de ser unitaria. Las puertas cuanticas

no son observables fisicos, sino que describen la evolucion del sistema de qubits.

Gracias a la representacion de la esfera de Bloch, se puede interpretar cada puerta
cuantica de un qubit como una aplicacion que a cada punto de una esfera le asigna

otro punto en la esfera.

Operaciones sobre un Qubit

A continuacién, se introducen las puertas cuénticas mas importantes, empezando
por aquellas que acttian sobre uno y dos qubits y posteriormente generalizando a un
sistema de N qubits. Sin embargo, se vera que para cualquier operacién unitaria,
se puede construir un circuito equivalente empleando tinicamente puertas de uno y
dos qubits. De esta forma se extiende el concepto de universalidad a la computaciéon

cuantica.

El caso més sencillo es la puerta I o identidad. Para construir puertas mas complejas,
se ha de tener en cuenta que los autovalores asociados a los vectores de la base

computacional son de moédulo 1 al tratarse de una matriz unitaria.

Asi, la puerta Z se escribe

Su accioén sobre los estados de la base computacional es

Z10) =10y, Z1) =—11).

Otro ejemplo muy importante es la puerta X o puerta NOT, dada por

X —
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Su accion sobre los estados de la base computacional es
X0y =11), X 1) =10).

Esta puerta niega cada estado, de forma equivalente a la puerta NOT clésica.

La puerta Hadamard H sirve para crear una superposicion entre los estados de

la base, y viene dada por

g Xtz 1 (11
V2 V2 1

Su accioén sobre los estados de la base computacional es la siguiente:

1
H10) = —(10) + 1)) = [+).
HI1) = ——(0) - 1)) = |-,

Sl

2

de forma que el nuevo estado se encuentra en superposicion de |0) y |[1). Se han
definido dos nuevos estados |+) y |—). Estos dos estados forman una base. En la

Figura [2.3] se representan estos dos estados en la esfera de Bloch.

o) o)

1) 1)

Figura 2.3: Representacion en la esfera de Bloch de los estados |+) y |—).
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La puerta Y se escribe

0 —i
Y =
1 0
e induce un cambio de fase con respecto de la puerta NOT.

El nombre de las puertas X,Y y Z coinciden con los nombres de los ejes cartesianos.
Esta notacién no es arbitraria, sino que se da debido a que cada puerta es una
rotacion de 7 radianes alrededor de su eje correspondiente en la esfera de Bloch.
Esto implica que se pueden generalizar las tres puertas para que dependan de un

angulo 6, de la siguiente forma:

. 0 7
R,(0) = e 12X = cos 5]1 — isin §X =

. 0 6
R,(0) = e'2¥ = cos 51[ —isin=Y = cos(

, 0 7
R.(0) = e"2% = cos §]I — isin §Z = ’ e

donde = indica que son equivalentes salvo una fase global.
Se recuperan las puertas X, Y, Z si se sustituye 6§ por 7w en cada puerta respectiva-

mente. Son importantes también los casos donde § = 7/2 y § = 7/4 alrededor del

eje Z. Se obtienen asi la puerta S, dada por

1 0
S =
0 61'71'/2
y la puerta T, definida por
1 0
T =
0 6i7r/4

En la Figura [2.4] se encuentra una tabla resumiendo las expresiones matriciales de

las puertas cuanticas de un qubit méas empleadas.

Es también importante conocer las relaciones entre las puertas cuénticas a la hora
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Figura 2.4: Puertas cudnticas de un qubit mds comunes.

de operar. Por ejemplo, la puerta Hadamard intercambia los ejes x y z. Por tanto, si
se aplica dos veces, se deduce que esa accion es similar a no aplicar ninguna puerta.

Se puede ver operando matricialmente.

Equivalencia. H? = |

Las matrices de Pauli son un conjunto de matrices destacado tanto en computacion

cuantica como en fisica cuéntica.

Definicion 2.3. El conjunto {I,X,Y,Z} se le conoce como matrices de Pauli y

forman una base del espacio vectorial Mayo(C) de las matrices 2 x 2.

En el caso de las matrices de Pauli, puesto que son rotaciones de m radianes alrededor
de un eje, ocurre lo mismo que en el caso de la puerta Hadamard. Puesto que rotar
27 radianes es lo mismo que no rotar, se deduce que aplicar dos veces seguidas una
matriz de Pauli es equivalente a no aplicar ninguna puerta. Se puede comprobar

mediante el producto matricial que son ciertas las siguientes equivalencias:

Equivalencia. X2 =Y?=272=1

ademés de las relaciones entre ellas:
Equivalencia.

ZX =1 =-XZ

Es necesario para este trabajo definir bases alternativas a la computacional. En este
caso, se ve que dos vectores antipodales en el plano ecuatorial de la esfera de Bloch

forman una base de H.
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Los estados |+), v |—), forman una base ortonormal de H siendo

1

[+)o = —5(10) + 1)),

o

Sl

2
1

=)o = 5 (10) =€ 1)),

Sl

2

con a € [0, 27].

Equivalencias entre Puertas Cuanticas de un Qubit

Para cerrar la seccion de puertas cuéanticas de un qubit, es importante destacar
distintas equivalencias que son ttiles a la hora de simplificar los calculos de las

operaciones unitarias.

Equivalencia. Sea 0 € [0,2x]. Entonces se cumple HR,(0)H = R.(0)

Demostracion. Se sigue del hecho de que

HR.(0)H — 111 cos(8)  —isin(%) 11 1) s 0 _
V21 —isin(%)  cos(?) 2\1 -1 0 e
O

Es comun ver este resultado cuando # = 0, en cuyo caso

HXH=Z7. (2.1)
Se puede obtener otra equivalencia basandose en este resultado previo.
Equivalencia. Sea 0 € [0,27]. Entonces se cumple que

R.(0)X = XR.(—0).
Demostracion. Se tiene que
XR(0)X = 0 1) [es 0) fo 1) (&5 0 _ R(-)
10 0 ez 10 0 e’z

de donde se obtiene el resultado multiplicando por X a la izquierda. O
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Con estas equivalencias se demuestra el siguiente resultado, ttil para secciones pos-

teriores.

Proposicion 2.4. Sea m = {0,1}. Entonces HR.(0)X™H = Z™R,((—1)™0).
Demostracion. = Sim =0, es la ecuacion vista anteriormente

HR.(0)H = R,(0).

= Sim =1, se parte de

R.(0)X = XR.(—0).

Se multiplica por H a ambos lados

HR.(0)XH = HXR,(—6)H.

Se concluye, por las equivalencias previas que

HR.(0)XH = HXHR,(—0)H?,
HR.(0)XH = ZR,(—9).

Universalidad en Puertas de un Qubit

Por ultimo, es importante recalcar que, a la hora de llevar a la practica la compu-
tacion, se priorizan las puertas universales, ya que abaratan los costes. En el caso

de puertas cuénticas, se da el siguiente resultado:

Proposicion 2.5. Para toda puerta cudntica de un qubit U, existen tres dngulos
a, B,y de forma que U = R,(a)R,(B)R.(7y). Este resultado también es cierto para

todo par de ejes de rotacion no paralelos.

De la Proposicion [2.5] se puede derivar la siguiente descomposicion de una puerta

unitaria U cualquiera.
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Proposicion 2.6 (Descomposicion de U unitaria). Sea U puerta cudntica de un qu-
bit, por tanto, una matriz unitaria 2 x 2. Entonces existen A, B, C matrices unitarias
2 x 2 tal que ABC =1 y una fase 0 € [0, 27| tal que

U=e%AXBXC.

Es posible describir una puerta universal en funciéon de tres angulos. De hecho,
empresas como IBM las usan en sus ordenadores cuanticos. La puerta universal

U depende de tres angulos y se escribe como

[
U0 = [ 6

)
e?sin(4) et Ncos(8)

La universalidad hace refencia a que esta puerta engloba cualquier puerta cuantica

de un qubit.

2.4. Puertas Cuanticas de dos Qubits

En la seccion [1.3] se expusieron los fundamentos teoricos para trabajar con sistemas
de més de un qubit (N > 1). Se establecié un isomorfismo con C" con el producto
escalar usual (-, -)c» v se definio6 el producto tensorial, ademas de la distincion entre

estados producto y estados entrelazados.

Para el caso de N = 2, se trabaja con un espacio de Hilbert de dimension n = 2% = 4.
A partir de la Proposicion [I.9) para el caso concreto n = m = 2, se obtiene una nueva

base, dada por

1 0 0 0
0 1 0 0
0) @10) = 10 @1) = D @l0) = D ell) =
0 0 1 0
0 0 0 1

Estos vectores o kets son ejemplos de estados producto, ya que se construyeron a
partir de qubits individuales. A continuacién se muestra un ejemplo de estado de

dos qubits entrelazado.

Nota 2.4. Se usa la notacion |11) ® [1e) = |110s) salvo que esta notacidon lleve a
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confusion. En ese caso, se indicard.

Ejemplo 2.1. Uno de los ejemplos mds simples de un estado entrelazado de dos

qubits es el estado de Bell |UT), que se define como

[0+ = —=(100) + [11)).

\/_
Para ver que el estado de Bell es un estado entrelazado se prueba que no es un estado
producto. Se supone, por reduccion al absurdo, que |¥1) se puede expresar como un

producto tensorial de dos estados, en la forma

(W) = (al0) +b 1) @ (¢|0) +d[1)) = ac|00) + ad|01) + be|10) + bd |11)

siendo a, b, c,d € C.

Igualando las ecuaciones, se deduce que ad = 0 y que bc = 0. Asi, si se emplea
la sequnda igualdad, se tiene que b = 0 o ¢ = 0. En cualquier caso se halla una
contradiccion puesto que no se puede obtener |U) bajo estas condiciones. Se prueba

ast que |¥T) no es un estado producto y si es un estado entrelazado.

FEs importante observar que en este estado |W1), si se realiza una medicion en uno
de los qubits y se obtiene, por ejemplo, el valor propio de |0), inmediatamente se
conoce que el otro qubit también colapsard en el estado |0), independientemente de
la distancia fisica entre ellos. Esto fue motivo de controversia en la fisica, ya que la

informacion viaja como mdximo a la velocidad de la luz.
El concepto de colapsar tras realizar una medicion se expone mds adelante en la

Proposicion [2.7].

Existen otros tres estados de Bell que forman una base del espacio de Hilbert de dos

qubits. Son los siguientes:

I >—f (100) —[11))
|@*) = f|01>+|1o>>
|07) = — \/‘ (]01) — |10))

Al trabajar con dos qubits, al medir uno el otro colapsaré a un nuevo estado ket [))
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de un qubit.

Proposicion 2.7. Sea |¢) = agy |00)+ag; |01)+a1 |10)+aq; |11) un estado genérico
de dos qubits.

» Si al medir el primer qubit se obtiene |0), el sistema colapsa al estado

_ aoo ‘00> + app ’01>

\/ ’a00’2 + \%1\2

» Si se mide |1) en el primer qubit, el estado pasard a ser

[%0)

aio |]_0> —f- aiq |]_1>

\/ |CL10|2 + |f111|2

El resultado es andlogo si se mide el sequndo qubit, solo cambian los estados de la

|1/11> =

base.

Los qubits entrelazados permiten conocer el estado del segundo qubit tras medir
el primero. En términos de computacién cuéntica, la propiedad de entrelazamiento
de estados cuanticos es una de las mas importantes a la hora de construir circuitos
que implementen algoritmos. Se aprovecha el hecho de que se conocen los posibles
estados en los que colapsara la funciéon de onda tras haber realizado una medicion.

Esta propiedad es béasica en el modelo basado en medidas.

De forma analoga a los kets producto y entrelazados, existen puertas cuanticas que
se pueden escribir a partir de las puertas de un qubit y otras que no. Para un estado
producto, aquellas puertas que se descomponen en puertas de un qubit actian de

forma individual en cada qubit, de acuerdo a

(Ur @ Us)([t01402)) = Uy 1) @ Uz [tha) .

Sin embargo, al igual que con estados entrelazados, existen matrices unitarias de
dimensioén 4 con coeficientes en C que no pueden ser descompuestas en productos
tensoriales. Estas matrices son puertas cuanticas que actiian de forma conjunta sobre

todos los qubits del sistema.

La puerta SW AP es un ejemplo de puerta cuantica de dos qubits.

IQI+ XX +YQRQY+ZRZ

SWAP = 5
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Su expresion matricial es

SWAP =

o O O
= O
[

= o O O

y su accion sobre los estados de la base computacional es:
SWAP|00) =|00), SWAP|01)=110), SWAPI10)=[01), SWAP]|11)=|11).
La puerta SWAP intercambia el estado de los dos qubits. Si el primero esta en |0)

o |1), lleva |0) o |1) al segundo qubit. Ocurre lo mismo para el segundo qubit.

Otro ejemplo de puertas destacable son las puertas de control o controladas. En
ellas, un qubit sirve como controlador, y en el otro se aplica U si el primer qubit se
halla en el estado |1).

En su forma més general, una puerta controlada CU con el primer qubit de

control es:
1 0 0 0
01 0 0
CU = ,
0 O U1 Uy2
0 0 wugr wu
donde
U — U1 U2
U21 U2

es una puerta cuantica de un qubit.

Esta puerta aplica la puerta U al segundo qubit si el estado del primer qubit es |1),

del siguiente modo:

CU00) = |00), CU01) =[01), CU10)=[1)U[0), CUL)=[1)U1).

Los casos concretos mas comunes y mas importantes son cuando U = X y U = Z.

Cuando U = X, se conocen como la puerta CINOT o puerta C'X. Su expresion
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matricial es

e}

CNOT =

o o O

o O =

= o O O
o

Su accion sobre los estados de la base computacional es invertir el estado del segundo

qubit si el del primero es |1). En notacion de Dirac, se tiene que:

CNOT|00) = [00), CNOT01) = |01), CNOT|10)=]|11), CNOT|11) = |10).

La expresion matricial de la puerta C'Z es

100 O
010 O
CZ = )
001 0
000 -1

y su accion sobre los estados de la base computacional es:
CZ100) =100), CZ|01)=101), CZ]|10)=|10), CZ|11)=—|11).

Si se analiza en detalle la acciéon de C'Z, se ve que es independiente del qubit que sea
el controlador ya que solo cambia el estado de |11). También se conoce esta puerta

como puerta C'Phase o CFase.

Equivalencias en Puertas Cuanticas de dos Qubits

Una equivalencia importante es la siguiente.

Equivalencia. Se cumple que:

(I® H)CZ(I® H) = CNOT
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Demostracion. Se verifica que

1 10 0o\ftoo0 oY({1 1 0 0
11t =10 o]lo1o0o of]1 10 o
(I1® H)CZ(I 9 H) = 3 _
o0 1 1|loo1 ol]lo o 1 1
o0 1 -1/\ooo-1/\o 0o 1 -1
1000
1
|0 PO Cenvor
0001
0010

2.5. Universalidad de las Puertas Cuanticas

En computacion clésica, existen puertas universales con las que es posible realizar
cualquier otra operacion. Esto es importante por distintos motivos, entre ellos econo-

micos, ya que se reducen el nimero de puertas diferentes a implementar fisicamente.

Es, por tanto, importante buscar puertas cuénticas universales. Si se pretende de-
mostrar la equivalencia de dos modelos de computaciéon cuantica, se podra probar
que se pueden llevar a cabo las puertas universales en lugar de probarlo para toda
operacion unitaria. En consecuencia se proponen a continuaciéon distintos conjun-
tos que actiian como puertas universales para toda operacion unitaria de cualquier

dimension finita.

En una dimension, se vio en la Proposicion que cualquier puerta cuantica de un
qubit se puede escribir usando R, y R,. Para dimension n, se obtiene el siguiente

resultado:

Teorema 2.1 (Universalidad de las Puertas de 1 y 2 Qubits). Cualquier operacion
unitaria de dimension n se puede implementar con puertas de un qubit y la puerta
CNOT. FEs decir, se puede construir un circuito equivalente a cualquier operacion

unitaria empleando unicamente puertas de un qubit y la puerta CNOT.

Por dltimo, se propone un conjunto concreto de tres puertas que actian como con-
junto universal. Este conjunto sera importante a la hora de probar la equivalencia

de los dos modelos de computacion cuantica considerados en este trabajo.
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Proposicion 2.8. El conjunto de puertas {H,T, CNOT} sirve para aproximar cual-
quier operacion U unitaria hasta cualquier grado de precision, en el sentido de que

la norma de la diferencia tiende a 0 [12].

La Proposicion indica que, dado un € > 0, existirda un circuito que, a partir de
{H,T,CNOT}, implemente una operacion unitaria U, tal que ||U — U|| < €. Este
conjunto no es tnico, sino que existen diferentes conjuntos que pueden servir como

conjuntos universales.

2.6. Puertas Cuanticas de N qubits

Trabajar con sistemas de N qubits requiere extender de forma analoga los conceptos
previos a un espacio de Hilbert de dimensién 2% = n. La base computacional se
extiende de igual forma que para el caso N = 2. En este caso, no es comodo trabajar
con kets [t11)y...1,), sino que los estados de la base se nombran por el niimero
decimal que corresponde al nimero binario 115 . . . 1, donde el bit mas significativo

es, como se ha trabajado hasta ahora, ;.

Nota 2.5. Se recuerda que la notacion para espacios de Hilbert de dimension n
que representen un sistema de qubits es H,,, donde el subindice se omite en caso de

n=1.
De esta manera se obtiene una base
0),[1),... 2" — 1)

que se asocia a la base canonica de C" de forma que e; = [i — 1) con i = 1,...,n.

Ejemplo 2.2. Para el caso N = 2, la base computacional se escribe con esta nota-

cion, de forma que

—_

0) = 10) ©]0) = =10y @) =

o O O
o O = O
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Se extiende también la Proposicion para el caso de N qubits.

Proposicion 2.9. Sea Y ! | = a; i) un estado genérico de un sistema de N qubits

en H,,. Entonces:

w Si al medir el qubit j con j =1,..., N se obtiene |0), el estado colapsa al estado

ZZGJO a |1)

)
/ 2
Zlejo |

con Jo = {12 ... Yn) € Hy: ; = 0}. La probabilidad de medir |0) es

D laif

ey

» Si al medir el qubit j con j =1,...,N se obtiene |1), el estado colapsa a

ZZEJ1 a'l |l>
\/ Zle]l ‘al’2

con Jy = {|1e. .. n) € Hy: Yy = 1}, La probabilidad de medir |1) es

D laif

leJy

Antes de exponer distintas puertas comunes para N > 2, de forma similar a los
casos N =1y N = 2, se recuerda el resultado el Teorema de universalidad de
las puertas de 1 y 2 qubits. Por tanto no es necesario exponer ningin ejemplo en
concreto en esta introduccion, ya que se las puertas de mas de dos qubits se pueden

implementar mediante un circuito que utilice solo puertas de 1 y 2 qubits.

Hay un caso en concreto de puerta que si es importante para N = 3 y es el caso de
la puerta Toffoli o CCNOT'. Es importante ya que { H, CCNOT} es también un
conjunto de puertas universales [12|. Sin embargo, no se empleara en este trabajo.

De hecho se vera una descomposicion de CCNOT en funcion de {H,T,CNOT'}.
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La puerta Toffoli actia sobre 3 qubits y transforma la base computacional de la
siguiente forma:

CONOT |z} [y) |2) = |2} [y) [z @ (x A y))

con @ la funcion XOR clasica (suma mdd 2) y A el simbolo de la funcion AND

(producto de los dos bits). Se recuerdan las dos funciones clasicas:
XOR(0,0) =0, ,XOR(0,1)=1, XOR(1,0)=1, XOR(1,1)=0.
AND(0,0) =0, AND(0,1)=0, AND(1,0)=0, AND(1,1)=1.

De forma més simple, la funcion CCNOT aplica la puerta NOT al tercer qubit
si los dos qubits controladores (el primero y el segundo) estan en |1). Extiende la

puerta CNOT a un qubit més.

Antes de concluir, ha de tenerse en cuenta la siguiente aclaraciéon sobre notacion.

Nota 2.6. En un sistema de N qubits, es comin que se aplique una puerta a un
qubit 7 con j = 1,...., N 0 a varios ji,...,Jjm con m < N, mientras que al resto de
qubits no se le aplica ninguna puerta. En esos casos los subindices de la puerta en
concreto hardn referencia a los qubits a los que se aplica. Por ejemplo, Ui es una
puerta de dos qubits que se aplica al qubit 1 y al 2. Los primeros nimeros hacen
referencia a los controladores, en el caso de que existan mds de uno. Asi, CNOT5,
tiene el seqgundo qubit como controlador, mientras que C'NOT}y tiene el primer qubit

como controlador.

En lugar de escribir (1 ®@ ... Uj, . ® ... 1), se escribe solo Uj, . ;. . Se sobreen-

tenderd que al resto de qubits no se le aplica ninguna puerta.

Como ejemplo, sea N =4, sea CZy3 y |1b) el estado del sistema. Se puede escribir,
de forma equivalente, CZy3 1) en lugar de (I @ CZays @ 1) |1).

Si aparece CU cualquiera sin subindices (como CNOT o CZ) y el contexto deja

dudas (existen mds de dos qubits), siempre se entenderd que se refiere a CUys.

Concluye asi la exposicion de las puertas cuanticas més importantes.

2.7. Modelo Cuantico de Circuitos

Ya se han expuesto los conceptos de qubits y de puertas cuanticas. Es decir, ya se

han expuesto los dos componentes esenciales para la computacion cuantica: los datos
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y las posibles operaciones que se pueden realizar sobre ellos. Es hora de concretar

estos conceptos en un modelo que permita realizar cualquier operacion unitaria sobre

los qubits y computar algoritmos para obtener aplicaciones ttiles en el mundo real.

El modelo més estudiado y empleado es el modelo cuéantico de circuitos [12].

Un circuito tiene los siguientes componentes:

» Cada qubit es representado por un cable.

» Cada puerta cuantica de 1 qubit se representa como una caja cuadrada con el

nombre de la puerta correspondiente dentro. Los cables que atraviesa son los

qubits a los cuales se aplica esa puerta en concreto.

» Las puertas controladas se representan como en el siguiente circuito, donde el

punto del qubit superior significa que ese qubit es el controlador.

Es comtn que la notaciéon cambie para CNOT' y para CZ. En esos casos se

representan de la siguiente manera respectivamente:

—

————

—

9_

—
—

——
———

La notacion para C'Z tiene sentido ya que C'Z actia de forma equivalente

siendo cualquiera de los dos qubits el controlador.

La puerta CCNOT se representa a partir se de la extension de la puerta
CNOT a tres qubits, del siguiente modo:

La puerta SWAP también tiene notacion propia:

UL D

—

—

—

S

—4

9_

3
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= Las mediciones se representan con el simbolo

— A=

donde z, o el eje que corresponda, hace referencia a la base con la respecto a
la que se mide. z se refiere a la base computacional y = a la base |£). Si no
aparece z, entonces la mediciéon se hace en la base computacional. El resultado
de la medicion es m. El doble cable significa que es un cable clasico, ya que

tras la medicion el qubit ha colapsado a un bit clasico.
Estos son los elementos que forman un circuito. A continuacion se veran ejemplos

para ilustrar como se implementan al llevarlo a la practica.

Ejemplos de Circuitos

Ejemplo 2.3. Un circuito basico que se puede construir consiste en implementar H

y medir en la base computacional.
m

Si el estado inicial es |0), entonces H |0) = |+), por lo que Py = 1/2. Si el estado
inicial es |[+), entonces H |+) = |0), por lo que Py = 1.

Los siguientes ejemplos se exponen con doble finalidad: comprender la notacion del
modelo de circuitos y exponer algunas equivalencias entre puertas cuanticas que son

utiles a la hora de computar.

Ejemplo 2.4. La equivalencia de la Ecuacion|2.1] escrita en circuitos es
-

Ejemplo 2.5. Como ya fue probado, CNOT se puede escribir a partir de CZ y H

de la siguiente forma:

[

(i —o—

En este caso (I ® H) se representa con una puerta H en el qubit inferior, ya que I

es equivalente a no transformar el estado del qubit.
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Ejemplo 2.6. El siguiente circuito muestra la equivalencia para una puerta CNOTy
con el seqgundo qubit como controlador. Se puede comprobar matricialmente que se

da la igualdad.

Ejemplo 2.7. La puerta SW AP es equivalente a usar tres puertas CNOT dispues-

tas como en este ejemplo. Se puede comprobar matricialmente que se da la igualdad.

A\
N\

=X

[
A\
fan)
A\

Ejemplo 2.8. A partir de la Proposicion[2.0, que hace referencia a una descompo-
sicton matricial de una matriz U unitaria, se deriva el siguiente circuito para una

descomposicion de una puerta controlada CU :

Rz (9) _

0

—{cl—o5]

[
A\

con A, B,C tal que ABC =1 y e € [0,2n] de forma que U = e AXBXC.

Ejemplo 2.9. La puerta Toffoli se puede implementar a partir del conjunto de

puertas unwersal {H,T,CNOT}. Una posible descomposicion es [12]

(1=

1o}

[T}——

Pese a que T* y CNOTy no pertenecen explicitamente a {H,T,CNOT?Y}, si se

pueden formar a partir de ellas:
» 7% =T7 por ser T unitaria. Como T® = I, entonces T* =T =T,
» Se ha visto una equivalencia de CNOTs, a partir de CNOT y H.
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Vistos estos ejemplos se ha ilustrado el modelo de circuitos. De forma genérica, un

circuito de N qubits tiene la siguiente forma:

1) —

[12)
Un

) — ]

donde las mediciones no han de estar presentes necesariamente. Puesto que las ma-
trices unitarias forman un grupo U(N), se puede escribir el producto de todas como

Uy . Asi, se obtiene un circuito que implementa Uy sobre N qubits.

2.8. Algoritmos Cuanticos

Toda la teoria desarrollada acerca de la computacién cuéntica nace con el fin de
fundamentar un area con aplicaciones en el mundo real. En esta secciéon se veré
como se pueden implementar algoritmos cuanticos a partir del modelo de circuitos

presentado. Para mas informacion se remite a [1].

Algoritmo de Deutsch Jozsa

El algoritmo de Deutsch Jozsa es el ejemplo mas féacil para comprender como un
algoritmo cuantico supera con creces a su analogo clasico en términos de eficiencia
computacional. Su punto débil es que no tiene aplicacion real conocida, sino que

sirve tnicamente para ilustrar el poder de la computacion cuantica.

El problema que se intenta resolver es el siguiente: Sea f una funciéon definida en un

conjunto de N bits tal que

f:Zy — 7,

donde Zs = {0,1}. f no es cualquier funcion, sino que se sabe que f pertenece a

una de las dos opciones siguientes:
= f es constante, i.e., f(z) =0 o0 f(x) =1 para todo x € ZY.
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» f es balanceada, i.e., f(x) = 0 para la mitad de los elementos de ZY y f(z) =1

para la otra mitad.

El objetivo del algoritmo es determinar el tipo de la funcién f, es decir, si es balan-

ceada o constante.

Un algoritmo clasico evaluaria distintos valores de la funcién hasta encontrar dos
distintos (funcién balanceada) o, en el peor de los casos, 2"~! + 1 valores, es decir, la
mitad mas 1. Esto corresponde a que la funcién fuese constante, o que la funcion fuese

balanceada y se obtuviesen un tnico valor de f para los primeros 2"~ ! elementos.

La eficiencia del algoritmo cuéntico es evidente ya que este resuelve el problema en

una sola evaluacion. El circuito para dimension n se representa en la Figura [2.5]

o —{TH
o —{H

o -

Figura 2.5: Clircuito que implementa el algoritmo de Deutsch Jozsa.

La puerta U; actiia de la siguiente forma sobre la base computacional:

Ut li) = (=1)7@13)

U se le suele referir con el nombre de oraculo. En este caso se expone su accion
sobre los estados, y se puede interpretar como una caja negra. Asi no es necesario

conocer la légica interna de la puerta, solo su accion.

Teorema 2.2. Sea f una funcion de n entradas en las condiciones de Deutsch
Jozsa. Si se mide |0) en el circuito de la Figura entonces f es constante. En

otro caso f es balanceada.

Demostracion. Sea |0...0) = |0) = |th) el estado inicial. Se asume n = 2V por

simplicidad. Si se aplica H a cada qubit, el nuevo estado seré

—_

1 —
H|¢°>:|¢1>:|+'”+>:_n‘ ),

I
=)
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i.e., una superposicion de estados uniforme.

Si f es constante, U; introducira una fase global idéntica (—1)/@ en cada estado

puesto que f(i) es constante para todo ket i de la base. Es decir:

U lo) = = S (=191 = o)

Finalmente, se aplica H y se obtiene de nuevo el estado |0). Por tanto al medir en

la base computacional se obtendré |0).

Si f es balanceada, Uy introducird una fase relativa (—1) en la mitad de los estados
de la base. Esto ocurre ya que la mitad de los estados tendran imagen 0 y la otra
mitad 1. Es decir:

Uf|¢1>=% S i+ S (=)

ief10) el
Veamos el producto escalar de Uy |t)1) con [¢);).

(+ - +Usltr) = % [n/2=n/2] =0

Por tanto, son ortogonales, y al aplicar H a cada estado lo seguiran siendo, pues
H es unitaria. Se concluye que es imposible medir |0) a partir de HUy |¢)1) si f es

balanceada.

Transformada de Fourier Cuantica

La transformada de Fourier Cuantica es la analoga de la transformada de Fourier
discreta y es una parte importante de algoritmos cuanticos como el de Shor, que es

el fundamento cuantico para la factorizacion de ntimeros enteros.

Se define la transformada de Fourier discreta como:

Fn: C"— C"

r— F(x)
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de forma que:

n—1 27 i
oL
Lo ijo xrie
Fn : =
n—1 2mi i(n—1)
Tp_1 > i Tjem

27
n

Se define w = e™» . Se puede escribir F;, en forma matricial del siguiente modo:

1 1 1 1 1
1 w w? w3 wn—l
1 w? wt wb w2(n—1)
Fo=11 3 W w? . wie)
i wn.—l w2(7.b—1) w3(’;b—1) o w(’n—l.)(’n,—l)
‘Z1> Rs RNJ |

SW APy

o) - L —

Figura 2.6: Circuito para tmplementar la transformada cudntica de Fourier con N
qubits. La puerta SWAP intercambia los qubits (i, N — 1) para todo i € {0, N/2 —1}.

En esta secciéon se mostrara el circuito para implementar F,. Para ello se define

jus . .
w = e2 = 1. Se tiene que

—_
—_
—_
—_
—_
—_
—_
—_
—_
—_
—_
—_

111 w w? W 111 w w? 111 + -1 —2
773 =3 =3
1 w? wt Wb 1 w? 1 w? 1 -1 1 -1
1 w? Wb W? 1 w? W w 1 —i =1
Si se define
1 0 21
Rk: .o ERZ(?)
0 e'2F

con k = 2,..., N, se tiene que el circuito de la Figura[2.6|implementa F,,. Se recuerda
que n = 2V,
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En este caso, los qubits se nombran de 1 a N para facilitar la notacién con respecto

a las rotaciones Ry. El algoritmo QFT consta de los siguientes pasos:

= Para cada qubit 7 con i =1, ..., N, por ese orden, se implementa H y después

la puerta C'Ry, con k =1¢+ 1,..., N con controlador el qubit k.
» Finalmente la puerta SWAP intercambia los qubits (i, N — i) para todo i €

{0,N/2 - 1}.

El caso concreto con dos qubits corresponde a n = 4, la dimension del espacio de

Hilbert. El circuito que implementa F, es

1) Ry —

22 7]

donde Ry = R,(7/2) = S.
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Capitulo 3

Measurement Based Quantum

Computing

La computacion cuéntica basada en medidas (Measurement Based Quantum Com-
puting o MBQC) es un modelo de computacion alternativo al modelo de circuitos. Se
vio en el capitulo 2| que el modelo de circuitos combina puertas cuanticas para reali-
zar operaciones unitarias U sobre un estado inicial de NV qubits, para posteriormente

medir el estado final.

El modelo MBQC emplea un enfoque distinto. Para ello, comienza con un estado
entrelazado de qubits, al que posteriormente se van realizando medidas en diferentes
bases que se determinan segun los resultados previos, para llegar a un estado final

equivalente a haber realizado una operaciéon unitaria sobre esos qubits finales.

3.1. Teleportacion Cuantica

El modelo MBQC es posible gracias a una propiedad cuantica llamada teleporta-
cién. Esta propiedad se basa a su vez en el entrelazamiento cuantico. No existe un
equivalente clasico, pero se puede encontrar un ejemplo para ilustrar tal fenémeno
[13]. Si se introducen dos papeles de distintos colores (como rojo y verde) en dos
sobres y se barajan, al abrir uno de ellos se sabra el color del papel que contienen el
otro. Esto ocurre de forma instantédnea e independientemente de la distancia entre

los dos sobres.
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Paradoja EPR

Este fenémeno de teleportacion fue motivo de controversia tras la creacion de la
teoria de la mecéanica cuantica, de naturaleza probabilistica, en la primera mitad del
siglo XX. Albert Einstein nunca se sintié comodo con la mecéanica cuantica. Pronun-
ci6 la famosa frase “Dios no juega a los dados” para expresar su descontento con la
naturaleza no determinista de la mecénica cuantica. Pero su oposicién iba mas alla.
Crefa que las propiedades de los objetos fisicos tienen una realidad objetiva indepen-
diente de su medicién. La mecanica cuantica deduce que al colapsar la funciéon de
onda se pierde informacion. Esto deriva de la no conmutatividad de los observables.
La precision con la que es posible conocer ciertas propiedades de una particula, como
su posicion y momento, esta sujeta a limites fundamentales debido al principio de
indeterminaciéon de Heisenberg. Cuando se realiza una mediciéon de una magnitud,
como la posicién, la funciéon de onda colapsa en un estado propio de esa magnitud,
lo que significa que la informacién sobre su magnitud conjugada, en este caso, el mo-
mento, se pierde. Esta pérdida de informacién es inherente a la naturaleza misma
de la mecéanica cuantica. Debido a estas aparentes deficiencias, Einstein creia que la

mecanica cuantica era una descripcion incompleta de la realidad.

En 1935, Einstein, Boris Podolsky y Nathan Rosen publicaron un articulo presen-
tando un experimento mental disenado para exponer las deficiencias de la mecénica
cuantica. La Paradoja EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) intenta exponer el compor-
tamiento absurdo de la teorfa. Aunque las implicaciones de la paradoja EPR han
sido debatidas durante décadas, la evidencia experimental ha demostrado la exis-
tencia real del entrelazamiento cuantico, ademéas del Teorema de Bell que rechaza

la teoria de variables ocultas.

Para entenderlo es importante conocer que las particulas de espin 1/2 se pueden
describir, de forma anédloga a un qubit, como un C—espacio de Hilbert de dimension
dos. En este experimento hay dos particulas, por lo que la situaciéon es similar a un

sistema de dos qubits.

Una particula inestable con espin 0 se desintegra en dos particulas con espin 1/2, que
por conservacion del momento angular deben tener componentes de espin opuestas
y por conservacion del momento lineal deben viajar en direcciones opuestas. Por
ejemplo, un mesoén pi neutro se desintegra en un electrén y un positrén segtn 70 —
e~ + et. El estado cuantico de este sistema tras la desintegracion de dos particulas
es

W) = —=([H)1l=)2 = [=)l+)2), (3.1)

Sl
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donde los subindices etiquetan las particulas y el signo menos relativo asegura que
este es un estado de espin 0. Este estado en la base computacional se expresa como
el estado |®~) de los estados de Bell. Asi, el resultado de medir el espin de la primera
particula revela el resultado de medir el espin de la segunda particula, que sera el
opuesto. Por tanto, si las particulas estan alejadas lo suficiente y la informacion
viaja como mucho a la velocidad de la luz, es previsible suponer que la informacion
ya estaba en la segunda particula. Los autores de la paradoja suponian que existian

variables ocultas o desconocidas que contenian esa informacion.

Teleportaciéon de un qubit

En la Figura [3.1] se representa la teleportacion de un qubit. Se parte de un estado
genérico de un qubit [1)) que se quiere trasladar a otro qubit auxiliar que se encuentra
en el estado |+). Para ello se entrelazan los dos qubits con la puerta C'Z, y se realiza
una mediciéon del qubit original en el plano ecuatorial o plano X —Y con un édngulo
6. Esto se consigue aplicando primero la puerta R,(f) y después la puerta H, para

finalmente medir respecto a la base {|0),|1)}, es decir, el eje z.

) R.(0) m

+) X"HR.(0) |[4)

Figura 3.1: Circuito cudntico de teleportacion de un qubit.

Teorema 3.1 (Teleportacion de un qubit). La salida del circuito de la Figura
para una entrada |)®|+) es X" HR,(0) |1), siendom = {0,1} el resultado de medir
el primer qubit (medicion ecuatorial con un dngulo 0) y |1) un estado genérico de

un qubit.
Demostracion. El estado inicial es
o) = [¥) ® [+) = («]0) + B]1)) @ |+) = a|0+) + B[1+)
Se aplica primero la puerta C'Z para entrelazar los dos qubits, obteniendo
CZ o) = CZ(al0+) + B[1+)) = al0+) + B[1=) = [¢1) .
Posteriormente se aplica la puerta R,(#) al primer qubit para conseguir

(R(0) @ 1) [th) = (R.(0) @ I)(a [0+) + B[1-)) = (a[0+) + Be” [1-)) =2 [¢n) ,
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y, a continuacion, la puerta H, dando lugar a

(H @D)(a|0+) + B [1=)) = o [++) + e’ |—=) = [¢3).
Finalmente, se mide el qubit en la base computacional. Para ello, se expresa el primer

qubit de [¢3) en la base {|0),|1)}, obteniendo

1

V2

Esta expresion es equivalente a

[¥s) = —= [10) @ (a|+) + B’ |=)) + 1) @ (a|+) = Be”|-))] .

1 0 1
|¢s) = 7 [10) ® XPHR.(0) [v) + |1) @ X HR.(0) [v)]

va que
X"™HR.(0)|¢) = X" H([0) + Be” [1)) = X™(a |+) + be” | =)
alt) + e’ |=) sim=0
al+) — Be? |-) sim=1.
]

Se ha conseguido, mediante el circuito de teleportacion, teleportar el estado de un

qubit a otro auxiliar. Este principio es la base del modelo MBQC.

Nota 3.1. De forma equivalente y para reducir notacion, el circuito de teleportacion

puede ser representado de la siguiente forma [15]:

|¥) E(0) = m
+) X"HR.(0) [¢)

donde 6 es el dngulo con el que se realiza la medicion en el plano ecuatorial.

Nota 3.2. Se dice que se realiza una medicion en el plano X —Y con un dngulo 0
ya que, con las puertas aplicadas, las probabilidades de medir 0 y 1 son las mismas
que si se mide en la base |0+) = %. Se puede también referir a esta medicion

como medicion ecuatorial con dngulo 6.

A continuacion se justifica esta forma de mombrar a la operacion que se realiza al

qubit original en la Proposicion [3.1. Por simplicidad y sin pérdida de generalidad,
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se toma 6 = 0.
Sea [1) = a[0) + B11) = Js(a + B)|+) + L — B)]-).
= Si se mide en la base computacional, Py = |a|* y Py = |B]*.
= Si se mide en la base |01) = |£), Py = tla+ B° y Pr = Lo — 8%
Sin embargo, si se mide H |1)), los ejes x y z se intercambian, por lo que las proba-

bilidades de medir en cada base se intercambian.
Sea H|Y) =al+)+ p|—) = %(a + ) 10) + \%(a — B)|1). Entonces:

» Si se mide en la base |0+) = |£), Py = \04\2 y P = \5’2-

= Si se mide en la base computacional, Py = §|o + By P = Slo— Bl

Por tanto, medir en la base |+) es equivalente a aplicar la puerta H y medir en la

base computacional.

3.2. Measurement Based Quantum Computing

En esta seccion se introducen los conceptos necesarios, ademéas de la notacion para

comprender el modelo de computacion cuantica basada en medidas.

Notacion

Como los enfoques del modelo de circuitos y el modelo MBQC son distintos, se ha
de adaptar la notaciéon a la filosofia del segundo modelo, basada en el empleo de

grafos. En el caso MBQC, las reglas que se siguen son las siguientes:

= Cada nodo del grafo representa la medicién de un qubit en el plano X — Y

con un angulo 6.
= Las mediciones se realizan de izquierda a derecha.

= Los nodos que aparecen conectados mediante un cable estan entrelazados por
una puerta C'Z y se inicializan en el estado |+), a menos que se indique lo
contrario. En ese caso, se especificara el estado inicial de los nodos situados a

la izquierda (los primeros en ser medidos).
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= Los nodos circulares representan los qubits que son medidos, mientras que los

cuadrangulares son los qubits que representan el output de la computacion.

Nota 3.3. Se recuerda que existen diferentes enfoques para el modelo de mediciones,
pero en este trabajo se usan medidas en el plano X —Y . Cualquier otro enfoque es

equivalente.

Ejemplo 3.1. Como ejemplo, se representa en la Figura[3.9 el circuito de telepor-
tacion de un qubit de la Proposicion|3. 1. El nodo circular representa el qubit original

que es medido en el plano X-Y con un dngulo 6.

)

Figura 3.2: Notacion MBQC para el circuito de teleportacion de un qubit, donde |1)
es el estado genérico que se quiere teleportar.

Mallas

A continuacién se exponen las opciones mas comunes a la hora de distribuir y en-

trelazar los qubits.

Definicion 3.1 (Cluster State). Un estado clister de tamano n x m se construye

de forma que

» Seinicializa cada qubit (i,j) en el estado |+) coni € {1,....n} yj € {1,....,m}.

» Se aplica la puerta CZ entre los qubits de cada fila 1 <1 <n, es decir, entre

los qubits (i,7) y (i,j+1) con1 <j<m—1.

= Se aplica la puerta C'Z entre los qubits de cada columna 1 < 57 < m, es decir,

entre los qubits (i,7) y (i+1,7) con1 <i<n—1.

Se puede definir también un estado similar pero con los qubits de salida sin entrela-

zar.

Definicién 3.2 (Open Cluster State). Un estado clister abierto de tamano n x m

se construye de forma que

» Se inicializa cada qubit (i, j) en el estado |4+) coni € {1,...,n} yj € {1,...,m}.

= Se aplica la puerta CZ entre los qubits de cada fila 1 < i < n, es decir, entre

los qubits (i,7) y (i,j+1) con1 <j<m—1.
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s Se aplica la puerta CZ entre los qubits de cada columna 1 < j < m —1, es

decir, entre los qubits (i,7) y (i+1,7) con 1 <i<mn—1.

Figura 3.3: Estado clister y estado clister abierto de dimensiones n =3 X m = 5.

En la Figura se representan los grafos de un estado cluster y un estado cluster

abierto de dimensiones n = 3 x m = 5.

Existe un tipo de distribucion concreta que es empleado en modelos de computacion

cuantica ciega, y que es 1til a la hora de probar la equivalencia entre los dos modelos
en el capitulo [4] [14].

Definiciéon 3.3 (Brickwork State). Un estado brickwork (ladrillo) de tamarno nxm

donde m =5 (mdd 8), es un estado entrelazado construido de la siguiente manera:

» Se inicializan todos los qubits en el estado |+).

» Para cada fila i = {1,...,n}, se aplica el operador CZ en los qubits (i,7) y
(i,7+1) donde 1 < j<m—1.

» Para cada columna j = 3 (mdéd 8) y cada fila impar i, se aplica el operador
CZ enlos qubits (i,7) y (i+1,7) y también en los qubits (i,7+2) y (i+1, j+2).

» Para cada columna j =7 (méd 8) y cada fila par i, se aplica el operador CZ
en los qubits (i,7) y (i+1,7) y también en los qubits (i,j+2) y (i + 1,5+ 2).

En la Figura se representa un estado brickwork para una dimensién concreta

n—4ym—13

St

Figura 3.4: Estado brickwork con n =4 y m = 13.
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Nota 3.4. En el caso de que sea necesario hacer referencia a un qubit en concreto,

se asigna a cada qubit un indice (i,7), donde i es una columna (i = {1,...,n}) y j
es una fila (j ={1,...,m}).

Grafo Lineal

Se consideran en esta seccion los grafos lineales tal como el de la Figura[3.5] Un grafo
lineal es un estado cluster con n = 1. El objetivo es comprender mejor el modelo

MBQC, para ello se usa en un comienzo grafos unidimensionales.

Figura 3.5: Grafo lineal con N qubits.

Proposicion 3.1. El estado del qubit de salida tras medir un estado clister de

n=1xm=23es
[v3) = X" Z™ Ry ((—1)™" ag) R.(ou) [+)

con my,me = {0,1} los resultados de medir el primer y el sequndo qubit respectiva-

mente.

Demostracion. El Teorema [3.1]se aplica para casos en los que exista un qubit objeto
de medicién y un qubit auxiliar para completar la teleportaciéon. En este caso, no se

cumplen esas condiciones. Sea |G) el estado inicial entrelazado.

Figura 3.6: Grafo lineal con n =1 x m = 3 que representa el estado |G).

Sin embargo, si se puede aplicar al grafo |G') = C'Zy3 |G).

Figura 3.7: Grafo del estado |G").

Si se realiza por tanto la medicion del primer qubit se obtiene que |1)y) = X™ HR_(a) |[+).

La medicion del segundo qubit se realiza posteriormente.
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Figura 3.8: Grafo del estado |G') tras la medicion del primer qubit.

Se aplica C'Zy3 de nuevo a |G'), de forma que C'Zo3 |G') = CZ3; |G) = |G).

@

Figura 3.9: Grafo lineal equivalente a haber medido el primer qubit de |G). Ahora el
sequndo qubit se encuentra en el estado |1s).

Esta forma de operar se puede visualizar en el modelo de circuitos.

[+) E(oq) =m1  |4) E(oy) = m1
I+) = |+
I+) [+)

De esta forma se puede aplicar el Teorema[3.T] a los dos qubits de la Figura Asi,
el tercer qubit se encontraré en el estado |13) = X™ HR, (o) X™ HR,(ay) |+).

Usando la Proposicion [2.4] se llega a que

[9) = X2 2™ Ry ((=1)™ az) Re(an) |[+)

Matrices de Correccién

Del grafo lineal de N = 3 de la Proposicién se han de destacar dos particulari-
dades:

= La rotacion alrededor del eje x es de —ay radianes y no as.

= Hay dos matrices de Pauli que dependen de los resultados de la mediciéon. Se

las denomina matrices de correccion.

El primer hecho tiene soluciéon facil, puesto que las mediciones se pueden modificar
previamente. Si se obtiene m = 1 en la mediciéon previa, entonces se cambia el &ngulo

de medicion 6 por —6. Se cancela asi el signo negativo.
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Ahora se veran las consecuencias de la presencia de las matrices de correccién. Su-
pongamos que m = 1, entonces 2" = Z. Sin embargo, Z no afecta las probabilidades
de medir |0) o |1) (medida en base computacional), ya que s6lo introduce una fase

global a |1), dejando igual a |0).

Si X™ = X, las probabilidades de medir |0) o |1) se intercambian y se pueden

obtener las originales multiplicando el estado por X.

Estas correcciones no son por tanto definitivas sino que se pueden subsanar, siempre
que estén al final de la operacion unitaria. Se ve que siempre se pueden colocar al

final, tras demostrar los dos siguientes lemas:

Lema 3.1. Se cumple la siguiente relacion:

Demostracion. Se escribe primero R., ® I y luego se realizan las operaciones perti-

nentes:

Operando se puede ver la siguiente relacion:

e~ /2 0 0

0 e ®> 0 0
CZi(R., @ T) = ‘ = (R, ® I)CZ;.

0 0 ef/? 0
0 0 0 —ef/2

Lema 3.2. Se cumple la siguiente relacion:
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Demostracion. Primero se escribe X; ® I:

0010
0001
X;®1 =
1 000
0100
Operando se cumple que:

0 0 10
0 O

1 0 00

0 -1 0 0

]

Se demuestra asi que X y Z se pueden posponer si viene sucedido de C'Z. Esto no

es aislado ya que se vera que X y Z se pueden posponer siempre.

Proposicion 3.2. Existe siempre una expresion equivalente a multiplicar por la
izquierda las matrices X y Z por el conjunto {H, R,(0), R.(8),CZ}, donde el control
de CZ es en el qubit donde se aplican X y Z y 0 € [0, 27].

Demostracion. Se verd paso a paso cada multiplicacion:

» X y Z conmutan con R,(6)y R.(0) respectivamente al ser rotaciones alrededor

del mismo eje.

= X y Z se pueden posponer si se aplica H posteriormente. Se ve gracias a la
Ecuacion 2.1 HZ = XH y HX = ZH.

» X y Z se pueden posponer si R.(0) y R,(0) se aplican posteriormente. Si son

dos rotaciones sobre ejes distintos se emplea la equivalencia:
R.(0)X = XR.(—0).
De igual forma, se tiene que

R.(0)Z = HR.(O)HZ = HR.(§)XH = HXR.(—0)H = ZHR,(—0)H = ZR,(—0).
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= Por dltimo, ya se vio que X y Z se pueden posponer si van seguidas de la
puerta C'Z por el Lema 3.1y el Lema 3.2

]

Las matrices de Pauli siempre se pueden poner al final del resto de las operacio-
nes y, ademas, se puede subsanar su contribuciéon. Es por ello que en los modelos
teodricos, salvo en el contexto de la computacion cuéntica ciega, se suelen obviar las
correcciones y trabajar omitiéndolas. De forma general, en la literatura consultada el
convenio establecido ha sido ese, ya que el hecho de evitar arrastrar las correcciones
en cada paso simplifica el entendimiento y los calculos para la computacion basada

en medidas.

Sin embargo, se ha de tener en cuenta que si son importantes en la practica, ya que
pueden suponer un intercambio en las probabilidades de obtener cada valor en la

medicion.
Con estas dos nuevas pautas, el estado |¢3) del grafo lineal de la Proposicion

pasaria de,
|h3) = X™2 2™ Ry ((=1)™ ) R () [+)

[V3) = Ry(ag)R.(on) |[+) .

Esto es equivalente a
th3) = HR.(c2) HR:(cu) [+) ,

que es el resultado de aplicar dos veces el resultado del Teorema de teleportacion

sin tener en cuenta la correccién X™.

Ejemplos de Grafos Lineales

Se veran ahora dos ejemplos de como construir ciertas puertas de un qubit con estas

pautas.

Ejemplo 3.2. La puerta Hadamard es sencilla de aplicar. Basta con usar el siguien-

te grafo lineal:

Onll

Ya que R,(0) = I, el sequndo qubit se encuentra en |1e) = H |+).
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Ejemplo 3.3. La otra puerta de un qubit que se utiliza en el conjunto de puertas

universales es T

ya que R.(w/4) = T. El sequndo qubit se encuentra en |¢p) = H*T |+) =T |+).

Una caracteristica del modelo basado en medidas es que depende del input, en este
caso, |+). (Y si se requiere que la puerta H se aplique a otro estado, como por
ejemplo R, (0) |+)? ;O a R,(8) |+)?

En el primer caso es sencillo puesto que es conocido las relaciones entre las rotacio-
nes alrededor de x y de z. En el segundo es necesario conocer esa equivalencia para
poder representarla. Sin embargo, no es un problema de existencia, sino de descono-
cimiento. Si se consigue implementar H,T'y CNOT, se han de poder implementar

todas las puertas.

Para aplicar H a R, () |+), es posible hacerlo con medidas empleando 4 qubits:

Ast, |1hy) = HHR.(0)H [+) = HR.(0) |+).

El hecho de que se preparen por convenio los qubits iniciales en el estado |+ - - - +)
no interfiere con la demostracion de la universalidad del modelo basado en medidas.
Esto ocurre ya que cualquier otro estado inicial puede obtenerse a partir de [+ - - - +).
Esta operacion se anade a la operacion original, dando lugar a una nueva que es
producto de ambas. Por la universalidad del conjunto de puertas universales, esta

nueva operacion también se puede descomponer en esas puertas basicas.

Ejemplos de Grafos con n > 1

Si se aumenta el ntimero de filas, aparece una dificultad nueva, puesto que el Teorema
toma un estado |¢) de un qubit, pero en este nuevo caso aparece un estado
entrelazado. Sin embargo, el resultado es analogo al aumentar la dimensiéon del
estado original. Esto sucede ya que un estado entrelazado de n qubits (se toma n
porque corresponde al ntimero de filas) se puede escribir en coordenadas de la base
computacional del espacio de Hilbert de dimensiéon 2". Se procede entonces de forma

analoga a la teleportacion de un qubit.
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Nota 3.5. En este caso n es el niumero de filas del grafo. En este capitulo se toma

N = 2" por simplicidad. Esta notacion de n y N no es la del capitulo[3.

Teorema 3.2 (Teleportacion de un qubit entrelazado). Sea una columna de n qubits
entrelazados de un estado de MBQC y sea |1) el estado entrelazado que lo describe.

Su expresion en la base computacional es
|¢> :CLO|00>+—|—(1N_1|]_1>,

con N = 2". Se mide el primer qubit con un dngulo 6. Este qubit estd previamente
entrelazado con el qubit de su fila en la columna 2. Entonces el estado que describe
los qubits que restan en la columna y el qubit (1,2) (suponiendo orden de izquierda

a derecha y de arriba a abajo) es
(@ & X"HR.(0)) 1))
siendo m = {0, 1} el resultado de medir el primer qubit (medicion ecuatorial).

Demostracion. Por comodidad se define N = 2™ (solo en esta demostracion). El

estado inicial, sin haber entrelazado el qubit de la segunda columna, es
o) = 1) @ [+) = (a|0...0) + -+~ +any1[1...1)) @ |4)

Se definen ahora dos conjuntos:
So=A{lvo...¥n-1) € Hn: tho = 0}

St =A{lto...¥n1) € Hy: g =1}
Es decir Sy son los estados de la base computacional tal que el primer qubit es 0.
Se tiene ademés que |Sy| = N/2 = 271 =: M. Es también necesario definir una
biyeccion:
©o - S() — B(m)
Yo on—1) — [U1. . PNoa)

donde
B(m) = {[1...¥n-1) € Hur}

es la base canonica del espacio de Hilbert de dimensiéon M. En otras palabras, son

los kets de Sy tras eliminar la coordenada que corresponde al primer qubit.
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Se puede establecer otra biyeccién ¢, de S; a B(m) andloga a ¢y. Sin embargo,
se denotard ;(S1) = B'(m). B(m) es el mismo conjunto que B’(m), pero tienen
origenes distintos. Esto es importante porque el objetivo es asociar cada coordenada

que acompana a un ket de Sy y S; con la imagen de ese ket mediante g y (1.

Dado |vy), se aplica entonces la puerta C'Z para entrelazar los dos qubits de la

primera fila.

1) = (CZynsy @1~ @ 1) [tho) = (ag|0...0) + -+

tane 1[0, 1))@ [+) + (anjp[1...0) 4+ F+ay1|1... 1) @|-)

Posteriormente se aplica la puerta R, () al primer qubit. A los elementos de Sy esta
rotacion no les afecta (se toma la equivalencia por fase global de la puerta R, () de
la definicion). A los elementos de S; esta rotacion les introduce una fase de €. El

nuevo estado es |iy):

[the) = (RA(O) @ -+ @) 1) = (ag|0...0) + -+

+an/o-1]0...1)) @ |+) + (anjee? |1...0) + -+ +ay_1e?[1...1)) ® |-)

Por ultimo se aplica la puerta H. Para los elementos de 5 el estado del primer qubit

serd |+) y |—) para los elementos de 5.

th3) = (R(0) @ T+~ @ 1) [Yo2) = (ag [+...0) + -+
tano 1|+ 1) @[+) + (anjee® |— ... 0) + - +ay_1e? |- ... 1) @ |-)

Finalmente se mide el primer qubit en la base computacional. Para ello, se expre-
sa el primer qubit de [i3) en la base {|0),|1)}. Se opera de forma anéloga a la

demostracion del caso del circuito de teleportacion, por lo que se tiene

1 . i .
s} =75 [0 ® S al) | @)+’ [ D ailiy | @)
i 1€B(m) 1€B’(m)
1 .
+— ) ® a; i) | @ [+) —e” a; i) | @ |-
7 1) Z |2) |+) Z |4) |—)
i i1€B(m) 1€B’(m)

donde a; hace referencia al escalar que multiplicaba a o5 (|i)) si i € B(m) o a
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o (|i)) sii € B'(m).

Esto es mas sencillo de lo que aparenta. Por ejemplo, el ket |0) 0 |0...0) que aparece
en la base al expresar |¢)) estd multiplicado por ag y el ket [M) o [100...0) esta
multiplicado por aj,. La imagen de cada ket por su respectiva biyecciéon es la misma,

pero cada uno lleva asociado una coordenada diferente.

La tltima expresion es equivalente a la siguiente

1
|ths) = 7 (0) @ (I ®--- @ X"HR(0)) ) + 1) @ (I ©--- @ X"HR.(0)) [¢),]
y asi se prueba el resultado. O]

En este teorema se toma el qubit de la fila 1 por comodidad, pero se aplica a toda
fila i« = 1,...,n. El objetivo es demostrar que es posible aplicar la teleportacion
con un estado méas general. La puerta X™HR,(f) se aplica al final porque es el
orden que se estableci6 al entrelazar los dos qubits. Tras realizar la medicion, la
primera coordenada de los vectores de la base hace referencia al qubit (2,1) y la
tltima al qubit (1, 2). Lo relevante del teorema es que se puede aplicar directamente
X"™HR,(0). Se escribe en el siguiente corolario como seria medir los n qubits de la

columna.

Corolario 3.1. Sea una columna j de n qubits entrelazados de un estado de MBQC
conj=1,...,m—1y sea|t) un estado entrelazado de n qubits. Su expresion en la

base computacional es
|¢> :a0|00>+—|—aN_1|11>

con N = 2". Se miden los n qubits con un dngulo 6, respectivamente (se supone
orden de arriba a abajo). Cada qubit (i,7) estd entrelazado con el qubit de su fila
en la columna j + 1 con 1 = 1,...,n . Entonces el nuevo estado entrelazado que

representa la columna j + 1 es

(X™MHR,(6h)®--- @ X™HR.(0,)) |¢)

siendo m; = {0, 1} el resultado de medir el qubit (i,j) (medicion ecuatorial).

Se ve a continuaciéon un caso sencillo para ilustrar este hecho, fundamental en el

modelo MBQC.
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Ejemplo 3.4. Un caso sencillo es cuando n = 2. Se tiene entonces un grafo como

el siquiente.

Se procede a medir el qubit (1,1) con el dngulo indicado. Sea |1) = ag |00)+ap; |01)+
a10]10) 4+ a11 [11) un estado que describe un entrelazamiento general entre los dos
qubits de la primera columna. Por tanto el estado inicial teniendo en cuenta el qubit
(1,2) es

[%0) = ) @ |+) .

Si se entrelaza el qubit (1,1) con el qubit (1,2) mediante CZ, se obtiene
|¥h1) = (aoo [00) + a1 [01)) ® [+) + (a1 [10) + an [11)) @ [—) .
Posteriormente se aplica HR,(az) y se obtiene:
[¥3) = (ago [+0) + ao1 [+1)) @ |[+) + €™ (a10[-0) + @11 [-1)) @ | ) .

Se realiza el cambio de base del primer qubit del estado entrelazado, se llega a

) =75 [10) @ ((aun [0) + aon 1)) © [+) + € ((ano 0) + ans 1)) | -))] +

JFL2 [11) ® (((aoo [0) 4 a0t [1)) @ |4) — €2 (a10 |0) 4 a11 [1)) @ |-))] -

sl

Ahora se ve la accion de (I @ X™HR,(az)) sobre 1), que es

aopo |0+> + (—1)ma01eia2 |0—> + aio |1+> + (—1)ma116ia2 |1—> =
= (a0 |0) + a9 1)) @ |+) + (=1)™e (a1 [0) + an [1)) @ |-) .

Se han seguido los pasos de la demostracion del Teoremal3.3. Aplicando directamente
el Corolario se obtiene que los dos qubits de salida se encuentran entrelazados

en el estado:

(X™HR.(02) ® X™ HR,(0n1)) |¢)

si my es el resultado de medir el qubit (1,1) ymy el (2,1).
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El ultimo caso novedoso es el siguiente ejemplo, ya que el resto son extensiones de

los ejemplos ya vistos.

Ejemplo 3.5. Sea el grafo de la figura y sea |¢) un ket que describe el estado en el
que se hallan los qubits (1,1) y (2,1). Generalmente |1y = |++).

En este caso, los dos qubits de salida se encontrardan en el estado:
CZ(X™HR,(a2) @ X™HR, (1)) 1)

si my es el resultado de medir el qubit (1,1) ymy el (2,1).

Nota 3.6. Se recuerda que en general no se arrastran las matrices de Pauli, sino

que se omiten.

Celda Universal del estado Brickwork

En un estado brickwork los entrelazamientos entre filas no son arbitrarios, sino que
forman celdas como la de la Figura [3.10] Se denominaré en adelante celda universal
del estado brickwork. No es una celda base o unidad porque el patréon general no se
forma a partir de ellas, sino de una celda un poco mas grande (2 filas y 8 columnas).
Sin embargo, esta celda sirve para aplicar una puerta concreta, mientras que los
qubits que restan en la celda unidad acttian como la identidad. Mas adelante se

aclarara este concepto, ya que es importante para probar la universalidad del MBQC.

Los angulos especificados tienen su razon de ser. A continuaciéon se vera la accidon

sobre los dos qubits de salida, es decir, la operacién unitaria que actiia sobre ellos.

(O—C
(O

Figura 3.10: Celda universal de un estado brickwork.

QRO
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Proposicion 3.3. La operacion unitaria equivalente al circuito de la Figura[3.10 es
CZ (HR.(O)HR.(7)) ® (HR.(0)HR.(7')) CZ (HR.(B)HR.(a)) ® (HR.(8') HR.(c"))

Demostracion. Por el Teorema |3.1| y el Corolario [3.1} el circuito de la Figura [3.10

es equivalente a

—{Re(a) R.(8) —{#] R.(7) R:0) i
7.8 HE = B-() R.(3)

]

Nota 3.7. En realidad tendria que aparecer que el estado inicial es el estado en
superposicion |++). Sin embargo, como ya se expuso previamente, si se prueba la
universalidad, cualquier otro estado se puede obtener a partir de |++) mediante el
modelo basado en medidas. Es por ello que en el circuito equivalente al grafo de la
Figura[3.10 no se especifica el estado inicial de los dos qubits. Este hecho también
se aplica en casos posteriores donde se trate las equivalencias concretas con puertas

de un conjunto universal.

3.3. Algoritmos Cuanticos en MBQC

Algoritmo de Deutsch Jozsa

En esta seccién se veré la forma equivalente de aplicar el algoritmo de Deutsch-Jozsa
en MBQC para el caso n = 2 (con la notacién usada para este algoritmo en el caso

del modelo de circuitos).

La mayor diferencia entre los dos modelos ocurre con el caracter del oraculo Uy. En el
modelo de circuitos se trata como una caja negra, pero en el modelo MBQC se han de
especificar los dngulos a usar, y eso dependera del caracter de la funciéon f. Por tanto
en el modelo MBQC se ha de adaptar el oraculo a la funciéon f especifica, no se puede
tratar de modo genérico. Esto implica que este algoritmo no tiene ningtn sentido
préctico en la realidad en el modelo MBQC, porque para poder implementarlo habria
que conocer la solucion del problema de antemano (el caracter de f). Sin embargo,
se expone para continuar mostrando ejemplos y comprendiendo el modelo basado

en medidas.
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Para n = 2, existen 8 variantes posibles de la funciéon f: dos constantes y seis
balanceadas. En el caso de las balanceadas, si se mira las combinaciones para la

antiimagen del 0 se tienen un total de

posibilidades distintas.

En general, el ntimero de variantes de f balanceada con n entradas son:

2n—1

Es por esta razon que se escoge el caso n = 2. Las variantes se hallan en la tabla de
la Figura [3.11}

i | di | dii | v | v | vi | vii | vidd
FO00[0[1]0 O o1 |1 [1
fonlo[1]0o [T ]1]0]0 |1
Fa,00 (o1 1 o 1]0 |1 [0
FA,O o1 1T [T o1 |0 |0

Figura 3.11: Tabla con las 8 variantes de f cuando n = 2. Las dos primeras corres-
ponden a f constante.

El oraculo se implementara en cada caso segun la Figura [3.12]

Ejemplo 3.6. Con este ejemplo se ilustra como funcionan las equivalencias de la
Figura . Se toma la variante (vi) de la funcion f, que corresponde al caso ba-

lanceado. Por la definicion de ordculo Uy, su accion sobre la base es:
Urli) = (=1)7@ i)
Su accion sobre |[+4) es entonces

Up [++) = = [J01) + [10) — [00) — [11)].

DN | —

Se ve ahora que Ur = (Y ®Y), ya que

(YRY)|++) = % [i]00) —¢*[01) —é*[10) +*[11)] = [101) +]10) — 00) — [11)] .

(N} I
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(iii) (iv)
Z
Z Y

(v) (vi)
Z Y
}/

(vii) (viii)
}/’

Figura 3.12: Implementacion del ordculo Uy para n = 2 para las 8 variantes de f

18/.
Se puede operar de forma andloga para el resto de variantes.

Se aprecia en la Figura[3.12| que no existe entrelazamiento entre los dos qubits, sino
que se consigue el resultado gracias a la superposicion de estados. Si el estado inicial
es |++), que es el convenio en el modelo MBQC, entonces solo es necesario aplicar

la puerta Hadamard tras el ordculo para implementar el algoritmo.

A partir de las diferentes construcciones del oraculo se puede ejecutar el algoritmo

en el modelo MBQC a partir de dos grafos lineales con 4 qubits como el siguiente:

Por el Corolario [3.1], este grafo produce la operacion unitaria

HR.(03)HR.(02)HR,(6).
Teorema 3.3. El grafo de la Figura implementa el algoritmo de Deutsch Jozsa
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con los dngulos especificados en la Figura|3.1/).

Figura 3.13: Grafo que implementa el el algoritmo de Deutsch Jozsa de 2 entradas
en el modelo MBQC.

Demostracion. Se tiene que:
» H se consigue si §; =0 con i =1,2,3 ya que
H? =H.
» H 7 se consigue si §; = 7 y el resto de angulos 0 ya que
H*HZ = HZ.
= HY se consigue si 6 =71 = 63 y 8, = 0, puesto que
HZHZH =HZX =1HY = HY.

Se ha de tener en cuenta que ZX =iY.

La Figura registra las combinaciones de angulos necesarias para cada variante

de la funcién f. m
1| i |1l [ v | v | vl]| vil | viii
0L | 0|0 |mx |0 |xw]O0 |O 0
6, | 0|00 O[O |mx O e
fs | 0|00 O |[O|mx O T
0, | 0|00 m |7 |0 |0 0
0 | 0|00 O |0 |m |m 0
06 | 0|00 O |0 |m |m 0

Figura 3.14: Tabla con los dngulos requeridos para implementar el algoritmo de
Deutsch Jozsa de 2 entradas en el modelo MBQC.
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Capitulo 4

Universalidad del modelo MBQC

En el modelo de circuitos se vio que se puede descomponer cualquier operaciéon
unitaria en el conjunto de puertas universales {H,T, CNOT}. El objetivo de esta
seccién es probar que el modelo de computacién cuéntica basada en medidas o
MBQC es equivalente al modelo de circuitos. Para ello, se prueba que se puede

construir una malla en la que es posible aplicar H, T'y CNOT' a cualquier qubit.

Si fuese posible construir tal malla, entonces los dos modelos serfan equivalentes. En

ese caso se concluiria que el modelo MBQC es universal.

4.1. Equivalencia del Modelo MBQC con el Modelo

de Circuitos

Teorema 4.1 (Equivalencia del modelo MBQC sobre un estado brickwork con el
modelo de circuitos). Dado un circuito que utilice las puertas del conjunto universal
{H,T,CNOT?}, se puede construir un estado brickwork que implemente una opera-

cion unitaria equivalente.

El objetivo de esta seccion es demostrar este teorema. Una vez se pruebe su veraci-
dad, se prodra probar el siguiente teorema que establece la universalidad del modelo
MBQC.

Teorema 4.2 (Universalidad del modelo MBQC). El modelo MBQC' es universal
en el sentido de que se puede aproximar cualquier operacion unitaria con cualquier

precision requerida.
En esta demostracion se da por cierto el Teorema [4.1]
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Demostracion. Sea U una operacion unitaria de dimension arbitraria (finita). Por
la Proposicion 2.8 dado € > 0, se puede construir un circuito empleando el conjun-
to de puertas {H,T,CNOT} que realice una operacion unitaria U’ de forma que
|U" = U|| < e. Ahora, por el Teorema [1.1] existe un estado brickwork equivalente al

circuito que implementa U’. Se concluye que el modelo MBQC es universal. O]

4.2. FEstado Brickwork

La distribuciéon de entrelazamientos en un estado brickwork no es arbitraria, sino
que tiene su razon de ser. En la Figura[4.1] cada color representa una celda universal

como la de la Figura [3.10]

SRS

Figura 4.1: Estado brickwork con n =4 y m = 13. Cada color representa una celda
universal.

Los pasos a seguir para probar la equivalencia del modelo MBQC con el modelo de

circuitos son los siguientes:

= Se prueba que una celda universal puede implementar las puertas del conjunto

{H,T,CNOTY}.

= Se prueba que la secuencia de tres qubits que se hallan entre celda y celda en
la fila superior e inferior no produce ninguna operaciéon unitaria si son medidos

con un angulo 0 en el plano ecuatorial.

= Se intrepreta cada celda como una operaciéon unitaria de dos qubits tal como
se ve en la Figura
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fe2) — R
Ui Uiz Urv=1) Uiy
|22) — | || I | |
Un Usz(ar-1)
) — = - ] - -
Us1 Usz Usar—1) Usar
|24) — ]
lon_1) —] ]
Uwn-1n Un-1)2 Un-1ym-1) Un-1ym
zn) — ]

Figura 4.2: Equivalencia del estado brickwork con el modelo de circuitos. Cada celda
universal se intrepreta como una puerta cudntica de dos qubits. No aparecen expli-
citamente las puertas Un—_2y1 i Un—2)(m-1)-

Con estos pasos se prueba la equivalencia ya que cualquier circuito que utilice las
puertas del conjunto universal { H, T, C NOT'} se puede construir mediante un estado

brickwork.

Ejemplo 4.1. Como ejemplo se muestra en la Figura[].3 la equivalencia del grafo

de la Figura[{.1) en el modelo de circuitos.

[z1) —
Ull

|[22) —

|z3)
Uso

|24)

Figura 4.3: Equivalencia del estado brickwork con n =4 y m = 13 en el modelo de
circuitos.

Paso 1: Equivalencia de la Celda Universal con H, T y CNOT.

Se comienza probando que se puede implementar las puertas H, T y CNOT en una

celda universal.
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Puerta Hadamard

Proposicion 4.1. El grafo de la Figura [4.4) implementa la puerta H en el qubit

superior y no actia sobre el inferior. Es decir, el grafo es equivalente a realizar la

Figura 4.4: Celda universal del estado brickwork que implementa H en el qubit su-
perior.

operacion H ® 1.

Demostracion. La Proposicion trato el caso general. Se han de sustituir los

siguiente angulos:

s a=p=vy=17/2

=B =+ =05=5=0.

Por tanto el circuito equivalente al grafo de la Figura es

[sHuHsHuaAsHuHr——  —{sHaHsH#H]

[77] [ 7]
L] L] H [ H [——

donde se tuvo en cuenta que H> = CZ? = I y que CZ conmuta con R,(6).

Se ha de ver ahora que SHSHS es equivalente a la puerta H. Se tiene

V(140 144 1
sHsHS =~ [~ TN ) 2 a4

1+i —(1+14)) 2 1 -1

Por la Proposicion 2.2] esta puerta es equivalente a multiplicarla por una fase global

¢ € C con |c]:1.Seac:1£fi.
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Ademas, se ve que

Por tanto

1 1
SHSHS = 3 (1+1) =

Se concluye que es cierto la siguiente equivalencia:

sHuHsHA—sHuHrf=—  —{uk

[ 7] [ 7]
1 i H | 1 ——

Puerta T

Proposicion 4.2. El grafo de la Figura [4.5 implementa la puerta T en el qubit

superior y no actia sobre el inferior. Es decir, el grafo es equivalente a realizar la

Figura 4.5: Celda universal del estado brickwork que implementa T en el qubit su-
perior.

operacion T ® 1.

Demostracion. Se han de sustituir los siguiente angulos en el caso genérico tratado
en la Proposicion 3.3 :

» o =7/4

] a/:/@:ﬁ/:/y:’y/:é:(slzo'
Por tanto el circuito equivalente al grafo de la Figura es
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—{ (/) —

donde se tuvo en cuenta que H? = CZ? = I. O

Puerta CNOT

Proposicion 4.3. El grafo de la Figura[4.6 implementa la puerta CNOT siendo el

qubit superior el controlador.

Figura 4.6: Celda universal del estado brickwork que implementa CNOT' siendo el
qubit superior el controlador.

Demostracion. Se han de sustituir los siguiente angulos en el caso genérico tratado
en la Proposicion [3.3] :

[ ] 6’:7:5/:7{/4_
sa=ad=0=+9=6=0.

Por tanto el circuito equivalente al grafo de la Figura [4.6] es

—[#] (7] R.(r/2) HH (] [s]
[ Rr/2) A [ m-Cp i =—  —AaHsHaf—=aHs Ha——

donde se tuvo en cuenta que H? = I.

La expresion matricial de la operacién unitaria del circuito es

(I® HSH)CZ(S ® HS*H)CZ = — CNOT.

o O O
o O =
- o O O
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Puerta SWAP a partir de la puerta CNOT.

La demostracion del Teorema se basa en la premisa de que el conjunto de puer-
tas {H,T,CNOT?} es universal, proposiciéon que se expuso sin demostracion en el
Capitulo [2|

Este conjunto universal es solo un caso concreto del Teorema [2.1, que senala que
toda puerta unitaria se puede descomponer en puertas de uno y dos qubits. Ese
conjunto incluye también las puertas CNOT;; cuando 7 y j no son consecutivos. Se
ha de probar también como implementarla. Para ello es importante tener en cuenta

el siguiente lema.

Lema 4.1 (SWAP con CNOT). Sean dos qubits en un estado general |1)). La ope-

racion CXCX9CX es equivalente a cambiar el estado de los dos qubits. Es decir,

Demostracion. Se comparan las expresiones matriciales siguientes:

1 000 1000 1000
0100 0001 010

0001 0010 0001
0010 0100 0010

A continuacion se muestra la representacion de la equivalencia anterior:

yan)
A\

.
A\
.
A\

Puerta CNOT no Adyacente

El objetivo es construir una puerta C NOT;; entre los qubits ¢ y j cuando no son
consecutivos. Una forma sencilla de implementarlo es utilizando la puerta SW AP

[18]. La siguiente proposicion sin demostracion muestra una forma de implementarla.
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Proposicion 4.4 (CNOT con SWAP). Los siguientes pasos implementan la puerta
CNOT;j coni<j (i,j=1,..n):

» Se emplea la puerta SWAP mediante la descomposicion del Lema[.1] entre los
qubits k yk+1 para k = j—1,...,i+1 empezando por la iltima fila y subiendo

de una en una.
» Se emplea CNOTj(11).

n Se revierte el primer paso, es decir, se emplea la puerta SWAP mediante la
descomposicion del Lema entre los qubits k yk+1 parak =i+1,....5—1

empezando por la sequnda fila y bajando de una en una.

En la siguiente imagen se ve el caso concreto en el que j — 17 = 3:

Nota 4.1. Se observa que la construccion de la puerta CNOTy; es tan directa
como intercambiar los dngulos de medicion de la fila superior e inferior en la celda

universal que tmplementa CNOT. Esto cambiaria el qubit controlador al sequndo.

Esta ultima observacion acerca de como construir la puerta CNOT; ; cuando 1, j
no son consecutivos evidencia que esta forma de probar la equivalencia del modelo
MBQC con el modelo de circuitos (a partir de la celda universal del estado brick-
work) no es eficiente. Se trata simplemente de una herramienta para demostrar la

equivalencia. Mas adelante se apuntan unas observaciones acerca de este hecho.

Paso 2: Grafo Lineal con 5 Qubits y 6, =0

El segundo paso es probar que la mediciéon de los qubits que no pertenenecen a
ninguna celda universal (que se hallan en la primera y ultima fila) no afecta a la

operacion global si se miden con un angulo de 0 radianes.

Proposicion 4.5. El grafo de la Fz'gum no modifica el estado inicial |1).
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Figura 4.7: Grafo Lineal con 5 Qubits y 6; = 0.

Demostracion. Sea [) el estado inicial. Por el Corolario [3.1] el qubit de salida se

halla en el estado
H* [¢) = [¢)
O]

Se demuestra asi que los qubits que no se hallan en ninguna celda universal no

transforman el estado cuéntico.

Paso 3: Universalidad de un Estado Cluster

Tras las dos tltimos pasos, a partir de la Figura se ve que el modelo de circui-
tos y el modelo MBQC son equivalentes. Basta con encontrar la descomposicion de
cualquier puerta unitaria en el conjunto {H,T,CNOT} y sustituir esa descompo-
sicion por su correspondiente estado brickwork equivalente, fijando los angulos de

cada celda universal de forma que replique la puerta que se desee.

En algunos casos sera preferible implementar la puerta I, pese a que H? = I. Esto

permite reducir el nimero de qubits auxiliares empleados.

Proposicion 4.6. El grafo de la Figura[4.8 implementa la puerta I identidad en

Figura 4.8: Celda del estado brickwork que implementa I en los dos qubits.

los dos qubits.

Demostracion. Se han de sustituir los siguiente angulos en el caso genérico tratado
en la Proposicion [3.3]:

la:a,:ﬁ:/B/:fy:7/:5:5,: .
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Por tanto el circuito equivalente al grafo de la Figura |4.8|es

—{r—

=]
=]
=]
=]
I

=]
=]
=]
=]
I

donde se tuvo en cuenta que H? = CZ? = I. O

4.3. Observaciones acerca de la Universalidad del
Estado Brickwork

Es necesario apuntar unos comentarios acerca del modelo MBQC. La forma de
probar la equivalencia con el modelo de circuitos tiene un caracter genérico, por lo

que se evidencian una serie de problemas.

= Un estado brickwork es un estado muy concreto, en el que los entrelazamientos
ocurren en columnas que son miltiplos de ciertos nimeros. A la hora de cons-
truir fisicamente un sistema de qubits, es preferible encontrar disposiciones
simétricas, como las que se pueden hallar en las disposiciones de atomos en

solidos.

Es por ello que también existe una demostracion de universalidad para estados

clister, realizando tnicamente mediciones ecuatoriales.

Originalmente se prob6 la universalidad para un estado claster con mediciones
en dos planos. Esto no es lo preferible, ya que ciertos protocolos de computacion
cuantica ciega se basan en mediciones en el plano ecuatorial. Se ahondara en
ello en el capitulo [5

= No es eficiente utilizar las equivalencias para cada celda universal. Por ejem-
plo, dado un qubit en un estado [¢)) al que se le ha de aplicar H, la demostracion
de la universalidad del estado brickwork requiere el uso de 10 qubits, 8 de ellos
auxiliares. Lo més sencillo es realizar una mediciéon en el eje z, de forma que

solo se empleen dos qubits. Este caso se vio en el Ejemplo |3.2

Otro caso es la puerta S = T?. Es mas facil implementarla con una cadena

lineal de 3 qubits que empleando dos celdas para replicar T

Por ello, méas adelante, se vera la equivalencia de la puerta QQF7T5 en el modelo

MBQC sin usar una distribucion fija de los qubits.
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4.4. Universalidad de un Estado Claster

Los qubits no son solo una entidad matematica, sino que se estudian ya que existen
sistemas en la vida real que pueden actuar como tales. Para construir un qubit,
se emplean distintas estrategias: exiten qubits superconductores, qubits foténicos,
qubits que aprovechan la estructura cristalina de los atomos en un sélido... En
general, una malla rectangular como la de un estado clister es mas comin en la
naturaleza o mas sencilla de replicar en un laboratorio que otras mallas gracias a su

simetria.

Ademas, es recomendable limitar las mediciones a un solo plano, tal como se expuso

previamente. Esto simplifica el diseno y la aplicacién de protocolos de privacidad.

En [7], se demuestra la universalidad de un estado claester limitando las mediciones
al plano ecuatorial. Los detalles se pueden consultar en el documento original. Se

utiliza el siguiente conjunto universal:

Lema 4.2. El conjunto {R,(0), R.(0), R..(0)} con 0 = [0,27r] es un conjunto de

puertas universal.

—i6/2U

Nota 4.2. Se recuerda la equivalencia Ry (0) = e = cos g]l —1sin gU aplicable

a toda operacion unitaria U de dimension arbitraria.

La demostracion de la universalidad se basa en la siguiente proposicion [14]:

Proposicion 4.7. Sea un estado clister abierto de n x (n+2) qubits. Entonces, las

siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Cuando se mide el qubit i-ésimo de la primera columna con un dngulo 6 en
el plano (X,Y), y todos los demds qubits se miden en la base X (0 = 0), se

implementa una rotacion R,(6) en el qubit (n+1—1)-ésimo del estado inicial.

2. Cuando se mide el qubit i-ésimo de la columna (n+1) con un dngulo genérico
0 en el plano (X,Y), y todos los demds qubits se miden en la base X, se

implementa una rotacion R, (6) en el qubit (n+1—1)-ésimo del estado inicial.

3. Cuando se mude el qubit i-ésimo de la columna p-ésima coni=19y1<p<
n+1 con un dngulo genérico 0 en el plano (X,Y), y todos los demds qubits se
miden en la base X, se implementa la puerta R.g, en los qubits (n —p+ 1)-
ésimo y (n—p—+2)-ésimo en el estado inicial. De manera andloga, sii = n, se

implementa la puerta R,g, en los qubits p-ésimo y (p — 1)-ésimo de entrada.
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Esta proposicion se prueba para m = n + 2. Este estado se puede entender como
una celda, de forma analoga a la celda universal en el estado brickwork. Asi, se tiene

la universalidad del estado cluster:

Teorema 4.3. La familia de grafos de estados clister abiertos de dimension arbi-
traria pero finita es universal en el modelo MBQC' si se emplean mediciones en el
plano ecuatorial. Es decir, toda operacion unitaria se puede implementar realizando

medidas en el plano X —Y en un estado clister.

Ademas, se puede suponer que el estado inicial es |+ ---+), ya que cualquier otro
estado inicial puede obtenerse a partir de |+---+), y esta operacion se puede con-
catenar con la operacion original. De igual forma, se puede suponer que los estados
claster tienen todas las conexiones de entrelazamiento. No ha de ser necesariamente

abierto.

Lema 4.3. La universalidad de los estados clister abiertos implica la universalidad

de los estados cluster.

Demostracion. Sea U operacion unitaria de dimensiéon arbitraria. Por la univer-
salidad de los estados cluster abiertos existen dos grafos (estados claster abier-
tos) Gy y Go tal que Gy implemente (CZ1; ® -+ ® CZy—1),)U y G2 implemente
CZip ® -+ @ CZp—1), en un estado lineal de dimension el nimero de filas de G;.
Asi, G UGy implementa U, v se puede escribir de forma equivalente como G con

la Gltima columna entrelazada. O

Se recogen en un corolario las dos tultimas observaciones:

Corolario 4.1. La familia de grafos de estados clister abierto de dimension arbi-

traria pero finita es universal en el modelo MBQC con las siguientes condiciones:

» Se emplean mediciones en el plano ecuatorial.

» Fl estado inicial es |+ - - - +), superposicion uniforme de los estados de la base

computacional.

Un ejemplo que incluye el documento [7] es el caso donde el namero de filas n = 2:

Ejemplo 4.2. Como ejemplo de aplicacion de la Proposicion [{.7 se tiene los cir-
cuitos de la Figura[{.9
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+) —{Rz(@)
Rz (9)|+) ——{H|-e—{H |-e—{H}- +)

[+) —eA{H|-o{H]| 91 Rz(7) l+) —{Rx(7)
+) —[Rx()

— efz%Xlzg

Figura 4.9: Implementacion de distintas puertas en un estado cluster abierto de
tamaiio 2 x 4 cuando el input es |++) [7]

Nota 4.3. Una de las razones por las que se expone en mds detalle la universalidad
de los estados brickwork que de los estados cluster es la claridad a la hora de con-
cretar y de ejemplificar en la documentacion consultada. En la Figural].9, el primer
circuito mo corresponde a la identidad, sino a la puerta SWAP. Como en este caso
|-++) es el ket inicial, SW AP si actia como I. Por tanto, tal grafo no valdria para

concatenarlo con otro que devolviese un estado |¢) arbitrario.

4.5. Transformada de Fourier Cuantica

El capitulo se cierra con un ejemplo para ilustrar la universalidad del modelo MBQC.
Para ello, se toma el algoritmo QFT. Se verd para el caso concreto N = 2, donde
el circuito es el de la Figura |4.10, No se empleara ninguna distribucion fija (malla

concreta), sino que se intenta reducir el ntimero de qubits auxiliares empleados.
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|z2) .

Figura 4.10: Algoritmo QFT con N = 2.

Para construir un grafo equivalente en el modelo MBQC, es importante descompo-
ner las puertas utilizadas en aquellas que se puedan implementar de forma directa

mediante mediciones. Estas son R.(0), H y CZ.

El primer caso es la puerta C'S. Para descomponer C'Sy; es necesario tener en cuenta
el Ejemplo 2.8 que muestra la descomposicion de una puerta CU. Se ha de buscar
A, B,C tal que ABC =1y € de forma que S = e? AXBXC.

Proposicion 4.8. La descomposicion de C'S en las condiciones anteriores es A =T,
B=T"1C=1y0=m/4

Demostracion. Matricialmente, se tiene que
ATXTIX = =S.

]

Con la puerta C'S, ocurre un caso similar al de la puerta C'Z. Si se invierte el qubit
controlador, la expresiéon matricial es idéntica. Esto ocurre ya que C'S solo cambia

el estado de la base |11). Por tanto, se tiene la siguiente descomposicion:

Aplicar la puerta C NOT mediante el uso de celdas universales no es eficiente, pues
se usan 10 qubits en total. Es deseable descomponer CNOT en H y C'Z usando la
descomposicion del Ejemplo Asi, se da la siguiente equivalencia:

__________________________



El segundo caso es la puerta SW AP, que se puede descomponer en CNOT, por tan-
to, ya se tienen todas las descomposiciones para implementar QFT, con R,(0), H
y CZ. Asi, se podra obtener un grafo que realice la operacion Q) F'T; basandose en
medidas, de manera que el niimero de qubits auxiliares no crezca desproporciona-

damente.

Figura 4.11: Circuito equivalente al de la Figura empleando puertas R,(0), H
yCZ.

En este punto se han dado todos los pasos para encontrar un grafo equivalente, de
forma que la computacion sea més eficiente que si se utilizase un estado brickwork

o cluster fijo.

Proposicion 4.9 (Equivalencia de la puerta Q F'T5 en el modelo MBQC.). La puerta
QFT, se puede implementar empleando el modelo MBQC mediante el grafo de la

Figura[{.13

Figura 4.12: Grafo que implementa la puerta QF'Ty con medidas en el plano ecua-
torial.

Demostracion. Por el Teorema [3.1]y el Corolario [3.1], el circuito equivalente al grafo

de la Figura |4.12] es

—{ 1 —{#]
T

donde si se simplifican las puertas H? = I en aquellos casos en los que es posible, se

llega a un circuito equivalente al de la Figura [4.11]
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Se ha de destacar que en general, al construir un ordenador cuantico, si se emplean
mallas o distribuciones fijas. Un ordenador cuantico tendra los qubits distribuidos
de una cierta manera, y una vez constuido, sera dificil modificar la estructura. El
grafo de la Figura [4.12| no tiene una disposicion simétrica, ni tampoco periddica.
Es por ello que en la practica deberfa de implementarse en una malla rectangular o

clister o en un estado brickwork.
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Capitulo 5
Blind Quantum Computing

Se prevé que un futuro, si se consigue construir un ordenador cuéntico universal,
estos seran limitados en ntimero y no llegaran al ptiblico general. Un motivo sera el
coste de mantenimiento de los mismos. Por ejemplo los transmones, que son qubits
basados en la superconductividad, necesitan temperaturas en torno a las centésimas

de Kelvin para que se observen efectos superconductores.

En este capitulo, se presenta un protocolo de actuaciéon para que un cliente reali-
ce, de forma privada, una operacion MBQC en los servidores de un poseedor de
un ordenador cuantico. De ahi el nombre de computacion cuantica ciega (BQC) o
computacion cuantica ciega universal (UBQC), puesto que se ha probado que el
modelo MBQC es universal. Otro requisito del protocolo es que el cliente no posea
acceso a ningun dispositivo de computacion cuantica, sino inicamente a ordenadores

clasicos.

En este capitulo se expondra un protocolo concreto, pero se ha de notar que existen
variaciones mas complejas, con inputs cuanticos e incluso para otros modelos de
computaciéon como el modelo de circuitos. También se recuerda que existe una teoria
que define con rigor el concepto de privacidad. Para mas informaciéon se remite a
[14] v [17].

5.1. Protocolo de BQC

Sean dos usuarios: un cliente Alice (A) y un servidor Bob (B). Alice quiere realizar
una computacion MBQC de dimensiones n x m, que se caracteriza por unos angulos
¢y para cada x € 1,...,n ey € 1,...,m en el plano X-Y, es decir, mediciones

respecto al plano ecuatorial. Ya se conoce de capitulos previos que esta configuracion
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es universal.

El objetivo es realizar esa operacion en los qubits de Bob sin que Bob pueda obtener

los angulos concretos de medicion, de forma que desconozca la operacion concreta.

La tnica informacién respecto a la operaciéon que Bob conocerd seré el tamano

del estado n x m. Esto no supone un problema puesto que la dimensiéon puede

variar anadiendo operaciones que se cancelen mutuamente. Es decir, si se anaden

operaciones unitarias equivalentes a la identidad a la operacion original se aumenta el

tamano de la malla sin variar el resultado. El protocolo presupone que la distribucion

de los qubits de Bob es un estado brickwork.

Protocolo de BQC

= Preparacion de Alice:

e Para cada columna x = 1,...,n y cada fila y = 1,...,m: Alice prepara

as) € {40, = /310) + (~1)rwe 1)) < 6, = 0.5, o, =
0,1}, y envia los qubits a Bob.

Estos estados son escogidos de forma aleatoria por Alice (su ordenador).

= Preparacion de Bob:

e Bob crea un estado entrelazado a partir de todos los qubits recibidos,

de acuerdo con sus indices, aplicando C'Z entre los qubits para crear un

estado brickwork.

= Interaccién y Medicidn:

e Para cada columna x =1,... ,nycadafilay=1,...,m:

1.

A T

Alice calcula ¢/, ,, que es el &ngulo en el que se quiere medir teniendo en
cuenta las correcciones por los resultados previos y el valor inicial ¢, ,,.
Alice calcula 6, = ¢/, , — 0u .
Alice envia d,, a Bob.

Bob mide en la base {|+s,,),|—s..,)}-
Bob envia el resultado s, , € {0,1} a Alice.

Sirg, = 1, Alice invierte s, ,; de lo contrario, no hace nada.

Proposicion 5.1. El protocolo anterior realiza la operacion correcta, es decir, cada

qubit (v,y) conx=1,...,n ey=1,...,m se mide con respecto a ¢, en el plano

ecuatorial.
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Demostracion. En la operacion original de MBQC, los qubits se inicializan a |+).
En este caso, se les aplica una rotacion R,(0,,)Z"> a cada qubit (z,y). Por el
Lema [3.0], esta rotacion conmuta con C'Z, que se usa para entrelazar los estados

previamente.
Por tanto, se tiene que

1

R (00) 2" [+) = V2

(10) + (=1)=vet®v 1))

Al medir en la base {‘+5z,y> , |—5w>}, se aplica una rotacion R,(d,,). Se tiene por

tanto que

1 , . .
ReBa) Re(02) 270 |4+) = —= ([0) + (=1) e et (1)) = —= (0} + (—1)we s [1) )

>
Sl

2

Se ha visto que
HR(f,,) 2" = HR.(00y) R:(00,) 27

Para que sea equivalente a medir en la base {‘—hﬁ; y> | —er y>}, si r,, = 1 se ha de

cambiar el resultado, o de forma equivalente,

/ —_—
Spy = Say DTay

siendo @ la suma modulo 2 y s, el resultado de la medicién corregido. ]

Proposicion 5.2. La unica informacion acerca de la operacion de Alice de la que
Bob estd sequro es el tamano (n,m) del estado. Es decir, la operacion de Alice es

privada y sequra.

Demostracion. Bob recibe para cada (z,y) dos dngulos ¢y d,,, donde 0, =

s i
Y400 400

asume que también pertenece (MBQC es universal con ese conjunto de adngulos).

(1)@, ,. Los dos angulos pertenecen al conjunto 0 puesto que ¢, , se

Pero Bob no puede hallar ¢, , = 0., + 0,4, puesto que desconoce 7. O

En el siguiente ejemplo se ilustra la seguridad del protocolo.

Ejemplo 5.1. Como ejemplo, dado (z,y) conx=1,....ney=1,...,m, se toma
Gy = s Ozy = 37”, rzy = 1. Bl primero es el dngulo con respecto al que se quiere

medir (corregido), los dos ultimos fueron elegidos al azar.
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Por tanto, Bob recibe uinicamente 0, , = —3% = 5% (una rotacion de 2w es equivalente
— A4 —
a no rotar), y 0, = oy — Ony = .

Bob sabe que 0py = ¢, — Ouy y que 0, , = (—1)"*v0,,,.

Si intenta hallar ¢, , = 0z + (—1)' =90,

para cada 14, que SON:

, Se encuentra con dos posibilidades, una

T
qb;:,y = Z
s
(ﬁ;,y = Z

Al haber sido escogidas de forma aleatoria hay 2 opciones para n X m qubits, es
decir, 2™™ posibles combinaciones de dngulos. Para un estado brickwork del tamano
den =4 ym =13, como el de la Figural/.1], se tiene que:

o413 ~ 4 5.101°

Nota 5.1. La seguridad o privacidad de la operacion se obtiene debido a las minimas

posibilidades de hallar la combinacion correcta que empled Alice.
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Conclusiones

El objetivo del trabajo era estudiar la equivalencia del modelo de circuitos con el
modelo MBQC. Se han presentado en detalle las caracteristicas de ambos modelos.
Se ha probado ademas que son equivalentes, y que, por tanto, los dos son universales
para computacion cuantica. Se concluye por ende que los dos modelos sirven como
fundamento para la construccion de algoritmos para computaciéon cuantica. Algo-
ritmos que, gracias a la superposicion de estados, podran modelar sistemas con un
numero muy elevado de variables; cuya utilidad varia desde problemas de transporte

a la simulacién del comportamiento de 4tomos en una bateria.

Se anadi6 ademés una breve introducciéon a la computacion cuantica ciega o blind
quantum computing (BQC) como posible aplicacion de lo expuesto en el trabajo.
Estos protocolos pueden llegar a ser importantes en un futuro si se construye un

ordenador cuantico universal.

En general, se ha intentado exponer los resultados con rigurosidad y justificacion,
sin dar nada por supuesto, ademas de anadir multiples ejemplos para facilitar la
comprension. El mas destacable fue la equivalencia del algoritmo QFT en el modelo

MBQC. Para la equivalencia del algoritmo de Deutsch Jozsa se utilizo [8].

Dificultades y Aprendizaje

La mayor dificultad a la hora de escribir el trabajo ha sido la consulta de la literatura
cientifica existente con respecto al modelo MBQC. Las fuentes empleadas han sido

listadas en la bibliografia.

No se sigue una misma notacién ni un mismo criterio en los distintos documentos.
En algunos se trasladan las correcciones de Pauli, pero solo para casos concretos
[13]. En otros, se omiten sin justificar la razén [7]. No se encuentra un algoritmo
genérico para arrastrar estas matrices. Solo en [14] si se encuentra una explicacion

de cémo tratar las correcciones. Por eso fue una dificultad entender la razon por la
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cual se pueden omitir, y se decidi6é presentar el trabajo con ese enfoque.

Por otro lado, toda la documentacion consultada expone el caso de teleportacion de
un qubit, pero ninguna trata el caso genérico en el que se tenga un estado entrelaza-
do. Es mas, en una malla rectangular (estado cluster) estan entrelazados todos los
qubits con sus vecinos. El teorema de teleportacion de un qubit no tiene aplicaciéon
directa para esos casos, pero no se justificaba su uso en mayores dimensiones. En
el Teorema y su Corolario [3.1] se justifica la teleportaciéon para una columna

entrelazada de qubits. Esta justificacion es de elaboracion propia.

Otra dificultad que se hall6 fue en la prueba de la universalidad de una malla rectan-
gular, basada en la documentacion [7]. Como se comento en la Nota[4.3] los ejemplos
que se hallan en la documentaciéon no sirven para un estado input aleatorio. Si es
verdad que se prueba para cualquier input, pero para unas dimensiones muy concre-
tas y sin aportar ningtin ejemplo. Se comenta que se prueba para esas dimensiones
sin pérdida de generalidad. Sin embargo, un objetivo que se propuso al pensar el
trabajo fue poder escribir la equivalencia de algtin algoritmo entre los dos modelos.
Al final se hizo con la transformada de Fourier cuantica (QFT). Ese objetivo quizés

no se hubiera conseguido si el trabajo se hubiera basado en |7].

También fue necesario aprender a manejar programas de diseno de circuitos como

Tikz y CircuiTikz para crear las figuras tanto del modelo de circuitos como del

MBQC.

Programas Utilizados

El documento fue escrito en LaTeX. Todas las figuras que no estan citadas son de

elaboracion propia mediante paquetes de LaTeX (Tikz y QuanTikz) [10].
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